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© DISCOURS - |

PRELIMINAIRE.

Lss causes primordiales ne nous sont point con-
nues; mais elles sont assujetties & des lois simples
et constantes, que l'on peut découvrir par l'obser-
vation, et dont I'étude est I'objet de la philosophie
naturelle. |

- La chaleur pépétre, comme la gravité, toutes les
substances de I'univers, ses rayons occupent toutes
les parties de l'espace. Le but de notre ouvrage est
d'exposer les lois mathématiques que suit cet élé-
ment. Cette théorie formera désormais une des
branches les plus importantes de la physique gé-
nérale.

Les connaissances que les plus anciens peuples
avaient pu acquérir daus la mécanique rationnelle
ne nous sont point parvenues, et lhistoire de cette
science, si I'on excepte les premiers théorémes sur
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I'harmonie, ne remonte point au-dela des décou-
vertes d’Archiméde. Ce grand géométre expliqua les
principes mathématiques de l'équilibre des solides
et des fluides. Il s'écoula environ dix-huit siecles
avant que Galilée, premier inventeur des théories
dynamiques, découvrit les lois du mouvement des
corps graves. Newton embrassa dans cette science
nouvelle tout le systéme de l'univers. Les succes-
seurs de ces philosophes ont donné a ces théories
une étendue et une perfection admirables ; 1ls nous
ont appris que les phénoménes les plus divers sont
soumis a un petit nombre de lois fondamentales,
qui se reproduisent dans tous les actes de la nature,
On a reconnu que les mémes principes réglent tous
les mouvements des astres , leur forme, les inégalités
de leurs cours, l'équilibre et les oscillations des
mers, les vibrations harmoniques de lair et des
corps sonores, la traosmission de la lumiére, les
actions capillaires, les ondulatious des liquides,
enfin les effets les plus composés de toutes les forces
naturelles, et l'on a confirmé cette pensée de Newton:
Quod tam paucis tam multa prestet geometria glo-
riatur. 5

Mais quelle que soit I'étendue des théories méca-
nigues. elles ne sappliquent point aux effets de la
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chaleur. Ils composent un ordre spécial de phéno-
ménes qui ne peuvent s'éxpliquer par les principes
du mouvement et de I'équilibre. On posséde depuis
long-temps des instruments ingénieux, propres a
mesurer plusieurs de ces effets; on a recueilli des
observations précieuses; mais on ne connait ainsi
que des résultats partiels, et non la démonstration
mathématique des lois qui les comprennent tous.

J'ai déduit ces lois dune longue étude et de la
comparaison attentive des faits connus jusqua ce
jour; je les ai tous observés de nouveau dans le
cours.de plusieurs années, avec les instruments les
plus précis dont on ait encor fait usage.

Pour fonder cette théorie, il était d'abord néces-
saire de distinguer et de définir avec précision les
propriétés élémentaires qui déterminent I'action de
la chaleur. J'ai reconnu ensuite que tous les phé--
noménes. qui dépendent de cette action, se ré-
solvent en un trés-petit nombre de faits généraux
et simples; et par la toute question physique de ce
genre est ramenée a une recherche d'analyse mathé-
matique. J'en ai conclu que pour déterminer en
nombre les mouvements les plus variés de la cha-
leur, il suffit de soumettre chaque substance a trois
observations fondamentales. En effet, les différents

a.
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corps ne possédent point au méme degré la faculté
de contenir 1a chaleur, de la recevoir, ou de la trans-
mettre a travers leur superficie, et de la conduire
dans lintérieur de la masse. Ce sont trois qualites
spécifiques que notre théorie distingue clairement,
et quelle apprend 4 mesurer.

Il est facile de juger combien ces recherches inte-
ressent les sciences physiques et I'économie civile,
et quelle peut étre leur influence sur les progreés
des arts qui exigent‘l'emploi et la distribution du
feu. Elles ont aussi une relation nécessaire-avec le
systéme du monde, et 'on connait ces rapports, si
'on considére les grands phénoménes qui saccom-
plissent prés de la surface du globe terrestre.

En effet, le rayon du soleil dans lequel cette pla-
nete est incessamment plongée, pénetre lair, la’
terre et les eaux; ses éléments se divisent, changent
de directions dans tous les sens, et pénétrant dans
la masse du globe, ils en éléveraient de plus en
plus la température moyenne, si cette chaleur
ajoutée n'était pas exactement compensée par celle
qui séchappe en rayons de tous les points de la
superficie, et se répand dans les cieux. _ ,

Les divers climats, inégalement exposés i l'action
-de la chaleur solaire, ont acquis aprés un temps
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immense des températures propres i leur situation.
Cet effet est maodifié par plusieurs causes accessoires,
telles que I'élévation et la figure du sol, le voisinage
et 'étendue des continents et des mers, L'état de la
surface, la direction des vents.

Lintermittence des jours et des nuits, les alter-
patives des saisons occasionnent, dans la terre
solide, des variations périodigues qui se rcpou-
vellent chaque jour ou chaque année; mais ces
changements sont d'autant moins sensibles, que le
point ou on les mesure est plus distant de la surface.
On ne peut remarquer aucune variation diurne a
Ia profondeur denviron trois métres; et les varia-
tions annuelles cessent d'étre appréciables a une
profondeur beaucoup moindre que 60 métres. La
température: des lienx profonds est donc sensible-
ment fixe, dans un lieu donné; mais elle n'est pas
la méme pour tous les points d'un méme parallele;
en général, elle seléve lorsqu'on sapproche de
Féquateur. '

La chaleur que le soleil a communiquée au globe
terrestre, et qui a produit la diversité des climats,
est assujettie maintenant a un mouvement devepu
uniforme. Elle s'avance dans lintérieur de la masse
quelle pénétre toute entiére, et en méme temaps
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d'étre vartables 2 une profondeur si petite par rap-
port au rayon du globe? Chaque inégalit¢ du mou-
vement de cette planéte devant occasionner au-des-
sous de la surface une oscillation de la chaleur
solaire, quelle relation y a-t-il entre la durée de la
période et la profondeur ou les températures de-
viennent constantes? |

Quel temps a di sécouler pour que les climats
pussent acquérir les températures diverses quiils
conservent aujourdhui; et quelles causes peuvent
fatre varier maintenant leur chaleur moyenne ?
Pourquoi les seuls changements annuels de la dis-
tance du soleil 4 la terre, ne causent-ils pas a la sur-
face de cette planéte des changements trés-consideé-
rables dans les ternpératures?

A quel caractére pourrait-on-reconnaitre que le
globe terrestre n'a pas entiérement perdu sa chaleur
d'origine ; et quelles sont les lois exactes de la déper-

dition?

Si cette chaleur fondamentale n'est point totale-
ment dissipée, comme lindiquent plusieurs obser-
vations, elle peut étre imthense a de grandes pro-
fondeurs, et toutefois elle n'a plus aujourd’hui au-
cune influence sensible sur la température moyenne
des climats. Les effets que I'on y observe sont dus a
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T'action des rayons solaires. Mais indépendamment
de ces deux sources de chaleur, I'une fondamentale
et primitive, propre au globe terrestre, lautre due
a la présence du soleil, n'y a-t-l point une cause plus
universelle, qui détermine iz temperature du ciel,
dans la partie de l'espace qu'occupe maintenant le
~ systéme solaire? Puisque les: faits observés rendent
cette cause nécessaire , quelles sont dans cette
question entiérement nouvelle les conséquences
d'une théorie exacte? comment pourra-t-on déter-
miner cette valeur constante de la température de
Pespace, et en déduire celle qui convient a chaque
planéte ?

1l faut ajouter a ces questions celles qui dépendent
des propriétés de la chaleur rayonnante. On connait
trés-distinctement la cause physique ‘de la réflexion
du froid, cest-a-dire de la réflexion dune moindre
chaleur; mais quelle est 'expression mathématique
de cet effet?

De quels principes généranx dépendent les tem-
pératures atmosphériques, soit que le thermomeétre
qui les mesure regoive immediatement les rayons
du soleil, sur une surface métallique ou dépolie,
soit que cet instrument demeure exposé, durant la
nuit, sous un ciel exempt de nuages, au contact de

b
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Yair, au rayonnement des corps terrestres, et a celui
des parties de I'atmosphére les plus éloignées et les
plus froides.

Lintensité des rayons qui s'échappent d'un point
de la superficie des corps échauffés variant avec leur
inclinaison suivant une loi que les expériences ont
indiquée, ny a-t-i} pas un rapport mathématique
nécessaire entre cette loi et le fait général de l'équi-
libre de la chaleur; et quelle est la cause physu[ue
de cette inégale intensité?

Enfin, lorsque la chaleur pénétre les masses
fluides, et y détermine des mouvements intérieurs,
par les changements continuels de température et
de densité de chaque molécule, peut-on encore ex-
primer, par des équations différentielles, les lois
“ d'un effet aussi composé; et quel changement en
résulte-t-il dans les équations générales de Fhydro-
dynamique? |

Telles sont les questions principales que jai ré-
solues, et qui n'avaient point encore €1é soumises. _
au calcul. Si l'on considére de plus les rapports
multipliés de cette théorie mathématique avee les
usages civils et les arts techniques, on reconnaitra
toute I'étendue de ses applications. Il est manifeste
quelle comprend une série entiére de phénoménes.
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distincts, et quon ne peurrait en omettre I'étude,
sans retrancher une partie notable de la science de
la nature.

Les principes de cette théorie sont déduits, comme
ceux de la mécanique rationnelle, dun trés-petit
nombre de faits primordiaux, dont les géomeétres ne
considérent point la cause, mais quils admettent
comme résultant des observations communes et
confirmés par toutes les expériences.

Les éqnations différentielles de la propagation de
la chaleur expriment les conditions les plus géné-
rales, et raménent les questions physiques a des pro-
blémes d'analyse pure, ce qui est proprement 'objet
de la théorie. Elles ne sont pas moins rigoureuse-
ment démontrées que les équations 'générnles de
'équilibre et du mouvement. C'est pour rendre cette
comparaison plus sensible, que nous avons toujours
préféré des démonstrations analogues  celles des
théorémes qui servent de fondement i la statique et.
a la dynamique. Ces équations subsistent encore,
mais elles regoivent une forme différente, si elles
expriment la distribution de la chaleur lumineuse
dans les corps diaphanes, ou les mouvements que
les changements de température et de densité occa-
sionnent dans l'intérieur des fluides. Les coéfficients

b.
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qu'elles renferment sont sujets a des variations don¢
la mesure exacte n’est pas encore connue; mais dans
toutes les questions naturelles qu’il nous importe le
plus de considérer, les limites des températures sont
assez peu différentes, pour que I'on puisse ometire
ces variations des coéfficients.

_Les écfuations du mouvement de la chaleur,
comme celles qui expriment les vibrations des corps
sonores, on les derniéres oscillations des liquides,
appartiennent  une des branches de la science du
calcul les plus récemment découvertes, et quil im-
portait beaucoup de perfectionner. Aprés avoir établi
ces équations différentielles, il fallait en obtenir les
intégrales; ce qui consiste a passer d'une expression
commune, a une solulion propre assujettie a toutes
les conditions données. Cette recherche difficile exi-
geait une analyse spéciale, fondée sur des théorémes
nouveaux dont nous ne pourrions ici faire con-
naitre l'objet. La méthode qui en dérive ne laisse
rien de vague et d'indéterminé dans les solutions;
elle les conduit jusquaux dernieres applications
' numeériques, condition nécessaire de toute recher-
che, et sans laguelle on n'arriverait qu'a des trans-
formations inutiles. -

Ces mémes théorémes qui nous ont fait connaitre
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les intégrales des équations du mouvement de la
chaleur, sappliquent immédiatement a des questions
d'analyse générale et de dynamique, dont on désirait
depuis long-temps la solution.

L'é¢tude approfondie de la nature est la source la
plus féconde des découvertes mathématiques. Non-
seulement cette étude, en offrant aux recherches
un but déterminé, a 'avantage d'exclure les ques-
tions vagues et les calculs sans issue; elle est encore
un moyen assuré¢ de former I'analyse elle-méme, et
d'en découvrir les éléments quil nous importe le
plus de connaitre, et que cette science doit toujours
conserver ; ces ¢léments fondamentaux sont ceux
qui se reproduisent dans tous les effets naturels.

On voit, par exemple, quune méme expression,
dont les géométres avaient considéré les propriétés
abstraites, et qui sous ce rapport appartient a l'ana-
lyse générale, représente aussi le mouvement de la
lumiére dans 'atmosphére, quelle détermine les lois
de la diffusion de la chaleur dans la matiére solide,
et quelle entre dans toutes les questions principales
de la théorie dés probabilités.

Les équations analytiques, ignorées des anciens
géomeétres, que Descartes a introduites le premier
dans I'étude des courbes et des surfaces, ne sont pas
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restreintes aux propriétés des figures, et a celles qui
sont I'objet de la mécanique rationnelle;elles s'éten-
dent i tous les phénoménes généraux. Il ne peut y
avoir de langage plus universel et plus simple, plas
exempt d'erreurs et dobscurités, c'est-a-dire plus
digne d'exprimer les rapports invariables des étres
naturels. .

Considérée sous ce point de vue, 'analyse mathe-
matique est aussi étendue que la nature elle-méme;
elle définit tous les rapports sensibles, mesure les
temps, les espaces;les forces, les températures; cette
science difficile se forme avec lenteur, mais elle
conserve tous les print:ipes qu'elle a une fois acquis;
elle s'accroit et saffermit sans cesse au milieu de tant
de variations et d'erreurs de l'esprit humain.

Son attribut principal est la clarté’; elle n'a point
de signes pour exprimer les notions confuses. Elle
rapproche les phénoménes les plus divers, et
découvre les analogies secrétes qui les unissent.
Si la matiére nous échappe comme celle de lair
et de la lumiére par son extréme ténuité, si les
corps sont placés loin de nous, dans l'immensité
de l'espace, si 'homme veut connaitre le spectacle
des cieux pour des époques successives que sépare
un grand nombre de siécles, si les actions de la gra-

-
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vité et de la chaleur sexercent dans l'intérieur du
globe solide a des profondeurs qﬁi seront toujours’
imaccessibles, I'analyse mathématique peut encore
saisir les lois de ces phénoménes. Elle nous les rend
présents et mesurables, et semble étre une faculté
de la raison humaine destinée a suppléer a la brié-
veté de la vie et & I'imperfection des sens; et ce qui
est plus remarquable encore, elle suit la méme
marche dans I'étude de tous les phénomeénes; elle
les interpréte par le méme langage, comme pour
attester I'unité et la simplicité du plan de l'univers,
et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable
qui préside a toutes les causes naturelles.

Les questions de la théorie de la chaleur offrent
autant d'exemples de ces dispositions simples et
constantes qui naissent des lois générales de la
nature; et si lordre qui sétablit dans ces phéno-
meénes pouvait étre saisi par nos sens, s nous cau-
seraient une impression comparable a celles des
résonances harmoniques.

Les formes des corps sont variées i l'infini; la dis- |
tribution de la chaleur qui les pémétre peut étre
arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités sef-
facent rapidement et disparaissent 4 mesure que le
temps s'écoule. La marche du phénoméne devenue



xvj DISCOURS

plus réguliére et plus simple, demenre enfin assu-
jettie-a une loi déterminée qui est la méme pour
" tous les cas, et qui ne porte plus ancune empreinte
sensible de la disposition initiale.

Toutes les observations confirment ces consé-
quences. Lanalyse dont clles dérivent s¢pare et ex-
prime clairement, 1°les conditions générales, c'est-
a-dire celles quirésultent des propri€tés naturelles
de la chaleur; 2° l'effet accidentel, mais subsistant,

de la figure ou de I'état des surfaces; 3° I'effet non
durable de la distribution primitive.

Nous avons démontré dans cet ouvrage tous les
principes de la théorie de la chaleur, et résolu toutes
les questions fondamentales, On aurait pu les ex-
poser sous une forme plus concise, omettre les ques-
tions simples, et présenter d'abord les conséquences
les plus générales ; mais on a voulu montrer l'origine
méme de la théorie et ses progres successifs. Lorsque
cette connaissance est acquise, et que les principes
sont enticrement fixés, il est préférable d'employer
immédiatement les méthodes analytiques les plus
¢tend ues, comme nousl'avons fait dans lesrecherches
ultérieures. Cest aussi la marche que nous suivrons
désormais dans les mémoires qui seront joints a cet
ouvrage, et qui en forment en quelque sorte le com-
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1e complément, et par la nous aurons concilié, au-
tant quil peut dépendre de nous, le développement
nécessaire des principes avec la précision qui con-
vient aux applications de l'analyse.

Ces mémoires auront pour objet la théorie de la
chaleur rayonnante, la question des températures
terrestres, celle de la température des habitations,
la comparaison des résultats théoriques avec ceux
que nous avons observés dans diverses expériences,

. enfin la démonstration des équations différentielles
du mouvement de la chaleur dans les fluides.

L'ouvrage que nous publions aujourdhui a été
ecrit depuis long-temps; diverses circonstances en
ont retardé et souvent interrompu limpression.
Dans cet intervalle, la science s'est enrichie d'obser-
vations importantes ; les principes de notre analyse,
que lon n'avait pas saisis dabord, ont été mieux
connus; on a discuté et confirmé les résultats que
nous en avions déduits. Nous avons appliqué nous-
mémes ces principes a des questions nouvelles, et
changé la forme de’ quelques démonstrations. Lcs
retards de la publication auront contribué a rendre
Youvrage plus clair et plus complet.

Nos premiéres recherches analytiques sur la com-
munication de la chaleur, ont eu pour objet la dis-

c
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tribution entre des masses disjointes; on les a con-
servées dans la section II du chapitre iu. Les ques-

tions relatives aux corps continus, qui forment la

" théorie proprement dite, ont été résolues plusieurs

années aprés; cette théorie a été exposée pour la

premiére fois dans un ouvrage manusecrit remis

a I'Institut de France a la fin de 'année 1807, et

dont il a été publié un extrait dans le bulletin

des Sciences (Société philomatique, année 1808,

page 112). Nous avons joint a ce mémoire, et remis

. successivement des notes assez étendues, concere

nant la convergence des séries, la diffusion de la

chaleur dans un prisme infini , son émission

dans les espaces vides dair, les constructions -
propres i rendre sensibles-les théorémes princi-
paux, et l'analyse du mouvement périodique a la
surface du globe terrestre. Notre second mémoire,
sur la propagation de la chaleur, a été dépose anx
archives de I'Institut, le 28 septembre 1811. Il est
formeé du précédent et des notes déja remises; on y
a omis des constructions géométriques, et des dé-
tails d'analyse qui n'avaient pas un rappert néces-
saire avec la question plysique, et Yon a ajouté
I'équation générale qui exprime l'état de la surface.
Ce second ouvrage a été livré a Yimpression dans le
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cours de 1821, pour étre inséré dans la collection
de I'Académie des Sciences. Il est imprimé sans
aucun changement ni addition ; le texte est littéra-
lement conforme au manuscrit déposé, qui fait
partie des archives de I'Institut.

On pourra trouver dans ce mémoire, et dans les
écrits qui l'ont précédé un premier exposé des
applicatipns que ne contient pas notre ouvrage
actuel; elles seront traitées dans les mémoires sub-
séquens, avec plus d'eétendue, et, sil nous est pos-
sible, avec plus de clarté. Les résultats de notre
travail concernant ces mémes questions, sont aussi
indiqués dans divers articles déja rendus publics.
L'extrait inséré dans les Annales de chimie et de
physique fait connaitre I’ensemble de nos recher-
ches, (tom. IIl, pag. 350, ann. 1816). Nous avons
publié dans ces annales deux notes séparées, con-
cernant la chaleur rayonnante, (tom. IV, pag. 128,
ann. 1817 et tom. VI, pag. 259, ann. 1817,

Divers autres articles du méme recueil présentent
les résultats les plus constants de la théorie et des
observations; l'utilité et I'étendue des connaissances
thermologiques ne poﬁvaient étre mieux appreciées
que par les célébres rédacteurs de ces ‘annales.

On trouvera dans le bulletin des Sciences, (Soc.

cC.
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philomat., ann. 1818, pag. 1 et ann. 1820, pag. 60)
Iextrait d’un mémoire sur la température constante
ou variable des habitations, et 'exposé des princi-
palcs conséquences de notrc analyse des tempéra-
tures terrestres.

M. Alexandre de Humboldt, dont les recherches
embrassent toutes les grandes questions de la phi-
losophie naturelle, a considéré sous un Qpoint de
vue nauveau et trés-important, les observations
des températures propres aux divers climats, ( Me-
moire sur les lignes isothermes, Societe & Arcuell,
tom. III, pag. 462 ); (Mémoire sur la limitc infé-
rieure des neiges perpetuelles Annales de Chimie
et de P/zf.s'zgue tom. V, pag. 102, ann. 1817 ).

~ Quand aux équations dxfferentlelles du. mouve-
ment de la chaleur dans les liquides, il en a ¢té fait'
mention dans Thistoire annuelle de I'Académie des
Sciences. Cet extrait de notre mémoire en montre
clairement I'objet et le principe. ( Analyse des tra-
vaurx de I Acadeémie des Sciences , par M. De Lambre,
année 1820).

L'examen des forces répulsives ‘que la chaleur
produit, et qui déterminent les propriétés statiques
des gaz, n'appartient pas au sujet analytique que
nous avons considére. Cette question liée 2 la théo.
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rie de la chaleur rayonnante vient d'étre traitée par

l'illustre auteur de la Mccanigue céleste . a qui toutes

les branches principales de I'analyse mathématique
doivent des découvertes importantes. { Connaissance
des temps, pour les années 1824 et 1825 ).

Les théories nouvelles, expliquées dans notre
ouvrage sont réunies pour toujours aux sciences
mathématiques ¢ et reposent comme elles sur des
fondements invariables; ellés conserveront tous les
éléments qu'elles possédent aujourd'hut, et elles ac-
querront continuellement plus d'étendue. On per-
fectionnera les instruments et I'on multipliera les
expériences. Lanalyse que nous avons formée sera
déduite de méthodes plus générales, c'est-a-dire plus
‘stmples et plus fécondes , communes a4 plusieurs
classes de phénoménes. On déterminera pour les sub-
stances solides ou liquides, pour les vapeurs et pour
les gaz permanents, toutes les qualités spécifiques re-
latives & la chaleur, et les variations des coéfficients
qui les expriment. On observera, dans les divers lieux
du globe, les températures du sol & diverses profon-
deurs, lintensité de la chaleur solaire, et ses effets,
ou’ constants ou variables, dans I'atmosphére, dans
I'Océan et les lacs; et I'on connaitra cette tempéra-
ture constante du Ciel, qui est propre aux régions
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planétaires. La théorie elle-méme dirigera toutes ces
mesures; et en assignera la précision. Elle ne peut
faire désormais aucun progrés considérable qui ne
soit fondé sur ces expériences; car l'analyse mathé-
matique peut déduire des phénoménes généraux et
simples l'expression des lois de la nature; mais l'ap-
plication spéciale de ces lois & des effets trés-
composés exige une longue suite dobservations
exactes.



THEORIE

LA CHALEUR

Et ignem regont numeri. Pravo.

CHAPITRE PREMIER.

INTRODUCTION.

SECTION PREMIERE.
.Etposition de Pobjet de cet‘orwmge.

ART. 1

Lns effets de la chaleur sont assu]etls a des lois constantes
que 'on ne peut découvrir sans le secours de I'analyse ma-
thematique La Théorie que nous allons exposer a pour
ebjet de démontrer ces lois; elle réduit toutes les recherches
physiques , sur la propagation de la chaleur, a des questions
de calcul intégral dont les éiémens sont donnés par l'expé-
rience. Aucun sujet u’a des rapports plus étendus avec les
. progres: de l'industrie et ceux des sciences naturelles; car
Paction de la chadenr est toujours présente, elle pénétre
1

-
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tous les corps et les espaces, elle influe sur les procédés des
arts, et concourt a tous les phénomenes de Funivers.

Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les
différents points d'une masse solide, elle tend a se mettre
en équilibre, et passe lentement des parties plus échauffées
dans celles qui le sont moins; en méme temps elle se dissipe
par la surface, et se perd dans le milien ou dans le vide.
Cette tendance & une distribution uniforme, et cette emis-
sion spontanée qui s'opere a la surface des corps, changent
continuellement la température des différents points. La
question de la propagation de la chaleur consiste a déter-
- miner quelle est la température de chaque point d'un corps
a un instant donné, en supposant que les températures ini-
tiales sont connues. Les exemples sunivants feront connaitre
plus clairement la nature de ces questions.

3.

Si I'on expose a laction durable et uniforme d'un foyer

de chaleur une méme partie d'un anneau métallique, d'un
grand diameétre, les moléculés les plus voisines du foyer
s'échaufferont les premiéres, et, apres un certain temps,
chaque point du solide aura acquis presque entitrement la
plus haute température 4 laquelle il puisse parvenir. Cette
limite ou maximum de températuve n'est pas la, méme pour
les différents points; elle est d'autant moindre quils sont
plus éloignés de celui ol le foyer ‘eat immédiatement: ap-
pllque : ~ :
Lorsque les temperatures sont devenues permanentes le
foyer transmet, 4 chaque instant, une quantité de chaleur
qui compense exactement celle qui se dissipe pan tous les
points de la surface extérieure de Fanneau. '
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Si maintenant on swpprime le foyer, la chaleur conti-
nuera de se propager dans l'intérieur du solide, mais celle
qui se perd dans le milieu ou dans le vide ne sera plus com-
pensée comme auparavant par le produit du foyer, en sorte
que toutes les tempémtures varieront et diminueront sdns
cesse, jusqu'a ce qu'elles soient devenues égales 4 celles du
milien environnant.

3.

Pendant que les températures sont permanentes et que le
foyer subsiste , si I'on €leve, en chaque point de 12 circonfé-
rence moyenne de l'anneau, une ordonnée perpendiculaire
au plan de lanneau, et dont la longueur soit proportion-
nelle & la température fixe de ce point, la ligne courbe qui
passerait par les extrémitds de ces ordonnées représentera
I'état permanent des températures, et il est tres-facile de
détérminer par le calcul la nature de cette ligne. Il faut re-
marquer que l'on suppose a I'anneau une épaisseur assez
petite pour que tous les points d'une méme section perpen-
diculaire & la circonférence moyenne aient des tempémtures
sensiblement égales. Lorsqu'on sura enlevé le foyer, la ligne
qui termine J#s ordonnées proportionnelles aux .tempéra-
tures des différents points, changera continuellement de
forme. La question consiste 4 exprimer, par une équation,
la forme variable de cette courbe, et a comprendre ainsi
dens nne seule formule tous les états suecessifs du solide.

. 4.

Soit z la température fixe d'un point m de la circonférence
moyenne, x la distance de ce point au foyer, c'est-d-dire la
longueur de I'arc de la circonférence moyenne compris entre
le point m et le point o, qui correspond a la position du

; 1.
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foyer; z est la plus haute température que le point m puisse
acquérir en vertu de l'action constante du foyer, et cette
température permanente z est une fonction £ (z) de la dis-
tance . La premiére partie de la question consiste a deser-
miner la fonction / (z) qui représente I'état permanent du
solide. '

On considérera ensuite 1'état variable qui succede au preé-
cédent, aussitét que I'on a €loigné le foyer; on désignera
par ¢ le temps écoulé depuis cette suppression du foyer, et
par v la valeur de la température du point 7 apres le temps
t. La quantité » sera une certaine fonction F (z,?) de la dis-
tance .z et du temps ¢; l'objet de la question est de décou-
vrir cette fonction F (x,¢) dont on ne connait encore que la
valeur initiale qui est /', en sorte que I'on doit avoir I'équa-
tion de condition fx=F (z,0). '

5.

Si I'on place une masse solide homogene, de forme sphé-
rique ou cubique, dans un milieu entretenu & une tempé-
rature constante, et qu'elle y demeure trés-long-temps
plongée, elle acquerra dans tous ses points une tempéra-
ture trés-peu différente de celle du fluide. Swpposons qu'on
l'en retire pour la transporter dans un milieu plus froid, la
chaleur commencera a se dissiper par la surface ; les tempé-
ratures des différents points de la masse ne seront plus sen-
siblement les mémes, et si on la suppose divisée en une
infinité de couches par des sarfaces paralleles & la surface
extérieure, chacune de ces couches transmettra, dauns un
instant, une certaine quantité de chaleur & celle qui I'enve-
loppe. Si l'on congoit que chaque molécule porte un ther-
mometre séparé, qui indique a chaque instant sa tempéra-
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ture, I'état du solide sera continuellement rveprésenté par
le systéme variable de toutes ces hautenrs thermométriques.
Il s'agit d'exprimer les états successifs par des formules ana-
lytiques, en sorte que l'on puisse connaitre, pour un in-
stant donné, la temperature indiquée par chaque thermo-
metre, et comparer les quantités de chaleur qui s'écoulent,
dans le méme instant, entre deux couches contigués, ou
dans le milien environnant.
' 6.

Si la masse est sphérique, et que l'on deésigne par x la
distance d'un point m de cette masse au centre de la sphere,
par ¢ le temps écoulé depuis le commencement du refroidis-
sement, et par v la température variable du point m, il est
facile de voir que tous les points placés i la méme distance x
du centre ont la méme température v. Cette quantité » est
une certaine fonction F (x,¢) du rayon & et du temps écoulé
t; elle doit étre telle, qu'elle devienne constante, quelle que
soit la valeur de x, lorsqu'on suppose celle de ¢ nulle; car,
d’aprés I'hypothése, la température de tous les points est la
méme au moment de 'émersion. La question consiste a dé-
terminer la fonction de x et de ¢ qui exprime la valeur de .
" On considérera ensuite que, pendant la durée du refroi-
dissement , il s'écoule a chaque instant, par la surface exté-
rieure, une certaine quantité de chaleur qui passe dans le
milieu. La valeur de cette quantité n’est pas constante; elle
est plus grande au commencement du refroidissement. Si
I'on se représente aussi I'état varviable de la surface sphé-
rique intérieure dont le rayou est x, on reconnait facile-
ment quil doit y avoir, 4 chaque instant, une certaine
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quantité de chaleur prise pour unité. Ce rapport n'est pas
le méme pour toutes les sections; il est une fonction ¢ (x)
de la distance x, & laquelle une section est placée; il s'agit de
trouver l'expression analytique de la fonction ¢ (z).

1.

Les exemples précédents suffisent pour donner nne idée
exacte des diverses questions que nous avons traitées.

La solution de ces questions nous a fait connaitre que
les effets de la propagation de la chaleur dépendent, pour
chaque substance solide, de trois qualités élémentaires, qui
sont la capacité de chaleur, la conducibilité propre, et la
conducihilité extéricure. On a observé que si deux corps
de méme volume et de nature différente ont des tempéra-
tures égales, et qu'on leur ajoute une méme quantité de
chaleur , les accroissements de température ne sont pas les
mémes ; le rapport de ces accroissements est celui des capa-
cités de chaleur. Ainsi le premier des trois éléments spéci-
fiques qui reglent I'action de la chaleur est exactement défini,
et les physiciens connaissent depuis long-temps plusieurs
moyens d'en deéterminer la valeur. Il n'en est pas de méme
des deux autres ; on en a souvent observé les effets, mais il
n'y a quune théorie exacte qui puisse les bien distinguer,
les définir et les mesurer avec précision. La conducibilité
propre ou intérieure d'un corps exprime la facilité avec
laquelle la chaleur s’y propage en passant d'une molécule’
intérieure 4 une autre. La conducibilité extérieure ou relative-
d'un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la cha-
leur en pénetre la surface, et passe de ce corps dans un
milieu donné, ou passe du milieu dans le solide. Cette der-
niere propriété est modifiée par I'état plus ou moins poli de:
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la surperficie; elle varie aussi selou le milieu dans lequel Je
corps est plongé; mais la conducibilité propre ne peut
changer qu'avec la nature du solide. .

Ces trois qualités élémentaires sont représentées dans nos
formules par des nombres constants, et la théorie indique
elle-méme les expériences propres 4 en mesurer la valeur.
Des qu'ils sont déterminés, toutes les questions relatives a la
propagation de la chaleur ne dépendent que de l'analyse
numeérique. La connaissance de ces propri€tés spécifiques
peut étre immeédiatement utile dans plusteurs applications
‘des sciences physiques; elle est d'aillears un élément de
I'étude et de la description des diverses substances. C'est
connaitre trés-imparfaitement les corps, que d'ignorer les
rapports quils ont avec un des principaux agents de la
nature. En général, il n'y a aucune théorie mathe’ma'tiqﬁe

qui ait plus de rapport que celle-ci avec l'économie pu-.

blique , puisqu’elle peut servir a éclairer et 4 perfectionner
Jusage des arts nombreux qui sont fondés sur 'emploi de
la chaleur.
12. :
La question des températures terrestres offre une des plus
belles applications de Ia théorie de la chaleur; voici Tidée
générale que l'on peut s'en former. Les différentes parties de
la surface du globe sont inégalement exposées i I'impression
des rayons solaires; l'intensité de cette action dépend de la
latitude du lieu; elle change aussi pendant la durée du jour
et pendant celle de I'année, et est assujetie 2 d’autres inéga-
lités moins sensibles. I est évident qu'il existe, entre cet
état variable de la surface et celui des températures inté-
rieures, une relation nécessaire que l'on peut déduire de Ia
2
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théorie. On sait qu’a une certaine profondeur au-dessous de
la surface de la terre, la température n'éprouve aucune va-
riation annuelle dans un lieu-donné : cette Lempérature per-
manente des lienx profonds est d’autant moindre, que le
lieu est plus éloigné de I'équateur. On peut donc faire abs-
traction de I'enveloppe extérieure, dont I'épaisseur est in-
comparablement plus petite que le rayon terrestre, et
regarder cette planete comme une masse presque sphérique,
dont la surface est assujétie 2 une température qui demeure
constante pour tous les points d’'un parallele donné, mais
qui n'est pas la méme pour un autre paraliéle. Il en résulte
que chaque molécule intérieure a aussi une température fixe
déterminée par sa position. La question mathématique con-
sisterait & conmattre la température fixe d’'un point donné,
et la loi que sait la chaleur solaire en pénétrant dans l'inté-
rieur du globe.

Cette diversité des températures nous intéresse davantage,
st I'on considere les changements qui se succedent dans I'en-
veloppe méme dont nous habitons la superficie. Ces alter-
natives de chaleur et de froid, qui se reproduisent chaque
jour et dans le cours de chaque année, ont été jusqu'ic
l'objet d'observations multipliées. On peut aujourd’hui les
soumettre au calcul , et déduire d'une Théorie commune
tous les faits particuliers que l'expérience nous avait ap-
pris. Cette question se réduit 2 supposer que tous les points
de la surface d’'une sphere immense sont affectés de tem-
pératures périodiques; I'analyse fait ensuite connaitre sui-
vant quelle loi lintensité des variations décroit 4 mesure
que la profondeur augmente; quelle est, pour une profon-
deur donnée, la quantité des changements annuels ou
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diurnes, I'époque de ces changements, et comment la valeur
fixe de la température souterraine se déduit des tempéra-
tures variables observées a la surface.
B ¢

Les équations génerales de la propagation de la chaleur
somt aux différences partielles , et qugique la forme en soit
tres-simple,, les méthodes connues ne fournissent aucun
moyen général de les intégrer; on ne pourrait donc pas
en deduiire les valeurs des tempeératures apres un temps
déterminé. Cette interprétation numeérique des résultats du
calcul est cependant nécessaire, et c'est un degré de per-
fection qu'il serait tres-important de donner 2 toutes les
applications de I'analyse aux sciences naturelles. On peut
dire que tant qu'on ne Ya pas obtenu, les solutions de-
meurent incompletes ou inutiles, et que la verité qu'on se
proposait de découvrir nest pas moins cachée dans les for-
mules d’analyse, qu’elle ne I'était dans la question physique
elle-méme. Nous nous sommes attachés avec beaucoup de
soin, et nous sommes parvenus 4 surmonter cette difficulté
dans toutes les questions que nous avons traitées, et qui
contiennent les éléments principaux de la Théorie de la
chaleur. Il n'y a aucune de ces questions deont la solution
ne fournisse des moyens commodes et exacts de trouver
les valeurs numeriques des températures acquises, ou celles
des quantités de chaleur écoulées, lorsqu'on connait les va-
leurs du temps et celles des coordonndes variables. Ainsi
I'on ne dennera pas seulement les équations différentielles
aaxquelles doivent satisfaire les fonctions qui expriment
les valeurs des températures; on donnera ces fonctions

o 2
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elles-mémes sous une forme qui facilite les applications
numeériques. '
14.

Pour.que ces solutions fussent générales et qu'elles enssent
une étendue équivalente a celle de la question, il était
nécessaire qu'elles gussent convenir avec l'état initial des
températures qui est arbitraire. L'examen de cette condition
fait connaitre que I'on peut développer en séries conver-
gentes, ou exprimer par des intégrales définies, les fonc-
tions qui ne sont point assujéties & une loi constante, et
qui représentent les ordonnées des lignes irréguliéres ou
. discontinues. Cette propriété jette un nouveau jour sur la
Théorie des équations aux différences partielles, et étend
Yusage des fonctions arbitraires en les soumettant aux pro-
cédés ordinaires de l'analyse.

15,

Il restait encore a comparer les faits avec la Théorie. On
a entrepris, dans cette vue, des expériences variées et pré-
cises, dont les résultats sont conformes 4 ceux du caleul,
et lui donnent une autorité qu'on et été porté a lui re-
fuser dans une mati¢re nouvelle, et qui parait sujette a tant
d’incertitudes. Ces expériences confirment le principe dont
on est parti, et qui est adopté de tous les physiciens,
malgré la diversité de leurs hypothéses sur-la nature de la
chaleur. - '

16.

L'équilibre de température ne s'opére pas seulement par
la voie du contact, il s'établit aussi entre les corps séparés
les uns des auires, et qui demeurent long - temps placés

Fd
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dans un méme lieu. Cet effet est indépendant dm contact
du milieu ; nous I'avons ohservé dans des espaces entiére-
ment vides d'air. Il fallait donc, pour compléter notre
Théorie , examiner les lois que suit la chaleur rayonnante
en s'éloignant de la supertficie des corps. Il résulte des ob-
servations de plusieurs physiciens et de nos propres expé-
riences, que l'intensité des différents rayons qui sortent,
dans tous les sens, de chaque point de la superficie d’'un
corps échauffé, dépend de l'angle que fait leur ‘direction
avec la surface dans ce méme point. Nous avons démon-
tré que l'intensité de chaque rayon est d’autant moindre,
qu'il fait avec I'élément de la surface un plus petit angle, et
qu'elle est proportionmelle au sinus de cet angle. Cette loi
générale de l'émission de la chaleur, que diverses obser-
vations avaient déja indiquée, est une consequence néces-
saire du principe de l'équilibre des températures et des
lois de la propagation de la chaleur dans les corps solides.

Telles sont les questions principales que I'on a traitées
dans cet cuvrage; elles sont toutes dirigées vers yn seul
but, qui est détablir clairement les principes mathéma-
tiques de la Théorie de la chaleur, et de concourir ainsi aux
progres des arts utiles et 4 ceux de P'étude de la nature.

: 17.

On apergoit par ce qui précede, qu'il -existe une classe
tres-étendue de phénomenes qui ne sont point produits par
des forces mécaniques, mais qui résultent seulement de la
présence et de l'accumulation de la chaleur. Cette partie
de la philosophie naturelle ne peut se rapporter aux théo-
ries dynamiques , elle a des principes qui lui sont propres,
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et elle est fondée sur une meéthode semblable & celie des
autres sciences exactes.-Par exemple, la chaleur solaire qui pé-
nétre 'intérieur du globe, 8’y distribue sutvant une loi régu-
litre qui ne dépend point de celles du mouvement, et ne peut
étre déterminée par les principes de la mécanique. Les
dilatations que produit la force répulsive de la chaleur, et
dont l'observation .sert & mesurer les températures, sont,
3 la vérité, des effets dynamiques; mais ce ne sont point
ces dilatations que l'on calcule, lorsqu'on recherche les
lois de la propagation de la chaleur.
18.

Il y a dautres effets naturels plus composés , qui dépen-
dent a-la-fois de linfluence de Ja chaleur et des forces at-
tractives : ainsi les variations de température que les mou-
vements du soleil occasionnent dans I'atmosphére et dans
YOcéan, changent continuellement la densité des différentes
parties de Fair et des eaux. L'effet des forces auxquelles
ces masses obéissent est modifié A chaque instant par une
nouvelle distribution de la chaleur, et I'on ne peut douter
que cette cause ne produise les vents réguliers et les prin-
cipaux courants de la mer; les attractions solaire et ju-
naive n'occasionnent dans 'atmosphére que des mouvements
peu sensibles, et non des déplacements généraux. Il était
donc nécessaire, pour soumettre ces grands phénomeénes
au calcul, de découvrir les lois mathématiques de la propa-
gation de la chaleur dans l'intérieur des masses.

19.

On connaitra, par la lecture de cet ouvrage, que la cha-

leur affecte dans les corps une disposition réguliére, indé-
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pendante de la distribution primitive, que I'on peut re-
garder comme arbitraire.

De quelque maniére que la chaleur ait d'abord été ré-
partie, le systéme initial des températures s'altérant de plus
- en plus, ne tarde point & se confondre sensiblement avec
un €tat déterminé qui ne dépend que de la figure du so-
lide. Dans ce dernier etat, les températures de tous les
points s'abaissent en méme temps, mais conservent entre
elles les mémes rapports; c'est pour exprimer cette pro-
priété que les formules analytiques contiennent des termes
composés d'exponentielles et de quantités, analogues aux
fonctions trigonometriques.

Plusiecurs questions de mécanique présentent des résul-
tats analogues, tels que l'isochronisme des oscillations, la
résonnence multiple des corps sonores. Les expériences
communes les avaient fait remarquer, et le calcul en a
ensuite démontré la véritable cause. Quant a ceux qui dé-
pendent des changements de température, ils n’auraient pu
étre reconnus que par des expériences tres-précises ; mais
lanalyse mathématique a dévancé les observations, elle sup-
plée 4 nos sens, et nous rend en quelque sorte , témoins
des mouvements réguliers et harmoniques de la chaleur-dans
I'intérieur des corps.

20.

Ces considérations offrent un exemple singulier des rap-
portsequi existent entre la science abstraite des nombres
et les causes naturelles. . :

Lorsqu'une barre métallique est exposée par son extré-
mité a laction constante d'un foyer, et que tous ses points
ont acquis leur plus haut degré de chaleur, le systéme des
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températures fixes correspond exactement 2 une table de
logarithmes ; les nombres sont les élévations des thermo-
metres placés aux différents points, et les logarithmes sont
les distarices de ces points au foyer. En geéneral, la cha-
leur se répartit d’elle-méme dans lintérieur des solides,
suivant une loi simple exprimée par une équation aux
différences partielles, commune a des questions physiques
d’'un ordre différent. L'irradiation de la chaleur a une re-
Jation manifeste avec les tables de sinus; car les rayons qui
sortent d'un méme point dune surface échauffée, different
beaucoup entre eux, et leur intensité est rigoureusement
proportionnelle au sinus de angle que fait leur direction
avec I'élément de la surface. Si I'on pouvait observer pour
chaque instant et en chaque point d'une masse solide ho-
mogene, les changements de température, on retrouverait
dans la série de ces observations les propriétés des séries
recurrentes , celle des sinus -et des logarithmes; on les re-
marquerait, par exemple, dans les variations diurnes ou
annuelles des températures des différents points du globe
terrestre, qui sont voisins de la surface.

On reconnaitrait encore les mémes résultats et tous les
éléments principaux de l'analysé générale dans les vibra-
tions des milieux élastiques, dans les propriétés des lignes
ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres,
et ceux de la lumiére ou des fluides. Cest ainsi que les
fonctiens obtenues par des différentiations successives, et
qui servent au développement des séries infinies et a la
résolution niumérique des équations, correspondent aussi
a des propriétés physiques. La premiére de ces fonctions,
en la fluxion proprement dite, exprime, dans la géométrie,
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I'inclinaison de la tangente des lignes courbes, et dans la
dynamique, la vitesse du mobile pendant le mouvement
varié : elle mesure dans la théorie de la chaleur la quantité
qui s’éconle en chaque point d’'un corps a travers une sur-
face donnée. L'analyse mathématique a donc des rapports
nécessaires avec les phénomenes sensibles ; son objet n'est
point créé par lintelligence de 'homme, il est un élément
préexistant de l'ordre universel, et n’a rien de contingent
et de fortuit; il est empreint dans toute la nature.
: 21.

Des observations plus précises et plus variées feront con-
naitre par la suite si les effets de la chaleur sont modifiés
par des causes que l'on n’a point apercues jusqu'ici, et la
théorie acquerra une nouvelle perfection par la comparaison
continuelle de ses résultats avec ceux des experiences; elle
explignera des phénoménes importants que l'on ne pouvait
point encore soumettre au calcul ; elle apprendra a déter-
miner tous les effets thermomeétriques des rayons solaires,
les temperatures fixes ou variables que I'on observerait i
différentes distances de I'équateur, dans I'intérieur du globe
‘ou hors des limites de l'atmosphére, dans 'Océan ou dans
les différentes régions de I'air. On en déduira la connais-
sance mathématique des grands mouvements qui résultent
de linfluence de la chaleur combinée avec celle de la gra-
vité. Ces mémes principes serviront & mesurer la conducibi-
lité propre on relative des différents corps, et leur capacité
spécifique, & distinguer toutes les causes qui modifient I'émis-
sion de la chaleur & la surface des solides, et 4 perfectionner

les instruments thermométriques. Cette théorie excitera dans
: _ 3
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tous les temps l'attention des géometres, par l'exactitude
rigoureuse de ses éléments et les difficultés d'analyse qui lui
sont propres, et sur-tout par I'étendue et I'utilité de ses ap-
plications ; car toutes les conséquences qu'elles fournit inté-
ressent la physique générale, les opérations des arts, les
usages domestiques ou l'économie civile.

SECTION I1

Notions générales, et définitions préliminaires.

23,

On ne pourrait former que des hypotheses incertaines
gsur la nature de la chalear, mais la connaissance des lois
mathématiques auxquelles ses effets sont assujétis est indé-
pendante de toute hypothése; elle exige seulement l'examen
attentif des faits principaux que les observations communes
ont indiqués, et qui ont €té confirmés par des expériences
preécises. ' :

Il est donc nécessaire d'exposer, en premier lieu, les ré-
sultats généraux des observations , de donner des definitions
exactes de tous les €léments du calcul , et d'établir les prin-
cipes sur lesquels ce calcul doit étre fondé.

L'action de la chaleur tend 4 dilater tous les corps so-
lides, ou liquides, ou aériformes; cest cette proprieté qui
rend sa présence sensible. Les solides et les liquides aug-
mentent de volume, si I'on angmente la quantité de chaleur
qu'ils contiennent ; ils se condensent, si on la diminue.

Lorsque toutes les parties d'un corps solide homogene,
par exemple, celles d'une masse métallique, sont également
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échauffées, et qu'elles conservent, sans aucun changement,
cette méme quantité de chaleur, elles ont aussi et conser-
vent une méme densité. On exprime cet état en disant que,
dans toute l'étendue de la masse, les molécules ont une
température commune et pertnanente.

ad.

Le thermomeétre est un corps dont on peut apprécier faci-
lement les moindres changements de volume; il sert a mesn-
rer les températures par la dilatation des liquides, ou par
celle de I'air. Nous supposons ici que I'on connait exactement
la construction, l'usage et les propriétés de ces instruments.
La température d'un corps dont toutes les parties sont égale-
ment échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu'n-
dique le thermometre, 8'il est et &'il demeure en contact par-
Jait avec le corps dont il s'agit.

Le contact est parfait lorsque le thermomeétre est entiére-
ment plongé dans une masse liquide, et, en général, lors-
qu’il n’y a aucun point de la surface extérieure de cet instru-
ment qui ne touche un des points de la masse solide ou
flaide dont on veut mesurer la température. Il n'est pas
toujours necessaire, dans les expériences, que cette condition
soit rigoureusement observée ; mais on doit la supposer pour
que la définition soit exacte.

24.

On détermine deux températures fixes, savoir : la tempé-
rature de la glace fondante, qui est désignée par o, et la
température de I'eau bouillante que nous désignerons par 1:
on suppose que l'ébullition de I'eau a lieu sous une pression

de l’atmosphére représentée par une certaine hauteur du
3‘ .
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que nous considérons, ces nombres sont aussi proportionnels
aux accroissements du volume.
Jo.

Supposons qu'nn corps termin€ par une surface plane
d’une certaine étendue (un metre carré) soit entretenu d'une
maniére quelconque a une température constante 1, cor-
mune a tous ses points, et que la surface dont il s'agit soit
en contact avec l'air, maintenu & la température o : la cha-
leur qui s'écoulera continuellement par la surface, et passera
dans le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle
qui provient de la cause constante a l'action de laquelle le
corps est exposé; il s’écoulera ainsi par la surface, pendant
un temps déterminé (une minute ), une certaine quantité de
chaleur désignée par k. Ce produit £, d’'un flux continuel et
toujours semblable a lui-méme, qui a lieu pour une unité
de surface & une température fixe, est la mesure de la con-
ducibilité extérieure du corps, c'est-2-dire, de la facilité
. avec laquelle sa surface transmet la chaleur A 'air atmosphé-
rigue.

On suppose que l'air est continuellement déplacé avec
une vitesse uniforme et donnée; mais si la vitesse du courant
augmentait, la quantité de chaleur qui se communique au
milieu varierait aussi; il en serait de méme si 'on augmentait
la densité de ce milieu.

3r.

Si l'exces de la température constante du corps sur la
température des corps environnants, au lieu d'étre égale
a2 1, comme on l'a supposé, avait une valeur moindre, la
quantité de chaleur dissipée serait moindre que 4. Il résulte
des observations, comme on le verra par la suite, que cette
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quantité de chaleur perdue peut étre regerdée comume sen- .
siblement proportioneelle a l'exces de la température du
corps sur celle de l'air et des carps environnants. Aingi la
quantité A aysnt ¢t¢ détermmimee par une expeérience dans
Iaquelle la surface échauffée est & la température i, et ko
milies 4 la température o; on em conclut qu'elle aurait la *
valeur Az, si la temperature de la surface était z, toutes les
astres ciroonstances demenrant les mémes. Qa doit admettre
ce résmitat lorsque z est une petite fraction,
: 3a

La valewr A de la quantité de chalemr qui se dissips &
travern la ausface échaufiée, est difiérents pour les diftérents
coxps ; et elle vame pour un méme corps, anivant les divers
dtats de la surface. Lleffet de I'ixradiation est d’autant moin-
dre, que lq surface échauflée est plus polie ; de sorte qu'en
faisans disparaitre le peli de la surface, on augmente consi-
dérablemeny la valaur de A. Un corps métallique échauffe se
refroidira heaucoup plus vite, si Lon couvre sa surface exté-
riewre d'un endwit neic, propre a ternir enticrement 'état
metallique.

33.

Les rayons de chaleur qui s'échappent de la surface d’'un
corps, parcourent librement les espaces vides dair; ils se
propagent aussi dans l'air atmasphérique : leur direction
n'est. point tronblée par les agitations de l'air intermédiaire:
ila peuvent étre réfléchis, et se réunissent aux foyers des mi-
roirs. métalligues, Les corps dont la température est élevée,
et. que 'an plonge dans un liquide, 'échauffent immédia-
tement que les parties de la masse qui sont en contact avec

leur surface. Les molécules, dont la distance a cette surface
”~
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n'est pas extrémement petite, ne regoivent point de chalear
directe; il n'en est pas de méme des fluides aériformes; les
rayons de chaleur s’y portent avec une extiéme rapidité a
des distances considérables , soit qu'une partie de ces rayons
traverse librement les couches de I'air, soit que celles-ci se
" les transmettent subitement sans en altérer la direction.

34. :

Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui con-
serve sensiblement une température constante, la chalenr
qu se communique a l'air rend plus légere la couche de ce
fluide voisine de la surface; cette couche s'éleve d’autant plus
vite , qu'elle est plus échauffée, et elle est remplacée par une
autre masse d’air froid. Il s'établit ainsi un courant d’air
dont la direction est verticale, et dont la vitesse est d’autant
plus grande, que la température du corps est plus élevée.
Ceest pourquot, si le corps se refroidissait successivement , la
vitesse du courant diminuerait avec la température, et la loi
du refroidissement ne serait pas exactement la méme que si le
‘corps €tait exposé & un courant d'air d’une vitesse constante.

_ 35. '

Lorsque les corps sont assez échauffés pour répandre une
trés-vive lumiére, une partie de leur chaleur rayonnante,
mélée a cette lumiére, peut traverser les solides ou les
liquides transparents; et elle est sujette a la force qui pro-
duit les réfractions. La quantité de chaleur qui jouit de cette
faculté est d'autant moindre, que les corps sont moins en~
flammés ; elle est, pour ainsi dire, insensible pour les corps
tres-obscurs’, quelque échauflés qu'ils soient. Une lame mince
et diaphane intercepte presque toute la chaleur directe qui
sort d'une masse métallique ardente ; mais elle s'échauffe
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a mesure que les rayons interceptes s’y acchmulent; eu, si.

elle est formée d'eau glacée, elle devient liquide ; si.cette lame

de glace est exposée aux rayons d’un flambeau, elle laisse
passer avec la lumiere une chaleur sensible.

36. o

Nousavons pris pour mesure de la conducibilité extérieure
d'un corps solide un coéfficient %, exprimant la quantité de,
chalear qui passerait, pendant un temps déterminé (une
minate ), de la sarface de ce corps dans l'air atmosphérique,
en supposant que la surface ait une étendue déterminée (un
métre quarré), que la température constante du- corps soit
1, que celle de I'air s0it 0, et que la surface échauffée soit
exposée a un courant d’air d'une vitesse donuée invariable.
On détermine cette valeur de % par les observations. La quan-
tité de chaleur exprimée par le coéflicient se forme de deux
parties distinctes, qui ne peuvent étre mesurées que par des
expeériences tres-précises. L'une est la chaleur communiquée
par voie de contact a l'air environnant; l'autre, beaucoup:
moindre que la premiere, est la chaleur rayonnante émise,
On doit supposer, dans les premieres recherches que la
quantité de chaleur perdue ne change point, e lon aug-
mente d'une quantité commune et assez petite la tempéra-
ture du corps échauffé et celle du milieu.

37.

Les substances solides different encore , comme nous
Favons dit, par la propriété qu'elles ont d'étre plus ou moins
perméables 2 la chaleur ; cette qualité est leur conducibilité
propre : nous en donnerons la définition et la mesure exacte,
aprés avoir traité de la propagation uniforme et linéaire de
la chaleur. Les substances liquides jouissent aussi de la faculte

4
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de twansmettwe la chalear de maldécule @ moldculg, et la vo--
leur numénicue de Jeun conduaibilité vigrie saivany i natuye
de oes substances; mais. on en observe difficAlement 1'effet:
dans les liquides, parce que leurs moléculea changent de si-
tuation en changeant de température. C'est de ce déplace-
ment continuel que resulte principalement la propagaiion
de‘la chaleur, toutes les fois que les parties inférieures de Ia
masse sont les plus exposées 2 Mactign du feyer. Si, au coun-
traive, on applique le foyer 3 la partie de.}a masse qui est la
plus élevée, comme. cela avait liew dans plysieurs de¢ nos
expériences, la transmission de ba chaleur, qui est tréslente,
noccasionne aucun déplacement, 4 moina que Faccroisec-
ment de la température ne diminue le volume, ¢e que L'an
remarque on eflet dans des cas singuliers voisins des chan-
gements d'évat.
A cet exposé des résultats principaux deq observations, il

faut ajouter une remarque gewerale sur Fequilibre des tem-

pératures ; ele consiste en ce que les difiérents corps qui
sont places dans un méme lieu, dont toutes les parties sont
et demeurent également echauffees, Y acquiérent aussi ume
température commuge et permanente.

- Supposons que tous les points d'une masse M aient une -

temperature commune et constante @, qui est entretenue
par une cause quelconque : si I'on met un corps moindre m
en contact parfait avec |a masge M, il prendm la tempére-
ture commune a. A Pa vérité, ce résultat n'aurait liew rigow~
reusement qu'apres un temps infini ; mais le sens préeis da.

la proposition est que si le corps m avait Ia température g.

avant d'étre mis en contact, il la comserverait §ams aucum

»
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changement. Il en serait de méme d’une multitude d’autres
corps, n, p, ¢, r, dont chacun serait mis séparément en
contact parfait avec la masse M; ils acquerraient tous la tem-
pérature constante a. Ainsi le thermometre étant successi-
vement appliqué aux différents corps m, n, p, ¢, r.... in-
diquerait cette méme température.

39.

L'effet dont il s'agit est indépendant du contact, et il au-
rait encore lieu, si le corps m était enfermé de toutes parts
dans le solide M, comme dans uue enceinte, sans toucher
aucune de ses parties. Par exemple, si ce solide était une
enveloppe sphérique d'une certaine épaisseur, entretenue
par une cause exterieure a la température a, et renfermant
un espace entierement vide d'air, et si le corps m pouvait
étre placé dans une partie quelconque de cet espace sphé-
rique, sans qu'il touchdt aucun point de la surface intérieure
de l'enceinte, il acquerrait la température commune a,
ou plutdt il la conserverait g'il I'avait déja. Le résultat se-
rait le méme pour tous les autres corps n, p, ¢, r, soit
qu'on les placit séparément ou ensemble dans cette méme
enceinte , et quelles que fussent d'ailleurs leur espéce et leur
figure.

fo.

De toutes les maniéres de se représenter I'action de la cha-
leur, celle qui parait la plus simple et la plus conforme aux
observations, consiste & comparer cette action i celle de
la lumiere. Les molécules éloignées les unes des autres se
communiquent réciproquement i travers les espaces vides

34-
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d'air ; leurs rayons de chaleur , comine les oorps éclaire:

trunsmettent leur lumidre.

Si dams une énceinte fermée de toutes parts, et ent:
par une canse extérieure & une températuve fixe a,
pose que divers corps sont placés sans qu'is tou
cune des parties de l'enceinte , on ghservera des
férents y suivant que les corps mtrodults dans
vided'air sont plus ou moins échauffés. Si I'on |
un seul de ces corps, et qu’il ait la tempéra
'enceinte, il enverra par tous les points de s
de chaleur qu'il en regoit du solide qui en:
cet échange de quantités égales qui le m
premler etat.

Si Ton introduit un second corps do:
soit moindre que &, ii recevra d’'abord ,
vironnent de toutes parts sans le tou.
chaleur plus grande que celle qu'il
de plus en plus, et il perdra par s

qu'auparavant. La température ini! -5 o~
lement, s’approchera sans cessc Je la sar-
en sorte qu'apreés un certain tern;: _, mme Ut
insensible.” L'effet serait contru i la masse
méme enceinte un troisieme coi = - abmite de
rait plus grande gue a. - s sont

A = .
ari P "ﬁ sur
Tous les corps ont la prop! . - s rayon

1 T = +
leur surface; ils en envoient ¢ q“lie
échauffes ; lmtensxte des rayo o e e e
i - ) - —— - -

ment avec I'état de la superfic e — - g2 plus
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Toutes les surfaces qui regoivent les rayons de la chaleur
des corps environnants, en réfléchissent une partie, et ad-
mettent lautre : la chaleur qui n'est point refléchie, mais
qui s'introduit par la surface, s'accumule dans le solide; et
tant qu'elle surpasse la quantité qui se dissipe par lirra-
diation, la température s'éleve.

; 43. .

Les rayons qui tendent & sortir des corps échauflés sons
arrétés vers la surface par une force qui en réfléchit une
partie dans l'intérieur de la masse. La cause qui empéche
les rayons incidents de traverser la superficie, et qui divise
ces rayons en deux parties, dont 'une est réfléchie, et dont
l'autre est admise, agit de la méme maniere sur les rayons
qui se dirigent de l'intérieur du corps vers l'espace extérieur.

'Si en modifiant I'état de la surface, on angmente la force
avec laquelle elle réfléchit les rayons incidents, on aug-
mente en méme temps la faculté qu'elle a de réfléchir vers
l'intérieur du corps les rayons qui tendent 4 en sortir. La
quantité des rayons incidents qui s'introduisent dans la
masse, et celle des rayons émis par la surface, sont égale-
ment diminuées.

44

Si l'on plagait ensemble dans I'enceinte dont nous avons
parlé, une multitude de corps.€loignés les uns des autres et
inégalement échauflés , ils recevraient et se transmettraient
leurs rayons de chaleur, en sorte que dans cet écbange
leurs tempeératures varieraient continuellement , et ten-
draient toutes 4 devenir égales a4 la température fixe de
'enceinte.
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Cet effet est précisément celui qui a lieu lorsque la cha-
leur se propage dans les corps solides; car les molécules qui
composent les corps sont s€parées par des espaces vides
d'air, et ont la propriété de recevoir, d'accumuler et d’é-
mettre la chaleur. Chacune d'elles envoie ses rayons de
toutes parts, et en méme temps elle regoit ceux des mole-
cules qui l'environnent.

45.

La chaleur envoyée par un point situé dans lintérieur
d’une masse solide , ne peut se porter directerrent qu'a une
distance extrémement petite; elle est, pour. ainsi dire, inter-
ceptée par les particules les plus voisines; ce sont ces der-
nieres seules qui la regoivent immeédiatement , et qui agissent
sur les points plus €loignés. Il n'en est pas de méme des
fluides aériformes; les effets directs de l'irradiation y devien-
nent sensibles & des distances tres-considérables.

46.

Ainsi la chalenr qui sort dans toutes les directions d’'une
partie d'une surface solide, pénetre dans l'air jusqu'a des
points forts €loignés; mais elle n'est émise que par les mo-
lécules du corps, qui sont extrémement voisines de la sur-
face. Un point d'une masse eéchauffée, placé 2 une tres-
petite distance de la superficie plane qui sépare la masse
de l'espace extérieur, envoie a cet espace une infinité de
rayons; mais ils n’y parviennent pas entierement; ils sont
diminués de toute la quantité de chaleur qui s'arréte sur
les molécules solides intermédiaires. La partie du rayon
qui se dissipe dans ['espace est d’autant moindre, qu'elle
traverse un plus long intervalle dans la masse. Ainsi le
rayon qui sort perpendiculairement 4 la superficie a plus
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di¥mensité gue celud qui, phrtant da ¥Wenké Yoihit, Yuit wine

direetion bbligue; et les myons les plus 'obquﬂe'ﬁ sdht éntiH-
rement mterceptes . '

La méme conséquence s'applique 4 tous les points qui

' sonit asser. woiskis de la daperficie Podr bodcoltit & T'émis-

sion de la chalditr, il &n résnlte nécessairetent que i Huan-
tivé totale de chadeur yii sort de la surface Sons fa directiold
perpridictlaire est bertito®p plus grantde due celle'dont B
diréuvrion ‘est obliqwe. Nous 4vons doirhis cette qitedtion &
ccnt , et Uanalyse ue noud en Avstis fhite' démontre qué -
Fidrtensité da rayoh est proportiofinele au Sinis 3¢ ladglé
qav ce tayen fait aveo Pélemivnt de 1 suphod. Ly ex'peﬂbﬁteé
avaient déja imdiqud wo téduleat seniblable.

Ce théordme expritne \tne 7loi gbﬂéthle dui 4 the ¢bn-
nexion névessaire avec Téyuilibre et le fode d'iktivn e th
chateur. 5i les rayons qui sortent” dute surfice échutifée
avaient la mdme intensitd dany routes les divechand; te thiet
tiometre qfie on placersit dunis un des poitits ae Tespate
terminé de bous €btés pur une ehceinte enttetehue X dive
termperature constame , pourrait indiguet wne teripdratitie
incomparablement plus grimde wue culle de nedinte. T
vorps dque Uon enfermerait dans catee ericeifite ne priti-
drajent point uhe tethpérature comynuve , Ainsi Gu'on' e
remaryue toufours ; celle qu'iis acquerraietit dépendtait da
lien qu'ils eecuperaient, ou de lenr fotme, 6t de celleh' s
corps voisins.

On obeetvérait ces réwes résultats ou d‘attﬁ!s‘ effels 64,
terment contraires a Fex pérdence bormrmurre , si o ddnvetenit
eartre les rayons qui sortent dum ‘ménmé pam, des 1appovE

3
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différents de ceux que l'on a énoncés. Nous avons reconns
que cette loi est senle compatible avec le fait général de
I'équilibre de La chaleur rayonnante.

48.

. Si un espace vide d'air est terminé de tous cotés par une
enceinte solide dont les parties sont entretenues a une tem-
pérature commune et constante a, et si ['on met en un point
quelconque de I'espace un thermometre qui ait la tempéra-
fare actoelle a, il la conservera saus aucun changement Il
recevra donc a chaque instant de la surface intérieure de
l'enceinte autant de chaleur qu'il lui en envoie. Cet effet des
rayons de chaleur dans un espace donné est, 2 proprement
parler, la mesure de la température : mais cette considéra-
tion suppose la théorie mathématique de la chaleur rayon-
nante. Si I'on place maintenant entre le thermométre et ane
partie de la surface de I'enceinte un corps M doat la tempé-
rature soit a, le thermomeétre cessera de’recevoir les rayons
d'une partie de cette surface intérieure,, mais ils seront rem-
placés par ceux qu'il recevra du corps interposé M. Un cal-
cul facile pronve que la compensation est exacte, en sorte
que l'état da thermometre ne sera point changé. Il n'en est
pas de méme si la temperature du corps M n'est pas égale &
celle de Fenceinte. Lorsqu'elle est plus grande, les rayons
que le corps interposé M envoie au thermomeétre et qui rem-
placent les rayons interceptés, ont plus de chaleur que ces
deroiers; la température du thermometre doit donc s'élever.

Si,au contraire, le corps intermédiaire a une température
momdre que a, celle du thermometre devra s'abaisser; car-
"les rayons que ce corps intercepte sont remplaces par ceux
qu’il envoie, cest-d-dire, par des rayons plus froids que ceux
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de U'enceinte, ainsi le thermomeétre ne regoit pas toute la
chaleur qui serait nécessaire pour maintenir sa tempéra-
ture a.

‘ 49- .

On a fait abstraction jusqu'ici de la faculté qu’ont toutes
les surfaces de réfléchir une partie des rayons qui leur sont
envoyés. Si I'on ne considérait point cette propriété, on
n'aurait qu'une idée trés-incompléte de I'équilibre de la
chaleur rayonnante.

Supposons donc que dans la surface intérieure de I'en-
ceinte entretenue a une température constante, il y ait une
portion qui jouisse, & un certain degré, de la faculté dont il
s'agit ; chaque point de la surface réfléchissante enverra dans
I'espace deux especes de rayons; les uns sortent de l'intérieur
méme de la substance dont l'enceinte est formée, les autres
sont seulement réfléchis par cette méme surface, i laquelle
ils ont €t€ envoyés. Mais en méme-temps que la surface
repousse a l'extérieur une partie des rayons incidents, elle
retient dans l'intérieur une partie de ses propres rayons. 1l
s'établit & cet égard une compensation exacte, c'est-a-dire,
que chacun des rayons propres, dont la surface empéche
I'émission , est remplacé par un rayon réfléchi d'une égale
intensite. ) '

Le méme résultat aurait lieu st la faculté de réfléchir les
rayons affectait 2 un degré quelconque d’autres parties de
l'enceinte, ou la superficie des corps placés dans le méme
espace, et parvenus a la température commune.

Ainsi, la réflexion de la chaleur ne trouble point I'équi-
libre des températures, et n'apporte, pendant que cet équi-
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libre subsiste, aucun changement & la loi suivant laquelle
lintensité des rayons qui partent d’'un méme point decroft
proportionnellement au sinus de Yangle d’émission.

50.

Supposons que dang cette méme enceinte, dont toutes les
parties conservent la température @, on place un corps isolé
M, et une surface métallique polie R, qui, tournant sa conca-
vité vers le corps, réfléchisse une grande partie des rayons
qu'elle en regoit; si I'on place entre le corps M et Ia surface
réfléchissante R, un thermometre qui occupe le foyer de ce
miroir, on observera trois effets différents, selon que In tem-
pérature du corps M sera égale & la température commune
a, ou sera phis grande, ou sera moindre.

Daas le premier cas, ke thermométre conrserve la tempéra-
ture a ; il regoit, 1° des rayons de chaleur de toutes les par-
ties de l'enceinte qui me lui sont point cachées par le corps
M ou par le miroir; 2° des rayons envoyés par ke corps;
3e ceux que la surface R envoie au foyer, soit qu'ils viennent
de la masse méme dun mirpir, soit que la surface les ait

‘seulement réfléchis ; et parmi ces derniers on peut distingwer
ceux qui sont envoyés au miroir par la masse M, et cenx
qu'il recoit de l'encemte. Tous les rayons dont il s'agit pro-
viennent des surfaces qui, d’apres 'hypothése, ont une tem-
pérature commune @, en sorte que le thermometre est preci-
sément dans le méme état que si l'espace terminé parl'enceinte
ne contenait point d’autre corps que lui.

Dans le second cas, le thermometre placé entre le corps
échauffé M et le miroir, doit acquérir une température plus
grande que a. En effet, il regoit les mémes rayons que dans

la premiere hypothese; mais il y a deux différences remar-
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quables: 'une provient de ce que les rayons envoyés par le
corps M au miroir, et réfléchis sur le thermometre, con-
tiennent plus de chaleur que dams le premier cas. L'autre
différence provient des rayons que le corps M envoie diree-.
tement ao thermometre, et qui ont plus de chalear qu'aupa-
ravant. L'une et I'autre eause, et principalement la premiere,
concourent i élever la température du thermometre.

Dans le troisieme ¢as, cest-a-dire, lorsque la température
de la masse M est moindre que a, le thermometre doit
prendre aussi une température moindre que @. En efiet, il
recoit encore toutes les espéces de rayons que mous avons
distinguées pour le premier cas: mais il y en a deux sortes
qui contiennent moins de chaleur que dans cette premiére.
kypothese, savoir cens qui, emvoygs par le corps M, sant
refléchis par le mmroir sar le thermometre, et ceux que le
méme vorps M lui envoie directement; Ainsi, le thermo-
metre Be reoit pas toute:fa chalour qui lwi est nécessaire
pour conserver sa température primitive @. Il emvoie plns
de chaleur qu'il n’en regoit. 1l faut donc qure sa température
g'abaisse jusqu’a cé que les rayons qu’i} regoit suffisent potr
compenser ceax qu'il perd. C'est ce dernier effet que l'on &
nommé la réflexion du freid, et ¢qui,’3 proprement parler,
consiste dans la réflexion d'ume chaleur trop faible. Le miroir
intercepte wne certaine qt;anli.le de chalaur, et fa remplm:c
pﬂ'une momdte quanmé !

) 5‘1.

81 'on place dans 'enceimte entretesue A ume temperztire
constants & un corps M dont la tempérutore @' soit moindre
que @, k. présence de ce dorps fern baisser fe thermometre
GXposé & ses rayons, et Fon doit remarquer qu'en general

B
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ces rayons, envoyés au thermométre par la surface du corps
M, sont de deux especes, savoir ceux qui sortent de l'inté-
rieur de la masse M, et ceux qui, venant des diverses parties

de l'enceinte, rencontrent la surface M, et sont réfléchis sur.

le thermometre. Ces derniers ont la température commune
@, mais ceux qui appartiennent au corps M contienment

moins de chaleur, et ce sont ces rayons qui refroidissent le.

thermometre. Si maintenant, en changeant I'état de la sur-
face du corps M, par exemple, en détruisant le poli, on
diminue la faculté qu'elle a de réfléchir les rayons incidents;
le thermométre s'abaissera encore, et prendra une tempé-

rature o’ moindre que a'. En effet, toutes les conditions.

seront les mémes que dans le cas précédent, si ce n'est que
la masse M envoie une plus grande quantité de ses propres
rayons, et réfléchit une moindre quantité des rayons qu'elle
recoit de l'enceinte; c'est-a-dire, que ces derniers, qui ont
la température commune, sont en partie remplacés par des
rayons plus froids. Donc, le thermométre ne regoit plus
autant de chaleur qu'auparavant.

Si, indépendamment de ce changement de la surface du
corps M, on place un miroir métallique propre & réfléchir.
sur le thermometre les rayons sortis de M, la température
prendra une valeur 2" moindre que a'. En effet, le miroir
intercepte au thermometre nne partie des rayons de len-
ceinte qui ont tous la température a, et les remplace par
trois especes de rayons; savoir: 1° cenx qui proviennent de
l'intérieur méme du miroir, et qui ont la température com-
mune ; 2° ceux que diverses parties de l'enceinte envoient au
miroir avec cette méme température, et qui sont réfléchis
vers le foyer; 3° ceux qui, venant de l'intérieur du corps M,

-
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tombent sur le miroir, et sont réflechis sur le thermometre.
Ces derniers ont une température moindre que a ; donc le
thermometre ne regoit plus autant de chaleur qu'il en rece-
vait avant que 'on ne plaght le miroir.

Enfin,si 'on vient 4 changer aussi I'état de la surface du
miroir, et qu'en lui donnant un poli plus parfait, on aug-
mente la faculté de réfléchir la chaleur, le thermometre
g'abaissera encore. En effet, toutes les conditions qui avaient
lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive seulement que
le miroir envoie une moindre quantité de ses propres rayons,
et il les remplace par ceux qu'il réfléchit. Or, parmi ces der-
niers, tous ceux qui sortent de l'intérieur de la masse M ont
moins d'intensité que 8°ils venaient de l'intérieur du miroir
métallique ; donc, le thermometre régoit encore moins de
chaleur qu’auparavant; il prendra donc une température o
moindre que a™.

On explique facilement par les mémes principes tous les
effets connus de l'irradiation de la chaleur ou du froid.

' 5a.

Les effets de la chaleur ne peuvent nullement étre com-
parés i ceux d'un fluide élastique, dont les molécules sont
en repos. Ce serait inutilement que l'on voudrait déduire
de cette hypothese les lois de la propagation que nous expli-
quons dans cet ouvrage, et que toutes les expériences ont
confirmées. L'état libre de la chaleur est celui de la lumiére;
'habitude de cet élément est donc entierement différente de
celle des substances aériformes. La chaleur agit de la méme
maniére dans le vide, dans les fluides €lastiques, et dans les

masses liquides ou solides, elle ne s’y propage que par voie
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d’irradiation, mais ses effets sensibles different selon la nature

des corps. ,
53.

La chaleur est le principe de toute élasticité ; €'est se force
répulsive qui conserve la figure des masses solides, et le vo-
lume des ligrides. Dans les substanees solides, les molécudes
voisines céderaient a leur attraction mutuelle, si son effet
n’était pas détruit par la chaleur qui les sépare.

Cette force élastique est dautant plus grande que la tesn-.
pérature est plus élevée; c'est pour cela que les corps se
dilatent ou se condensent, lorsqu'on éléve on lorsqu’on ahaisse
leur température.

54.

L'équilibre qui subsiste daas l'intérieur d'une masse solide
entre la force répulsive de la chaleur et I'attraction medécu-
laire est stable; c'est-A-dire qu'il se rétablit de lui-ménwe
Jorsqatil est tronblé par une cause accidentelle. Si les molé-
cules sont placées a la distance qui convenait a I'équilibre,
et si une force extérieure vient a augmenter cette distance
s3as que la température soit changeée, l'effet de Fattraction
eominence & surpasser cehui- de la chaleur, et raméne les
molécules a2 leur position peimitive, apres une” multitude
d'oscillations qui deviennent de plus en plus inseusibles.

Un effet semblable s'opere en sens opposé lorsqu'une canse
meécanique diminue la distance primitive des molécules ; telle
est origine des vibrations des corps somores ou flexibles, et
de tous les effets de leur élasticite.

55.

Dagps l'état liquide on aériforme, la compression extérieure

" s'ajoute ou supplée & I'attraction moléculaire, et, s'exercant
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sur les surfaces, elle ne s'oppose point au changement de
figure , mais seulement a celui du volume occupé. L'empto
du calcul ferait mieux connaitre comment la foree répulsive
de la chaleur, opposée a lattraction des molecules ou 4 la
eompression extérieure, conceurt a la composition des corps
solides ou liquides, formés d'un ou plusieurs principes, et
détermine les propriétés €lastiques des fimdes aériformes;
mais ces recherches n'appartiennent point a I'objet que nous
traitons, et remtrent dans les théories dynamiques.
58.

On ne peut douter que le mode d'action de 1a chaleur ne
comsiste toujours,, comme cehsi de la lumiére, dans la com-
mrnication réciprogue des rayoms, et cette explication est
adoptée anjourd’hui de la plupart des physiciens; mais il
n'est point necessaire de considérer les phénomenes sous cet
aspect pour etablir la théorie de la chaleur. On reconnaitra,
dans le cours de cet ouvrage,. que les lois de I'équilibre de
la chaleur rayonnante et celles de la propagation, dans les
masses solides ou lignides, peuvent, indépendamment de
toute explication physique, étre rigoureusement démontrées
comme des conséquences nécessaires des observations com-

SECTION III

Principe de la communication de la chaleur.

b
Nous allons présentement examiner ce que les expériences
nous appremment sar la commuunication de la chaleur.

3i deux molécules égalles sont formées de 1a méme sub-
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stance et ont la méme température, chacune d'elles regoit
de l'autre autant de chaleur qu'elle lui en envoie; leur action
mutuelle doit donc étre regardée comme nulle, parce que
le résultat de cette action ne peut apporter aucun change-
ment dans I'état des molécules. Si, au contraire, la premiére
est plus échauffée que la seconde, elle lui envoie plus de
chaleur qu'elle n'en regoit; le résultat de laction mutuelle
est la différence de ces deux quantités de chaleur. Dans tous
les cas, nous faisons abstraction des quantités égales de
chaleur que deux points matériels quelconques s'envoient
réciproquement; nous concevons que le point le plus échauffé
agit seul sur lautre, et qu'en vertu de cette action, le
premier perd une certaine quantité de chaleur qui est ac-
quise par le second. Ainsi I'action de deux molécules, ou
la quantité de chaleur que la plus échauffée communique
a l'autre, est la différence des deux quantités qu'elles s'en-
voient réciproquement.
_ 58. ‘

Supposons que l'on place dans l'air un corps solide ho-
mogene, dont les différents points ont actuellement des
températures inégales; chacune des molécules dont le corps
est composé commencera a recevoir de la chaleur de celles
qui en sont extrémement peu distantes, ou leur en commu-
niquera. Cette action s'exer¢ant pendant le méme instant
entre tous les points de la masse, il en résultera un chan-
gement infiniment petit pour toutes les températures : le
solide éprouvera a chaque instant des effets semblables ; en
sorte que les variations de température deviendront de plus
en plus sensibles. Considérons seulement le systéme de deux
molécules égales et extrémement voisines, m et n, et cher-
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Lorsque les deux molécules, dont 'une transmet directe-
ment & 'autre une certaine quantité de chaleur, appartien-
nent au méme solide, I'expression exacte de la chaleur com-
muniquée est celle que nous avons donnée dams l'article
précédent”: parce que les molécules étant extrémement voi-
sines , la différence des températures est extrémement petite.
Il n'en est pas de méme lorsque la chaleur passe d'un corps
solide dans un milieu aériforme. Mais les expériences nous
apprennent que si la différence est une quantité assez petite,
la chaleur transmise est sensiblement proportionnelle a cette
différence, et que le nombre % peut, dans les premiéres re-
cherches ,@tre considéré comme ayant une valeur constante,
propre a chaque état de la surface, mais indépendant de la
température. _ '

6r.

Ces propositions relatives 4 la quantité de chaleur com:
muniquée, ont été déduites de diverses observations. On
voit d’'abord , comme une conséquence évidente des expres-
sious dont il s'agit, que si l'on augmentait d'une quantité
commune toutes les tem pératures initiales de la masse solide,
et celle du milieu ol elle est placée, les changements suc-
cessifs des températures seraient exactement les mémes que
si 'on ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sen-
siblement conforme aux experiences ; il a été admis par les
premiers physiciens qui ont observé les effets de la chaleur.

62. :

Si le milieu est entretenu 4 uve température constante,
et si le corps échauffé qui est placé dans ce milieu a des di-
mensions assez petites pour que la température , en sabais-
sant de plus en plus, demeure sensiblement la méme dans

*6.
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tous ses points, il suit des mémes propositions qu'il s'échap-
pera a chaque instant, par la surface du corps, une quamtité
de chaleur proportionnelle & l'exces de sa température ac-
tuelle sur celle du milieu. On en conclut facilement, comme
on le verra dans la suite de cet ouvrage, que la ligne dont
les abscisses représenteraient les temps écoulés, et dont les
ordonnées représenteraient les températures qu correspon-
dent a ces temps, est une courbe logarithmique : or, les ob-
servations fournissent aussi ce méme résultat, lorsque Pex-
ces de la température du solide sur celle du miliea est une
quantité assez petite.

63. :

Supposons que le milien soit entretenu a la température
constante o, et que les temperatures initiales des différents
points a, b, ¢, d, etc. d’'une méme masse soient a, B, v, 8,€tc.
qua la fin du premier instant elles soiert devenues <, g’, Y,
3, etc. qua la fin du deuxieme instant elles soient o, g,
¥, 8", etc. ainsi de suite, On peut facilement conclure des
propasitions énoncées, que si les températares initiales des
mémes points avaient €té ga, gf, gy, 48, etc. {g étant un
nombre quelconque), elles seraient devenues, en vertu de
Faction des différents points a lx fin du premier instant, go',
gt g7y g%, etc., i la fin du second imstant go', g8’y 275
g%, ete., ainsi de suite. En effet, comparons les eas ol les
températures initiales des points a, &, ¢, d éient a, B, vy, 8
avec celui ou elles sont 24,2, 2y, 28, le milicu conservant,
dans Pun et l'autre cas, la température o. Dans la seconde
'hypotbese , les différences des températures des deux points
quelconques sont doublesde ce qu'elles étatent dans ta pre-
miere, et l'exces de la température de chaque point,, sur celle

1
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de chaque molécule du milieu, est aussi double ; par conse-
quent la quantitd de chaleur qu'une molécule quelconque en-
voie a une autre,; ou celle qu'elle en recoit, est, dans la
seconde hypothése, double de ce qil'elle était dans la pre-
miere. Le changement que chaque point subit dans sa tempeé-
rature étant proportionnel 3 la quantité de chaleur acquise,
il s'ensuit que, dans le second cas, ce changement est double
de ce qu'il était dans le premier. Or, on 2 supposé que la
température initiale du premier point, qui €tait «, devient «'
ala fin du premier instant; done si cette température initiale
eit €té aa, et 8i toutes les autres eussent été doumbles, elle
serait devenne 22'. Il en serait de méme de toutes les autres
molécules &, ¢, d, et l'on tirera une conséquence semblable,
si le rapport, au lieu d'étre 2, est un-nombre quelconque g.
I! resulte done du principe de la communication de 14 cha-
leur, que si I'on augmente ou si I'on diminue dans une raison
donnée toutes les températures initiales, on augmente ou l'on
diminne dans la@ méme raison toutes les températures suc-
cessives. - : ' S

Ce résultat, comme les deux précédents, est confirmé par
les observations. 1 ne pourrait point avoir lieu si la quantité
de chaleur qui passe d'une molécule & une autre n’était point,
en effet; proportionnelle a la difference des températures. -

On a observé avec des instruments précis, les températures
permanentes des différents point d'une barre on d'une armille
métailiques, et la propagation de la chalenr dans ces mémes
corps et dans plusieurs autres solides de forme sphérique ou
cubique. Les résultats de ces expériences saccordent avec
ceur que I'on déduit des propositions précédentes. Ils se-
raient entiecrement différents, si la quantité de chaleur traris-
mise par une molécule solide 3 une autre,ou i une molécule
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de lair, n'était pas proportionnelle a 'excts de température.
Il est d'abotd nécessaire de connaitre toutes les conséquences
rigoureuses de cette proposition ; par-la on détermine la par-
tie principale des quantités qui sont I'objet de la question.
En comparant ensuite les valeurs calculées avec celles que
donnent des expériences nombreuses et tres-précises,on peut
facilerment mesurer les variations des coéflicients, et perfec-
tionner les premieres recherches.

SECTION 1V.

Du mouvement uniforme et lindaire de la chaleur.

_ 65.

On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme
de la chaleur dans le cas le plus simple, qui est celui d’'un
solide infini compris entre deux plans paralleles.

On suppose qu'un corps solide formé d'une substance ho-
mogéne est compris entre deux plans infinis et paralleles; le
plan inférieur A est entretenu, par une cause quelconque, &
une temperature constanie @ ; 0N peut concevoir, par exemple,
gue la masse est prolongée, et que le plan A est une section
commune au solide et a cette masse intérieure échauffée dans
tous ses points par un foyer constant; le plan supérieur B
est aussi maintenu, par une cause semblable, 4 une tempé-
rature fixe 5, dont la valeur est moindre que celle de @ : il
s'agit de déterminer quel serait le résultat de cette hypothese
s1 elle €tait continuée pendaut un temps infini.

Si T'on suppose que la température initiale de toutes les
parties de ce corps soit b, on voit que la chaleur qui sort
du foyer A se propagera de plus en plus, et €levera la tem-
pérature des molécules comprises entre les deux plans;



. ,CHAPITRE L. ~ 4y
mais celle du plan supéricur ne pouvant, d'apres I'bypo-
these, étre plus grande que b, la chaleur se dissipera dans la
masse plus froide dant le contact retient le plan B 2 la tem-
pérature constante 4. Le systéme des températures tendra
de plus en plus 4 un état final qu'il ne pourra: jamais
atteindre, mais qui aurait, comme on va le prouver, la pro-
priété de subsister lui-méme et de se conserver sans aucun
changement s'il éiait une fois forme.

. Dans cet état final et fixe que nous conmdercms la tem-
pérature permaneiite d'un point du solide est évidemment
la méme pour tous les points d'une méme section parallele
i Ia base; €t nous allons démontrer que cette température
fixe, qui est commune a tous les points d'une section inter-
médiaire: déeroit en progression. arithmétique depuis la base
Jusqu’au plan supériear, c'est-a-dire, qu'en représentant les
temperatures constantes < et b par les ordonnées A« et Bg,
(Y or. fig. 1), élevées perpendiculaireinent sur la distance AB
des deux plans, les tempeératures fixes des couches intermé-
diaires seront représentées par les ordonnées de la droite AB,
qui joint les extrémités a et p; ainsi, en désignant par z la
hauteur d'une section intexmédiaire ou la distance perpendi-
culaire au plan A, par ¢ la hauteur totale ou la distance AB,
et par ¢ la température de la section dont la ha.nteu.r est z,

on doit avoir quuallon p==a + e %,

En eff‘et si les temperatures étaient établies dabord sni-
vimt cette loi, et siles ‘surfaces extrémes A et B étaient tou-
qut‘s retenues aux temperatures @ et b, il ne- pourrmt sur-
venir aucun changement dans I'état du solide. Pour s'en con-
vaincre, il suffira de comparer la qu.mtlte de chaleur qui



48 THEORIE DE LA CHALEUR.

traverserait une section intermédiaire A' a celle qui, pen-
dant le méme temps, traverserait une autre section B’

En se représentaut que I'état final du solide est formé et
subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au-des-
sous du plan A’ doit communiquer de la chaleur a la partie
qui est au-dessus de ce plan, puisque cette seconde partie
est moins échauffée que la premiere.

Imaginons que deux points du solide m et m', extréme-
ment voisins I'un de ['autre, et placés d'une maniére quel-
conque, l'un m au-dessous du plan A', et Fautre m’ au-dessus
de ce plan, exercent leur action pendant un instant infini-
ment petit: le point le plus échauffé m communiquera & m'
une certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A
Soient. x,.y, z, les coordonnées rectangulaires du point m,
et z', 5,z , les coordonnées du'point ' ;.considérons encore
deux points » et ' extrémement voisins l'un de l'autre, et
placés, par rapport au plan B, de méme que m et m' sont
placés par rapport au plan A': c'est-i-dire, qu'en désignant
par { la distance perpendiculaire des deux sections A’ et B,
les coordonnées du. point » seront z, ¥, 2+, et celles du
point »’ seront ', 7, 2 + {; les deux distances mm' et nn’
seront égales : de plus, la différence de la température ¢ du
point 7» a la température v du point m’ sera la méme que la
différence des températures des deux points n et n'. En effet,
cette premiere dxfference se determmera en subsntuant z et

ensuite z' dans lequatuon generale v=a 4 & % 2, et retran-

chant la seconde équation de la premiere ; on en conclura

, b—a
e

(z—z). On trouvera epsuite, par les substitu-
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tions de z + { et 2’ + {, que I'exces de la température du point
n sur celle du point %' a aussi pour expression bn (z—2)
- ]

11 suit de 14 que la quantité de chaleur envoyée par le point
m au point m’ sera la méme que la quantité de chaleur en-
voyé par le point r au point »’, car tous les éléments qui
concourent & déterminer cette quantité de chaleur transmise
sont les mémes.

11 est manifeste que l'on peut appliquer le méme raisonne-
ment a tous les systémes de deux molécules qui se commu-
niquent de la chaleur 4 travers la section A’ ou la section B';
donc, si I'on pouvait recueillir toute la quantité de chaleur
qui s'écoule, pendant un méme instant, a travers la section
A’ ou la section B', on trouverait que cette quantité est la
méme pour les deux sections.

Il en résulte que la’ partie du solide comprise entre A’ et
B’ recoit toujours autant de chaleur qu'elle en perd, et comme
cette conséquence s'applique & une portion quelconque de ta
masse comprise entre deux sections paralleles, il est évident
qu'aucune partie du solide ne peut acquérir une température
plus élevée que celle qu'elle a présentement. Ainsi, il est
rigoureusement démontré que I'état du prisme subsistera
continuellement tel qu'il était d'abord.

Done, les températures permanentes des différentes sec-
tions d'un solide compris entre les deux plans paralleles infi-

nis, sont représentées par les ordonnécs de la ligne droite
) P | ] .
b—a

« B, et satisfont & P'équation linéaire v—=a + z.
66.
On voit distinctement, par ce ciui précede, en quoi consiste
Ja propagation de la chaleur dans un solide compris entre

7
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deux plans paralléles et infinis, dont chacun est maintenu a
une température constante. La chaleur pénétre successive-
ment dans la masse a travers la base inférieure : les tempé-
ratures des sections intermédiaires s'élevent, et ne peuvent
jamais surpasser ni méme atteindre entierement une certaine
limite dont elles s'approchent de plus en plus: cette limite on
température finale est différente pour les différentes couches
intermédiaires, et elle décroit, en progression arithmeétique,
depuis la température fixe du plan inférieur, jusqu’a la tem-
pérature fixe du plan supérieur.

Les températures finales sont celles qu'il faudrait donner
au solide pour que son état fit permanent; I'état variable qui

le précede peut étre aussi soumis au calcul, comme on le
" verra par la suite; mais nous ne considérons ici que le sys-
téme des tempcratures finales et permanentes. Dans ce der-
nier état, il s'écoule, pendant chaque division du temps, a
travers une section parallele a la base ou une portion déter-
minée de cette section, une certaine quantité de chaleur qui
est constante, si les divisions du temps sont égales. Ce flux
uniforme est le méme pour toutes les sections intermédiaires;
il est égal a celui qui sort du foyer et & celui que perd, dans
e méme temps, la surface supérieure du solide en vertu de
Ia cause qui maintient la temperature.
' 67.

11 s'agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur
qui se propage uniformément dans le solide, pendant un
temps donné , 4 travers une partie déterminée d’une section
paraliéle & la base: elle dépend, comme on va le voir, des
deux températures extrémes a et b, et de la distance e des
deux bases; elle varierait, si I'un quelconque de ces éléments
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venait & changer, les autres demeurant les mémes. Supposons
un second solide, formé de la méme substance que le premier,
et compris entre deux plans paralleles infinis, dont la distance
perpendiculaire est &; (¥ ay. fig. 2) la base inférieure est entre-
tenue a la tempeérature fixe &', et la base supérieure, a la
température fixe 4': Pun et lantre solides sont considéres
daus cet €tat final et permanent qui a la propriété de se con-
server lui-méme des qu'il est formé. Ainsi la loi des tem-
pératures est exprimée, pour le premier corps, par l'équation

a2 Lol . )
z, et pour le second, par I'équation u=a' +

v—a +
&
- “;“ z, v €tant dans le premier solide, et & dansle second, la

temnpeérature de la section dont z est la hauteur.

Cela posé, on comparera la quantité de chaleur qui, pen-
dant l'unité de temps, traverse une étendue égale & I'unitc de
surface prise sur une section intermédiaire L du premier
solide, a celle qui, pendant le méme temps, traverse une
égale étendue prise sur la section L' du second, s étant la
hauteur commune de ces deux sections, c'est -4 - dire, la dis-
tance de chacune d’elles a 1a ‘base inférieure. On considérera
dans le premier corps deux points n et »’ extrémement voi-
sins, et dont 'un n est au-dessous du plan L, et l'autre »’
au -dessus de ee plan: z, y, z, sont les coordonnées de = ;
ct 2, ¥, Z, les coordonnées de n’, ¢ étant moindre que 2/,
et plus grand que z.

On considérera aussi dans le second solide 'action instan.
tanée de deux points p et p', qui sont placés, par rapport
a la section L, de méme que les points n et,n’ par rapport a
Ja section L du premier solide. Ainsi, les mémes coordon-

7.
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nées x,y, z, ¢t &, y', z, rapportées & trois axes rectangu-
Jaires dans le second corps, fixeront aussi la position des
points p et p'

Or, la distance du point » an point #’ est égale A la dis-
tance du point p au point p', et comme les deux corps sont
formés de la méme subhstance, on en conclut, suivant le prin-
cipe de la communication de la chaleur, que I'action de » sur
7, ou la quantité de chaleur donnée par n a n', et l'action
de p sur p’, ont entre elles le méme rapport que les diffé-
rences de températures v—¢ et u—u'.

En substituant ¢, et ensuite v’ dans 'équation qui convient

; s , b--a
au premier solide, et retranchant on trouve v—¢'= (

(z—7Z), on a aussi, au moyen de la seconde équation,

b—ea

U= )(z —2'), donc le rapport des deux actions

- N . - _b F___R¥

dont il s'agit est celui de =" & = ,5 .
] e

&

On peut concevoir maintenant plusienrs autres systémes
de deux molécules dont la premiere envoie a la seconde &
travers le plan L, une certaine quantité de chaleur, et chacun
de ces systémes, choisi dans le premier solide, pouvant étre
comparé a un systéme homologue placé dans le second, et
dont laction g'exerce A travers la section L', on appliquera
encore le raisonnement précédent pour prouver que le rap-

a—b  a'—¥
4 3
e

port des deux actions est toujours celui de

Or, la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant,
traverse la section L, résulte de l'action simultanée d'une
multitude de systémes dont chacun est formé de deux
points; donc cette quantité de chaleur et celle qui, dans le
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second solide, traverse pendant le méme instant la section

—d . & ¢
L', ont aussi entre elles le rapport de = but =
& -4

Il est donc facile de comparer entre elles Vintensité des
flux constants de chaleur qui se propagent uniformément
dans I'un et l'autre solides, c'est -4 - dire les quantités de cha-
leur qui, peudant I'unité de temps, traversent 'unité de sur-

face dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deux inten-

o . . — '—d o
sités est celui des deux quotients = T % et s ——- Si les deux

quotients sont égaux, les flux sont les mémes, quelles que
soient d'atlleurs les valeurs a, &, ¢; @, &, ¢ ; en général, en
désignant par F le premier flux, et par ' le second , on aura

E— (=95
68.

Supposons que, dans le second solide, la température
permanente @’ du plan inférieur soit celle de I'eau bouillante
1; que la température &' du plan supérieur soit celle de la
glace fondante o ; que la distance ¢ des deux plans soit l'unité
de mesure (un metre); désignons par K le flux constant de
chaleur qui, pendant P'unité de temps (une minute), traver-
serait 'unité de surface dans ce dernier solide, il était formé
d'une substance donnée; K exprimant un certain nombre
d'unités de chaleur, c'est -4 -dire un certain nombre de fois la
chaleur nécessaire pour convertir en eau un kilogramme de
glace : on aura, en général, pour déterminer le flux constant
F, dans un solide formé de cette méme substance, 'équation

;___:____a—b ou F:Kamb-
e a8

La valeur de F est celle de la quantité de chaleur qui,
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Si I'on supposait que l'action d’'un point de la masse piit
s'étendre jusqu'a une distance finie ¢, il faudrait que I'épais-
seur des tranches extrémes, dont I'état est maintenu par la
cause extérieure, fit au moins égale a e. Mais la quantité
¢ n'ayant en effet, dans I'état naturel des solides, qu’une
valeur inappréciable, on doit faire abstraction de cette épais-
seur ; et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune
des deux couches, extrémement petites, qui terminent le
solide. Clest toujours ce que l'on doit entendre par cette
expression; entretenir la température constante de la surface.

1.

Nous allons encore examiner le cas ol le méme solide
serait exposé, par I'une de ses faces, a l'air atmosphérique
entretenu A une température constante.

Supposons donc que ce plan inférieur conserve, en vertu
d'une cause extérieure quelconque, la température fixe a, et
que le plan supérieur, au lieu d'étre retenu, comme précé-
demment, 4 une température moindre b, est expos€ a l'air
atmosphérique maintenu a cette température 4, la distance
perpendiculaire des deux plans €tant toujours deésignée par
e : il s’agit de déterminer les températures finales.

En supposant que, dans I'état initial du solide, la tempé-
rature commune de ses molécules est 4 ou moindre que 5,
on se represente facilement que la chaleur qui sort inces-
samment du foyer A pénetre la masse, et éleve de plus en
plus les températures des sections intermédiaires; la surface
supérieure s'échauffe successivement, et elle laisse échapper
dans l'air une partie de la chaleur qui a pénétré le solide. Le
systéme des tempeératures sapproche continuellement d’un
dernier état qui subsisterait de [ui-méme s'il était d’abord
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formé ; dans cet état final, qui est celui que nous considérons,
la température du plan B a une valeur fixe, mais inconnue,
que nous désignerons par @, et-comme le plan inférieur A
conserve aussi une tempeérature permanente a, le systéme
des températures est représenté par l'équation geénérale

y=a + 2=2z, v désignant toujours la temperature fixe de
e

la section dont la hauteur est z. La quantité de chaleur
qui s'écoule pendant 1'unité de temps, a travers une surface
égale &4 l'unité et prise sur ‘une section quelconque, est

k a—:—p—, k désignant la conducibilité propre.

11 faut considérer maintenant que la surface supérieure
B, dont la température est £, laisse échapper dans l'air une
certaine quantité de chaleur qui doit étre précisément égale
2 celle qui traverse une section quelconque L du solide. S'il
n'en était pas ainsi, la partie de la masse qui est comprise
entre cette section L et Je plan B ne recevrait point upe
quantité de chaleur égale 4 celle qu’elle perd ; donc elle ne
conserverait point son état,ce qui est contre I'hypothese;
donc le flux constant de la surface est €gal 4 celui qui tra-
verse le solide: or, la quantité de chaleur qui sort, pendant
l'unité de temps, de I'unité de surface prise sur le plan B,
est exprimée par 2 (—5); b étant la température fixe de
lair, et % 1a mesure de la conducibilité de la surface B, on

doit donc former I'équation % "—:E =h (ﬁ’ — b), qui fera
connaitre la valeur de p. '

ha{a—b)

On en déduit a—p = e

, équation dont le second
8
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membre est connu ; car les températures @ et b sont données
ainsi que les quantites %, &, e.
En mettant cette valeur de a—p dans I'équation générale

—_ % b,
y—a + # p: Z, 0N aura, pour €xprimer leS temperaturea
hz(a—8)
he 4k
dans laquelle il n'entre que des quantités connues et les
variables correspondantes v et z.

2.
Nous avons déterminé jusqu'ici I'état final et permanent
des températures dans un solide compris entre deux surfaces
planes, infinies et paralleles, entretenues a des températures
inégales. Ce premier cas est, 4 proprement parler, celui de
la propagation linéaire et uniforme, car il n'y a point de
transport de chaleur dans le plan paraliele aux bases ; celle
qui traverse le solide s'écoule uniformément, puisque la
valeur du flux est la méme pour tous les instants et pour
toutes les sections.
~ Nous allons rappeler les trois propositions principales qui
résultent de 'examen de cette question; elles sont suscep-
tibles d'un grand nombre d'applications, et forment les pre-
miers €léments de notre théorie.
1° Si Jon €leve aux deux extrémités de la hauteur e du
solide deux perpendiculaires qui représentent les tempéra-
tureq 2 et & des deux bases, et si l'on meéne une droite qui
joigne les extrémités de ces deux premiéres ordonnées, toutes
les températures intermédiaires seront proportionnelles anx
ordonnées de cette droite; elles sont exprimées par I'équa-

de toutes les sections du solide, I'équation ¢ —v =
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6)z,'w désignant la température
de la section dont la hauteur est z.

2° La quantité de chaleur qui s'écoule uniformément,
pendant I'unité de temps, a travers l'unité de surface prise
sur une section quelconque pagalitle aux bases “est ,
toutes choses d’ailleurs égales, en raison directe de la
différence a—5& des températures extrémes et en raison
inverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantite'

- ’ ’ a—
tion geénérale a— v-.:(

de chaleur est exprimée par K . (f——}é ; (Ol e K o, en
déduisant de I'équation générale la valeur de ‘7; qui est

constante; ce flux uniforme est toujours représenté pour
une substance donnée, et dans le solide dont il s'agit, par la
tangente de 'angle compris entre la perpendiculaire e et la
droite dont les ordonnées représentent les températures.

3° Si l'une des surfaces extrémes du solide étant toujours
assujétie & la température @, Vautre plan est exposé a I'air
maintenu & une tempeérature fixe 4 ; ce plan en contact avec
lair, acquiert, comme dans le cas précédent, une tempéra-
tare fixe g, plus grande que &, et il laisse échapper dans
lalr, a travers l'unité de surface, pendant I'unité de temps,
une quantité de chaleur exprimée par 2 (8—2), k désignant
la conducibilité extérieure du plan. i

Ce méme flux de chaleur 2 (g —2&) est égal a celui
traverse le prisme et dont la valeur est K (@—8), on a done

Péquation % (a:-—b)=1{ ; 'LT—E, qui donne la valeur de 8.
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SECTION V.

Loi des températures permanentes dans un prisme dune
petite épaisseur.
(s
73.

On appliquera facilement les principes qui viennent d'étre
exposés a la question suivante, qui est trés-simple en elle-
méme , mais dont il importait de fonder la solution sur une
theorie exacte.

Une barre métallique, dont la forme est celle d’un parallé-
lipipéde rectangle d'une longueur infinie, est exposée a l'ac-
tion d'un foyer de chaleur qui donne 4 tous les points de son
extrémité A une tempeérature eonstante. Il s'agit de déter-
miner les températures fixes des différentes sections de la
barre.

On suppose que la section perpendiculaire a I'axe est un
quarré dont le cété 27 est assez petit pour que I'on puisse
sans erreur sensible regarder comme égales les températures
des différents points d’'une méme section. L'air dans lequel
la barre est placée est entretenu & une température constante
0, et emporté par un courant d'une vitesse uniforme.

La chaleur passera successivement dans l'intérieur du so-
lide, toutes ses parties situées a la droite du foyer, et qui
n'étaient point exposées immédiaternent a scmhction.J s'echauf-
feront de plus en plus, mais la température de chaque point
ne pourra pas augmenter au-dela d'un certain terme. Ce
maximum de température n'est pas le méme pour chaque
section; il est en général d'autant moindre que cette section
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est plus €loignée de l'origine; on désignera par v la tempé-
rature fixe d'une section perpendiculaire & I'axe, et placée 4
la distance x de 'origine A.

Avant que chaque point du solide ait atteint son plu.'i
hant degré de chaleur, le systéme des températures varie
continuellement, et s'approche de plus en plus d'un état fixe,
qui est celui que l'on considere. Cet état final se conserverait
de lui-méme, s'il était formé. Pour que le systéme deg tem-
pératures soit permanent, il est nécessaire que la quantité de
chaleur Jui traverse, pendant I'unité de temps, une section
placée & la distance x de l'origine, compense exactement
toute la chaleur qui s'échappe, dans le méme temps, par la
partie de la surface extérieure du prisme qui est située 4 la
droite de la méme section. La tranche, dont I'épaisseur est
dz, et dont la surface extérieure est 8 /dz, laisse échapper
dans l'air, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleur
exprimée par 8 klvdz, h étant la mesure de la conducibilité

extérieure du prisme. Donc, en prenant l'intégrale /8 A.lvd x
depuis x=0 jusqu'a x= -;- , on trouvera la quantité de cha-
leur qui sort de toute la surface de la barre pendant l'unité
de temps; et si I'on prend la méme intégrale, depuis r=o
jusqu'a z=x, ou aura la quantité de chaleur perdue par la
partie de la surface comprise entre le foyer et la section
placée a la distance x. Désignant par C la premiere intégrale
dont la valear est constante, et par f84Zvdx la valeur
variable de la seconde; la différence C— /84 /v da expri-
mera la quantité totale de chaleur qui s'échappe dans l'air,
a travers la partie de la surface placée a la droite de la sec-

tion. D'un autre c6té, la tranche du solide, comprise eutre
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deux sections infiniment voisines placées aux distances x et
z + dz, doit étre assimilée a un solide infini, terminé par
deux plans paralléles, assujétis a des températures fixes v et
v + dv, puisque, selon T'hypothese, la température ne varie
pas dans toute I'étendue d'une méme section. L'épaisseur du
solide est dz, et I'étendue de la section est 47" : donc, la
quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant
l'unitgde temps, & travers ung section de ce solide, est,

d'apres les principes précédents,—4* ;—; , k e'tant_ la con-
ducibilité spécifique intérieure; on doit donc avoir I'équation
< dvy d*v
74

On obtiendrait le méme résultat, en considérant I'équilibre
de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite, com-
prise ‘entre les deux dections dont les distances sont x et
x + dz. En effet, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité

de temps, traverse la premiere section placée.2 la distance
14

x, est~—41° k;—. Pour trouver celle qui s'écoule pendant le

x
méme temps, 4 travers la section suivante placée a la dis-
tance x ++ dz, il faut, dans l'expression précédente, changer
x en z -+ dz, ce qui donne — 47* fr(g:-:-}- d(gi)) Si l'on
retranche cette seconde expression de la premiere, on con-
naitra combien la tranche que terminent les deux sections,
acquiert de chaleur pendant I'unité de temps; et puisque
I'état de cette tranche est permanent, il faudra que toute

cette chaleur acquise soit égale a celle qui se dissipe dans
I'air 4 travers la surface extérieure 8/dx de cette méme
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tranche; or, cette derniere quantité de chaleur est 8 4 lvdz ;
on obtiendra donc la méme équation

8hilvdz=40. kd ‘;}— ou:.f;;‘;-___;;,.

75. :
De quelque maniére que l'om forme cette équation, il est
nécessaire de remarquer que la quantité de chaleur qui
pénétre dans la tranche dont I'épaisseur est 4z, a une valeur

finie , et que son expression exacte est — 4 [*. k ‘;-;f:. Cette

tranche étant comprise entre deux surfuces, dont la premitre
a la température v, et la seconde une température moindre
2, on apergoit d'abord que la quantité de chaleur qu'elle
recoit par.a premiere surface dépend de_ la différence v—¢',
et lui est proportionnelle; mais cette remarque ne suffit pas
pour établir le calcul. La quantité dont il s'agit n’est point
une différentielle : elle a une valeur finie, puisqu’elle équivaut
a toute la chaleur qui sort par la partie de la surface exté-
rieure du prisme qui est située a la droite de la section.
Pour s'en former une idée exacte, il faut comparer la tranche,
dont I'épaisseur est dz, i un solide terminé par deux plans
paralleles dont la distance est e, et qui sont retenus a des
températures inégales a et 5. La quantité de chaleur qui
pénetre dans un pareil prisme, a travers la surface la plus
échauffée, est en effet proportionnelle a la différence a— &
des températures extrémes, mais elle ne dépend pas seule-
ment de cette différence : toutes choses d'ailleurs égales, elle
est d’autant moindre que le prisme a plus d’épaisseur, et en

rr . v a—b 3 v
général elle est proportionnelle 4 ——- C'est pourquoi la

quantité de chaleur qui pénetre par la premiére surface dans
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la tranche, dont I'épaisseur est dx, est proportionnelle a
Arui
dx

Nous insistons sur cette remarque parce que I'omission
que I'on en avait faite a €té le premier obstacle a I'éta-
blissement de la théorie. Em ne faisant point une analyse
compleéte des €léments de la question, on obtenait une équa-
tion non homogene, et,a plus forte raison, on naurait pu
former les équations qui expriment le mouvement de la cha-
leur dans des cas plus composés.

Il était nécessaire aussi d'introduire dans le calcul les
dimensions du prisme, afin de ne point regarder comme
générales les conséquences que l'observation avait fournies
dans un cas particulier. Ainsi I'on a reconnu par l'expérience
qu'une barre de fer,dont on échauffait I'extrémité, ne pou-
vait acquérir, & six pieds de distance du foyer, une tempéra-
ture d’'un degré (octogésimal); car, pour produire cet effet, il
faudrait que la chaleur du foyer surpassit beaucoup celle
qui met le fer en fusion; mais ce résultat dépend de I'épais-
seur du prisme que on a employé. Si elle eit €té plus
grande, la chaleur se serait propagée & une plus grande
distance,, C'est-a-dire, que le point de la barre qui acquiert
une température fixe d'un degré, est d’autant plus €loigné
du foyer que la barre a plus d'épaisseur, toutes les autres
conditions demeurant les mémes. On peut toujours élever
d’un degreé la température*de 'extrémité d'un cylindre de fer,
en €chauffant ce solide par son autre extrémité; il ne faut
que donner au rayon de la base une longueur suffisante ;
cela est, pour ainsi dire, évident, et d'ailleurs on en trouvera
Ja preuve dans la solution de la question (art. 78).
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76.
" L’intégrale de I'équation précédente est
L a2k
. e L0 —
V=Ae Vi +Be V3, A e B étant deux con-

tantes arbitraires; or, si I'on suppose la distance x infinie,

la valeur de la température » doit étre infiniment petite;
'xn'l

—_—
done le terme B e ‘ne subsiste point dans1’ mtegrale;
24

ainsi I'équation v=Ae ! représente I'état permanent
du solide; la température a Uorigine est désignée par la con-
stante A, paisqu'elle est la valeur de » lorsque x est nulle.

Cette méme loi suivant laquelle les températures décrois-
sent , est donnée aussi par l'experience; plusieurs physiciens
ont observé les temperatures fixes des différents points
d'une barre métallique exposee par son extrémité 4 l'action
constante d’un foyer de chaleur, et ils ont reconnu que les
distances a l'origine représentent les logarithmes, et les tem-
peératures les nombres correspondants.

77
La valeur numérique du quotient constant de deux tem-
pératures consécutives étant déterminée par Iobservation ,

on en déduit facilement celle du rapport —2: car, en dési-

gnant par v,, v,, les temperatures qui répondent aux dis-
tances z,, x,, on aura

A

—.(_r'.._._r’ & }Bg w.——]og 2,
;—":3 ) k V, X, —F, V_Z

Quant aux valeurs se’pare'es de % et de &, on ne peut les
déterminer par des expériences de ce genre: il faut observer
aussi le mouvement vari€ de la chaleur.

9
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SECTION VL
De I Echauffement des espaces clos.

81.

Nous ferons encore usage des théorémes de l'article 7a
dans la question suivante, dont la solution présente des ap-
plications utiles; elle consiste 4 déterminer le degré d’échauf-
fement des espaces clos.

On suppose qu'un espace d'une forme quelconque, remph
d'air atmosphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes
les parties de 'enceinte sont homogenes et ont une épais-
seur commune e, assez petite pour que le rapport de la
surface extérieure i la surface intéricure differe peu de l'u-
nité. L'espace que cette enceinte termine est échauffé par
un foyer dont l'action est constante; par exemple, au moyen
d'une surface dont l'étendue est s, et qui estentretenue a la
température petmanemde a.

On ne considére ici que la température moyenne de l'air
contenu dans I'espace, sans avoir égard a l'inégale distribu-
tion de la chaleur dans cette masse d'air; ainsi I'on suppose
que des causes subsistantes en mélent incessamment toutes
les portions, et rendent leur température uniforme.

On voit d'abord que 1a chaleur qui sort continuellement
du foyer se répandra dans lair environnant, et pénétrera
dans la masse dont l'enceinte est formeée, se dissipera:en
partie par la surface, et passera dans lair extérieur que Pon
suppose entretenu a une température moins élevée et per-
manente n. L'air intérieur s'échauffera de plus en plus; il en
sera de méme de P'enceinte solide : le systéme des tempéra-
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tures s'approchera sans cesse d'un dernier état qui est Fobjet
de la question, et qui aurait la propriété de subsister de lui-
méme et de se conserver sans aucun changement, pourvu
que la surface du foyer o fit maintenue & la termpérature ay
et l'air extérieur a la température 7.

Dans cet état permanent que l'on veut déterminer, l'air
intérieur conserve une température fixe m : la température
de la surface intérieure s de l'enceinte solide a aussi une va-
leur fixe @, enfin la surface extérieure s, qui termine cette
enceinte, conserve une température & moindre que @, mais
plus grande que n. Les quantités ¢, ¢, s, e et n sont connues,
et les quantités m, a et b sont inconnues.

C'est dans T'excés de la température m sur celle de Pair
extérieur r que consiste ke degré de I'échauffement; il dépend
évidemment de l'étendue ¢ de la surface échauffante et de
sa température «; il dépend aussi de I'épaisseur ¢ de l'en-
ceinte, de I'étendue s de la surface qui la termine, de la
facilité avec laquelle la chaleur pénetre sa surface intérieure
ou celle qui lui est opposée; enfin de la conducibilité spé-
cifique de la masse solide qui forme I'enceinte; car si I'un
quelconque. de ces éléments venait a étre changg, les autres
demeurant les mémes, le degré de 'échauffement varierait
aussi. Il s'agit de déterminer comment toutes ces quantités
-entrent dans la valeur de m —n.

- 8a.

L’enceinte solide est terminée par deux surfaces égales,
dont chacune est maintenue 4 une température fixe; chaque
élément prismatique du solide compris entre deux portions
opposées de ces surfaces, ét les normales élevées sur le
contour des bases, est donc dans le méme état que s'il ap-
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m-—-n==e—m P, en désignant par P la quantité¢ connue

’—(g+5:+ &)
I‘ 3

on en conclut

B P ,_n)£(£+£+%)
(R i+ 6+ £+ §)
85.

Ce résultat fait connaitre comment le degré de I'échauffe-
ment m—n dépend des quantités données qui constituent
I'hypothese. - |

Nous indiquerons les principales consequences que l'on
en peut deduire.

1° Le degré de I'échauffement m—n est en raison directe
de Yexces de la temperature du foyer sur celle de Fair exté-
rieur.

2° La valeur de e—nr ne dépend point de la forme de
T'enceinte ni de sa capacité, mais seulement du rapport - =de

la surface dont la chaleur sort i la surface qul la regoit, et
de I'épaisseur e de I'enceinte.

Si I'on double la surface « du foyer, le degré de I'échauf-
fement ne devient pas double, mais il augmente suivant une
certaine loi que I'équation exprime.

3o Tous les coéfficiens spécifiques qui réglent laction de
la chaleur, savoir: g, K, H et &, composent, avec la di-
mension ¢, dans la valeur de m—nr, un €lément unique

g + %’_—3 + g , dont on peut determmer la valeur par les ob-

servatlous.
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Si l'on doublait V'épaisseur e de Venceinte, on aurait le
méme résultat que si 'on employait, pour la former, une
substance dont la conducibilité propre serait deux fois plus
grande. Ainsi l'emploi des substances qui conduisent diffi-
cilement la chaleur permet de donner peu d'épaissour a V'en-

inte; I r i ’ ot
ceinte; l'effet que 'on obtient ne dépend que du rapport .

4° Si la conducibilité K est nulle, on trouve m —p =g ;
c'est-a-dire. que l'air intérieur prend la température du
foyer: il en est de méme si H est nulle ou si 2 est nulle.
Ces conséquences sont d’ailleurs evidentes, puisque la cha-
leur ne peut alors se dissiper dans I'air extérieur.

50 Les valeurs des quantités g, H, %, K et a, que l'on
suppose connues, peuvent étre mesurées par des expé-
riences directes, comme on le verra par la suite; mais, dans
la question actuelle, il suffirait d'observer la valeur de
m—n qui correspond a des valeurs données de ¢ et de a,
et on sen servirait pour déterminer le coéflicient total

q
(@—n);p

£ LB & ‘équati —n—
% + 5 + §7, au moyen de I'équation m —n

: T

dans laquelle p désigne le coéfficient cherché. On mettra
dans cette équation, au lieu de % et de a—n, lcs valeurs

de ces quantités, que l'on suppose donneées, et. celle de
m-—-n, que l'observation aura fait connaitre. On en déduira

la valeur de p, et I'on pourra ensuite appliquer la formule &
une infinité d'autres cas.

60 Le coefficient H entre dans la valeur de m—nr de la
méme maniére que le coéfficient £; par conséquent 1'état de
10
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la superficie, ou celui de I'enveloppe qui la couvre, procure
le méme effet, soit qu'il se rapporte a la surface intéricure
ou a la surface extérieure.

On aursit regardé comme inutile de faire remarquer ces
diverses conséquences, si l'on ne traitait point ici des ques-
tions toutes nouvelles, dont les résultats peuvent étre d’'une
utilité immédiate.

86.

On sait que les corps animés conservent une température
sensiblement fixe, que I'on peut regarder comme indépen-
dante de la température du milieu dans lequel ils vivent.
Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur
constante, de méme que les substances enflammeées dont
la combustion est devenue uniforme. On peut donc, a
laide des remarques precédentes, prévoir et régler avec
plus d’exactitude I'élévation des ternpératures dans les lieux
ol I'on réunit un grand némbre d’hommes. 5i I'on y observe
la hauteur du thermometre dans des circonstances données,
on déterminera d’avance quelle serait cette hauteur, sile
nombre d'hommes rassemblés dans le méme espace deve-
nait beaucoup plus grand.

A la vérité, il y a plusieurs circonstances accessoires qui
modifient les résultats, telles que linégale épaisseur des
parties des enceintes, la diversité de leur exposition, I'effet
que produisent les issues, I'inégale distribntion de la chaleur
de lair. On ne peut donc faire une application rigoureuse
des regles données par le calcul ; toutefois, ces régles sont
précieuses en elles-mémes , parce qu'elles contiennent les
vrais principes de la matiere : clles préviennent des raison-
nements vagues et des tentatives inutiles ou confuses.
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87.

Si le méme espace était échauffé par deux ou plusieurs
foyers de différente espece, ou si la premiére enceinte était
- elle-méme contenue dans une seconde enceinte séparée de
la premiere par une masse dair, on déterminerait facile-
ment aussi le degré de l'échauffement et les températures
des surfaces.

En supposant qu’il y ait, outre le premier foyer o, une
seconde surface échauffée = dont la température constante
soit B, et la conducibilité extérieure ;j, on trouvera, en
conservant toutes les autres dénominations, I'équation sui-

vante :
e ﬂw‘) (:‘{ X 1)
(F+5) (k+a*i
8.4 IO g Bp]
si 'on ne suppose qu'un seul foyer q, et si la premiére en-
ceinte est elle-méme contenue dans une seconde, on repré-
sentera par §, &', ¥, H), les éléments de la seconde enceinte
qui correspondent a ceux de la premiere, que 'on désigne

par S. A. & H, et l'on trouvera, en nommant p la tempé-
rature de lair qui euvironne la surface extérieure de la

I e T

seconde enceinte, I'équation suivante :

a—n.P

mPE ST

La quantité P represente
(1% B+ 30 )
5 (k +% tu)trsut i
On trouverait un resultat semblable si I'on supposait trois

ou un plus grand nombre d'enceintes successives; et f'on en
10.
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conclut que ces enveloppes solides, séparées par Tair, con-
courent beaucoup a augmenter le degré de I'échauffement,

quelquc petite que soit leur épaisseur.
88.

Pour rendre cette remarque. plus sensible, nous compare-
rons la quantité de chaleur qui sort de la surface d'un corps
échauffé, a celle que le méme corps perdrait, si la surface
qui l'enveloppe en était séparée par un mtervalle rempli
d’air.

Si le corps A est échauffé par une cause constante, en
sorte que la surface conserve la température fixe &, lair
étant retenu a la température moindre 2, la quantit¢ de
chaleur qui s'échappe dans l'air pendant l'unité de temps,
a travers une surface égale a lunité, sera exprimée par
h (b—a), h étant la mesure de la conducibilité extérieure.
Donc, pour que la masse puisse conserver la température
fixe &, il est nécessaire que le foyer, quel qu'il soit, fournisse
une quantité de chaleur égale a 2 S (b—a), S désignant
I'étendue de la surface du soulide.

Supposons que 'on détache de la masse A une tranche
extrémement mince qui soit séparée du solide par un inter-
valle rempli d’air, et que la superficie de ce méme solide A,
soit encore maintenue # la température 4. On voit que lair
- contenu entre la tranche et le corps s'échauffera et prendra
‘une température @' plus grande que a. La tranche elle-méme
parviendra 2 un €tat permanent et transmettra a l'air exté-
rieur dont la température fixe est @ toute la chaleur que le
corps perd. 1l s’ensuit que la quantité de chaleur sortie du
solide sera h S (b—&'), au lieu d'étre 4 S (b—a), car
on suppose que la nouvelle superficie du solide et ceiles qui
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terminent la tranche ont aussi la méme conducibilité exté-
rieure &. 1l est évident que la dépense de la source de cha-
leur sera moindre qu'elle n'était d'abord. Il s'agit de con-
nuitre le rapport exact de ces quantités.

~ 8q.

Soient e I'épaisseur de la tranche, m la température fixe
de sa surface inféricure, n celle de la surface supérieure et
K la conducibilité propre. On aura, pour I'expression de la
quantit¢ de chaleur qui sort du solide par sa superficie,
hS(b—a') .

Pour celle de Ja quantité qui pénétre la surface inférieure
de la tranche 2 S (&'~—~m).

Pour celle de la quantité qui traverse une section quel-

conque K § g-ﬁ;f) de cette méme tranche.

Enfin, pour celle de la quantité qui passe de la surface
supérieure dans lair 4 § (n—a).
Toutes ces quantités doivent étre €gales, on a donc les
équations suivantes : =
k (n—a)=- (m—n)
h(n—a)=h(a—m)
h(n—a)=~h (b—a')
Si V'on écrit de plus I'équation identique & (n—a)=4%
(n—a), et sion les met toutes sous cette forme :
n—a=n—a
— h e -
m—n= ¢ (n—a)
' ——m=n-~-a

b—a'=n—a
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on trouvera, en les ajoutant,
&—a:(n-—a)(3+ 6_.]: "

La quantité de chaleur perdue par le solide était....
& S (b—a) lorsque sa superficie communiquait librement a
T'air, elle est maintcnant 2 S (b—a') ou 4 S (n—a) qui €qui-

b—a-
vauta £S g Ac
K

La premiére quantité est plus grande que la seconde, dans
le rapport de 3 + hTLE ar.

Il faut donc, pour entretenir & la température b le solide
dont la superficie communique immédiatement a Vair, plus
de trois fois autant de chaleur qu'il n’en faudrait pour le
maintenir a la méme température &, lorsque l'extréme sur-
face n'est pas adhérente, mais distante du solide d'un inter-
valle quelconque rempli d’air. |

Si 'on suppose que I'épaisseur e est infiniment petite, le
rapport des quantités de chaleur perdues sera 3, ce qui au-
rait encore lieu si la conducibilité K était infiniment grande.

On se rend facilement raison de ce résultat, car la chaleur
ne pouvant s'échapper dans lair extérieur, sans pénétrer
plusieurs surfaces, la quantité qui s'en écoule doit étre d’au-
tant moindre que le nombre des surfaces interposées est
plus grand; mais on n’aurait pu porter, a cet égard, aucun .
. jugement exact si Ion n'eiit point soumis la question au
calcul.

-

90- .
On n'a point considéré, dans l'article précédent, leffet de
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I'irradiation a travers la couche d'air qui sépare les deux
surfaces, cependant cette circonstance modifie la question,
puisqu'il y a une partie de la chaleur qui pénétre immédia-
tement au-dela de 'air interposé. Noms supposerons donc,
pour rendre I'objet du calcul plus distinct, que I'intervalle
des surfaces est vide d'air, et que le corps échauffé est
couvert d'un nombre quelconque de tranches paralleles et
éloignées les unes des autres.

Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane
entretenue a la température 4, se répandait librement dans
le vide et était reque par une surface paralléle entretenue a
une température moindre &, la quantité qui se dissiperait
pendant Y'unité de temps  travers I'unité de superficie serait
proportionnelle a la différence b-—a des deux températures
constantes ; cette quantité serait représentée par H (b—a),
H étant une valeur de la conducibilité relative qui n'est
pas la méme que A. .

Le foyer qui maintient le ‘solide dans son premier état
doit donc fournir, dans chaque unité de temps, une quan-
tité¢ de chaleur égale 4 HS (§—a). Il faut maintenant dé-
terminer la nouvelle valeur de cette dépense dans le cas ol
la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs tran-
ches successives et séparées par des intervalles vides d’air,
en supposant toujours que le solide est soumis a l'action
d'une cause extérieure quelconque qui retient sa superficie
a la température b.

Concevons que le systéme de toutes les températures est
devenu fixe; soit m la température de la surface inférieure
de la premiére tranche qui est par consequent opposée a
celle du solide, soient n la température de la surface supée-
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rieure de cette méme tranche, e son épaisseur, et K sa con-
ducibilité spécifique,, désignons aussi par m',n', m',n,
m*, n, m", n", etc. les températures des surfaces inférieure
et supérieure des différentes tranches, et par K, e, la con-
ducibilit¢ et I'épaisseur de ces mémes tranches, enfin sup-
posons que toutes ces surfaces soient dans un état sem-
blable & la saperficie du solide, en sorte que la valeur du
coéfficient H leur soit commune,

La quantité de chaleur qui pénétre la surface inférieure
d'une tranche correspondante a l'indice quelconque @ est

H S (n_,—m,), celle qui traverse cette tranche est
l.‘;_s(n,.—n,. +1 )y €t la quantité qui en sort par la surface su-
peérieure est H S (n,—n, ). Ces trois quantités, et toutes
celles qui se rapportent aux autres tranches, sont égales;
on pourra donc former les équations en comparant toutes
les quantités dont il s'agit a la premiére d'entre elles, qui
est HS (b—m,); on aura ainsi, en désignant par j le nom-
bre des tranches :

b—m,=b~—m,

m—n=— !-{K—e (b—~m,)

n—m,=b—m,

m,—-—-n,—-_—-]-lk—e (b—=m,)

-

He
mi—n =22 (b—m)
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En ajoutant ces equations, on trouvera

b—a=(b—-m)j(1 + EKE) ‘ )

La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entre-
tenir la superficie du corps A a la température & est

HS(b—a)

Jorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe
entretenue i la température 4. Cette dépense est HS (b—m,)
lorsque I'on place entre la superficie du corps A et la sur-
face fixe entretenue a la tempeérature 5 un -nombre ;j de
tranches isolées; ainsi la quantité de chaleur que le foyer
doit fournir est beaucoup moindre dans la seconde hypo-
these que dans la premiére, et le rapport de ces deux quan-

X
tités estj. Lt %) Si F'on suppose que l'épaisseur e des

tranches soit infiniment petite, le rapport esti.- La dépense

du foyer est donc en raison inverse du nombre des tran-
ches qui couvrent la superficie.
84.

L'examen de ces résultats et de ceux que l'on obtient
lorsque les intervalles des enceintes successives sont occupés
par lair atmosphérique explique distinctement pourguoi
la séparation des surfaces et l'interposition de l'air concou-
rent beaucoup a contenir la chaleur.

Le calcul fournit encore des conséquences analogues
lorsqu’on suppose que le foyer est extérieur et que la chaleur
qui en émane traverse successivement les diverses enveloppes
diaphanes et pénétre l'air qu'elles renférment. C'est ce qui

) 11
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avait lieu dans les expériences ou I'on a exposé aux rayons
du soleil des thermometres recouverts par plusieurs caisses
de verre, entre lesquelles se trouvaient différentes couches
d’air, :

Clest par une raison semblable que la température des
hautes régions de I'atmosphere est beaucoup moindre qu'a
la surface du globe.

En général les théorémes concernant I'échauffement de
l'air dans les espaces clos s'étendent & des questions tres-
variées. Il sera utile d’y recourir lorsqu’on voudra prévoir
et régler la température avec quelgue précision, comme dans
les serres, les étuves, les bergeries, les ateliers, ou dans
plusieurs et.abhssementa civils , tels que les hépitaux, les
casernes, les lieux d’'assemblée.

On pourrait avoir €gard, dans ces diverses applications,
aux circonstances accessoires qui modifient les conséquences
du calcul comme P'inégale épaisseur des différentes parties
de T'enceinte, l'introduction de l'air etc.; mais ces détails
nous écarteraient de motre objet principal qui est la dé-
monstration exacte des principes généraux.

Au reste, nous n'avons consideéré, dans ce qui vient d'étre
dit, que l'état permanent des températures dans les espaces
clos. On exprime aussi, par le calcul, I'état variable qui le
précede, ou celui qui commence a avoir lien lorsquon re-
tranche le foyer, et I'on peut connaitre par-li comment les
propriétés spécifiques des corps que l'on emplow, ou leurs
dimensions, influent sur les progres et sur la durée de
I'échautfement; mais cette recherche exige une analyse diffé-
rente, dont on exposera les principes dans les chapitres
suivants.
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SECTION VIIL

Du mouvement uniforme de la chaleur suivant les trois
] . '
dimensions.

85.

Nous n'avons considére jusqu’ici que le mouvement uni-
forme de la chaleur suivant,une seule dimension, il est
facile d'appliquer les mémes principes au cas ol la chaleur
se propage uniformément dans trois directions orthogonales.

Supposons que les différents points d'un solide compris
entre six plans rectangulaires aient actuellement des tem-
peératures inégales et représentées par I'équation linéaire
ve=A+azr+ by+cz, z, ¥, z, étant les coordonnées
rectangulaires d’'une molécule dont la température est .
Supposons encore que des causes extérieures quelconques,
agissant sur les six faces du prisme, conservent a chacune
des molécules qui sont situées a la superficie, sa tempéra-
ture actuelle exprimée par I'équation générale

v=A+axr+by+ecz, (a)

nous allons démontrer que ces memes causes qui, par hypo-
thése, retiennent les derniéres tranches du solide dans leur
état initial, suffisent pour comserver aussi la température
actoelle de chacune des molécules intérieures, en sorte
que cette température ne cessera point d'étre représentéé
par I'équation linéaire.

L'examen de cette question est un élément de la théorie
générale, il servira & faire connaitre les lois du monvement
varié de la chalenr dans Vintériear d'un solide d'ane forme

1f.
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quelconque, car chacune des molécules prismatiques dont
le corps est composé, est pendant uu temps infiniment petit
dans un ¢tat semblable 4 celui gqu'exprime I'équation
linéaire (a). On peut donc, en suivant les principes ordi-
naires de l'analyse différentielle, déduire facilement de la
notion du mouvement uniforme les équations generales da
mouvement vari€.
86.

Pour prouver que les extrémités du solide conservant
leurs températures il ne pourra survenir aucun changement
dans lintérieur de la masse, il suffit de comparer entre elles
les quantités de chaleur qui, pendant la durée d'un méme
instant, traversent deux plans paralleles. Soit & la distance
perpendiculaire de ces deux plans que 'on suppose d’abord
paralléles au plan horizoatal des x et y. Soient m et m’ deux
molécules infiniment voisines dont I'une est au-dessous da
premier plan horizontal et l'autre au-dessus; soient x, y, z,
les coordonnées de la premiére et o', ¥, Z, les coordonnées
de la seconde. On désignera pareillement deux molécules
M et M infiniment voisines, séparées par le second plan
horizontal et situées, par rapport 4 ce second plan, de Ia
méme maniere que m et m' le sont par rapport au premier,
cest-a-dire, que les coordonnées de M sont x, 5, z4 4, et
celles de M', sont &, &, 2 + b. 1l est manifeste que la dis-
tance m m’ des deux molécules m et m’ est égale a la distance
MM’ des deux molécules M et M’; de plus, soit v la tempé-
rature de m et v’ celle de m/, soient aussi V et V' les tempé-
ratures de M et M) il est facile de voir que les deux diffé-
rences v — ' et V—V' sont égales; en effet, en substituant
d’abord les coordonnées de m et m' dans I'équation générale



CHAPITRE L E 85

v=A+ax + by + cz, on trouve
v—Av=a(x—2')+ b (y—y) +c(z2~—2),

et, en substituant ensuite les coordonnées de M et M, on
trouve aussi V—V=a (z—z)+b (y—y) + ¢ (z—2).
Or la quantité de chaleur que m envoie a m’ dépend de la
distance m m', qui sépare ces molécules, et elle est propor-
tionnelle a la différence »— ' de leurs températures. Cette
quantité de chaleur envoyée peut étre représentée par

g (v—2)d¢;
la valeur du coéfficient ¢ dépend d'une maniere quelconque
de la distance m m/, et de la nature de la substance dont le
solide est formé, d ¢ est la durée de l'instant. La quantité de
chaleur envoyée de M a M', ol l'action de M sur M a aussi
pour expression g (V—V') d¢, et le coéfficient g est le
méme que dans la valeur ¢ (v—2') d ¢, puisque la dis-
tance MM’ est égale a m m' et que les deux actions s'opé-
rent dans le méme solide; de plus V—V' est égal & v —,
donc les deux actions sont €gales.

Si I'on choisit deux autres points n et n' extrémement
voisins I'un de l'autre qui s'envoient de la chaleur & travers
le premier plan horizontal, on prouvera de méme que leur
action est égale 4 celles de deux points homologues N et N’
qui se communiquent la chaleur a travers le second plan
horizontal. On-en conclura donc que la quantité totale de
chaleur qui traverse le premier plan est égale 2 celle qui
traverse le second pendant le méme instant. On tirera la
méme conséquence de la comparaison de deux plans paral-
leles au plan des x et z, ou de deux autres plans paralltles
au plan des y et z. Donc, une partie quelconque du solide
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comprise entre six plans rectangulaires regoit, par chacune
des faces, autant de chaleur quelle en perd par la face op-
posée; donc il n'y a aucune portion du solide qui ptusse
changer de température.

87. :

On voit par la qu'il s'écoule 4 travers un des plans dont
il s'agit une quantité de chaleur qui est la méme & tous les
instants, et qui est aussi la méme pour toutes les autres
tranches paralléles.

Pour déterminer la valeur de ce flux constant, nous la
comparerons & la quantité de chaleur qui s’écoule uniformé-
ment dans un cas plus simple que rous avons déja traité.
Ce cas est celui d'un solide compris entre deux plans infinis
et entretenus dans un etat constant. Nous avons vu que les
températures des différents points de la masse sont alors
représentées par I'équation v=A + cz; nous allons dé-
montrer que le flux uniforme de chaleur gni se propage en
sens vertical dans le solide infini est égal & celui qui s'écoule
dans le méme sens & travers le prisme compris entre six
plans rectangulaires. Cette égalité a lien nécessairement si le
eoéfficient ¢ de I'équation v==A + c z, appartenant aa pre-
mier solide est le méme que le coéfficient ¢ dans Féquation
plus générale v==A +ax+ by + cz qui représente I'état
du prisme. En effet, désignons par H dans ce prisme un
plan perpendiculaire aux z, et par m et p deux molécules
extrémement voisines I'une de l'autre dont la premitre m est
au-dessous du pla'n H, et la seconde est au-dessus de ce
plan, soient v la température de m dont les coordonnées
sont &, ¥, z, et w la température de u dont les eoordonnées
sontx + a, ¥ + B, 2+ y. Choisissons une troisieme molécule
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- &, dont les coordonnées soient x—au, y—8, z -+ y, et dont
" la température soit désignée par . On voit que 4 et ¢ sont
sur un méme plan horizontal, et que la verticale élevée sur
le milieu de la droite ', qui joint ees deux points, passe
_par le point m, ensorte que les distances m . et m §' soat
€gales. L'action de m sur u ou la quantité de chaleur que la
premiere de ces molécules envoie a Fautre & travers le plan
H dépend de la différence v—w de leurs températures.
L'action de m sur p’ dépend de la méme maniere de la diffé-
rence v—w' des températures des molécules, puisque la
distance de m a g est la méwme que celle de m a u'. Ainsi

en exprimant par ¢ (v~—w) laction de m sur p pendant .

Yunité de temps, ou aura ¢ (v—w’) pour exprimer l'action
de m sur ', ¢ étant un facteur inconnu, mais commuan, et
qui dépend de la distance m p et de la nature du solide. Donc
la somme des deux actions exercées pendant l'unité de temps
est g (v—w +v—a/).

Si l'on substitue, au lieu de z, y et z, dans V'équation
générale v=A + ax + by +cz, les coordonnsées de m et
ensuite celles de p et &', on trouvera

Q)—W:-—aa——bﬂ—c'}'
Ve—W=+aa+bp—cy

La somme des deux actions de m sur p et de m sur p' est
donc —agcy. .

Suppasons maintenant que le plan H appartienne an
solide infini pour lequel I'équation des températures est
w==A + cz, et que l'on désigne aussi, dans ce solide, les
molécules m, g et ¢’ dont les coordonnées sont «, v, z,
pour la premiére, x + «, ¥ + B, z -+ y, pour la seconde, et

e
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x—a, y—B8, 2+, pour la troisieme : on trouvera, comme
précédemment, v—w + ¥ — &' == — 2 ¢ y. Ainsi la somme.
des deux actions de m sur p et de m sur ', est la méme dans
le solide infini que dans le prisme compns edtre six: plans
rectangulaires. :

On: trouverait un résultat semblable, si l'on considérait
Yaction d'un autre point n inférieur au plan H sur deux
autres v'et v, placées a4 une méme hauteur au-dessus du plan.
Donc, la somme de toutes les actions de ce genre, qui's’exer-
cent & travers le plan H, c'est-a-dire, la quantité totale de
chaleur qui, pendant 'unité de temps, passe au-dessus de
cette surface, en vertu de laction des molécules extréme-
ment voisines qu'elle sépare, est toujours la méme dans I'un
et l'autre solide.

90 |

Dans le second de ces corps qui est terminé par deux
plans infinis et pour lequel I'équation des températures est
v=A + ¢z, nous savons que la quantité de chaleur écoulée
pendant I'unité de temps a travers une surface égale a I'unité
et prise sur une section horizontale quelconque est —cK,
¢ étant le coéfficient de z, et K la conducibilité spécifique ;
donc, la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris
entre six plans rectangulaires, traverse pendant l'unité de
temps, une surface égale a l'unité et prise sur une section
horizontale quelconque, est aussi — ¢ K, lorsque I'équation
linéaire qul represente les temperatures du prlsme est

v=A+ax+by+caz

On prouve de méme que la quantité de chaleur qui, pen—
dant I'unité de temps, s'écoule uniformément a travers une
unité de surface prisc sur une section quelconque perpendi-~
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culaire aux x, est exprimée par — z K, et que la chaleur
totale qui traverse, peudant l'unité de temps, l'unité de sur-
face prise sur une section perpendiculaire aux y, est exprimée
par—b&K. o R

Les théorémes que nous avons démontrés dans cet article
et dans les deux précédents, ne supposent-point que Taction
directe de la chaleur soit bornée dans l'intérieur de la masse
a upe distance extrémement petite, ils auraient encore lien
si les rayons de chaleur, envoyés par chaque molécule, pou-
vatent pénétrer immédiatement jusqu'a une distance assez
considérable, mais il serait nécessaire, dans ce cas, ainsi que
nous avons remarqué dans l'article 70, de supposer que la
cause qui entretient les températures des faces du solide,
affecte une partie de la masse jusqu'a une profondeur finie.

=3 ..

SECTION VIIL

Mesure du mouvement de lo chaleur en un point donné
‘ ' d'une masse solide.

Il nous reste encore a fairz600nnaitre un des principaux
elements de la théorie de la chaleur, il consiste a définir et a
mesurer exactement la quantité de chaleur qui s'écoule en
chaque point d'une masse solide 4 travers un plan dont la
direction est donnée. :

Si la chaleur est inégalement distribuée entre les molécules
d'un méme corps, les températures de chaque point varie-
ront & chaque instant. En désignant par ¢ le temps écoulé,

et par v la température que regoit apres le temps ¢ une mo-
12
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lécule infiniment petite m, dont les coordonnées sont z, ¥, z;
I'état variable du solide sera exprimé par une équation sem-
blable a la suivante »=F (z, ¥, z, t). Supposons que la
fonction F soit donnée, et que par conséquent on puisse
déterminer, pour chaque instant, la température d'un point
quelconque; concevons que par le point m on méne un plan
horizontal parallele a celui des » et y, et que sur ce plan on
trace un cercle infiniment petit w, dont le centre est en m;
il s'agit de connaitre quelle est I3 quantité de chaleur qui,
pendant l'instant d ¢, passera a travers le cercle w.de la partie
du solide qui est inférieure au plan dans:la partie supé-
rieure. Tous les points qui sont extrémement voisins du
point m, et qui sont au-dessous du plan, exercent leur
action pendant l'instant infiniment petit ¢, sur tous ceux
qui sont au-dessus du plan et extrémement voisins du point
m, c'est-a-dire, que chacun de ces points placés d'un méme
coté du plan, enverra de la chaleur i chacun de ceux qui
sont placés de I'autre c6té. On considérera comme positive

Faction qui a pour effet de transporter une certaine quan-
tité de chaleur au-dessus du plan, et comme négative celle
qui fait passer de la chaleur au-dessous du plan. La somme
de toutes les actions partielles qui s'exercent a travers le
cercle w, cest-a-dire, la somme de toutes les quantités de
chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle,
passent de la partie du solide qui est inférieure au plan
dans la partie supérieure, composent le flux dont il faut
trouver l'expression.

Il est facile de concevoir que ce flux ne doit. pas étre le
méme dans toute I'étendue du solide, et que si en un autre
point m’ on tragait un cercle horizontal o' égal au précédent,
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les deux quantités de chaleur qui s'élévent au-dessus de ces
plans © et o pendant le méme instant pourraient n'étre
point égales; ces quantités sont comparables entre elles et
leurs rapports sont des nombres que l'on peut facilement
détermiuver. s
: _' 97 : ;

Nous connajssons déja la valeur du flux constant pour le
cap du monyement linéaire et uniforme; ainsi dans;yn solide
compi"is entre deux plans horizoqtaux‘ipfinis dont I'un est
entretenu a la tempé‘ra't'ﬁre a, et l'autre i la température 5,
le flux de chaleur est le méme pour chaque partie de la
masse; on peut le considérer comme ayant lieu dans le sens
vertical seutement. Sa valeur correspondante 2 I'unité de

LT 1) . g . S —& % X
surface et & l'unité dé temps est K (fc—) , e désignant la

X! ' R < ; g : . , Fi
distance perpendiculaire des denx plans, et K la conducibi-
lité spécifique; les températures des différents points du

. . » I . a"“—'b
solide , sont exprimées par T'équation ’v:d—-—-( » ) z..

" Lorsqu'’i} s'agit d'un sqﬁdc com{pris ‘entre six plans rectan-
gulaires paralléles deux 3 deux, et lorsque Jes températures
des différents ‘poitits sont exprimées par I'équation linéaire
v=A+az+by+ cz, la propagation a lieu en méme
temps selon les trois directions des z, desy etdes z; la
quantité de chaleur qui s’écoule  travers une porticn déter-
minée dun plan paraliele i célui des = et y, .est la méme
dans toute l'étendie du prisme; sa valéur correspondante &
Tunité de surface.et & I'unité de temps est —c K , dans le
sens des z, elle est — &K, dans le sens des y, et —a K,
dans celnides z. -~ - - - - ‘
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En général la valeur du flpx vertical, dans les deux cas
que 'on vient de citer, ne dépend que du coéfficient de z et
de la condumblhte spécifique K; cetpe valeur - est toujours

egalea ---K T

Lexpressnon de la quantité de chaleur qui, pendant Iin-
stant d ¢, g'écoule 4 travers un cercle horizontal infiniment
petit, dont la surface est w, et passe ainsi de ‘la partie du
solide qui est inférieure au plan du cercle,dans la partie
superieure, est, pour Iq$ ’det_llx' cas dont Ii.lls’agit;x—- K,;—-E!u dt.

Il est aisé maintenant de géméraliser cé résultat et de
reconnaitre qu'il a lieu quel que soit le mouvement varié de
la chaleur exprimé par l'éqpation v=F (z,7, 2, t) ,

En effet, désignons par Z, ¥, 7, les coordonnées du point
m,' et sa terhpérature actuelle par *v'.'Soi?nf:.'t" + 5y + 1,
Z + ¥, les coordonnées d'un point ¢ infiniment voisin du
point m et dont la tempeérature est w; £, », ¥, sont des
quantités infiniment petites ajoutées aux coordonnées 2, y, 25
elles déterminent la position des molécules infiniment voi-
sines du pomt m, par rapport a trois axes rectangulalres,l'
dont l'origine est en m, et qui seraient paralleles aux axes
des z, des y, et des z. En di{férentiant Péquation .

v=f (&, ¥ 2, t),
et remplagant les différentielles par £, 4, ¥, on aura, pour

exprimer la valeur de- w, qui- eqmvaht hfv + dv, l'équa-

tion linéaire w =1/ +j = dy“+ d ?:, les coéfficients
c dv dv dv
Vs Ty do sont des fonctions de z, y, z, £, dans
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lesquelles on a mis pour x, ¥, z, les valeurs données et con-
stantes z, ¥, 2, qui convierment au point m.

Supposons que le méme point m appartienne aussi 4 un
solide compris entre six plans rectangulaires, que les tem-
pératures actuelles des points de ce prisme, qui a des di-
mensions finies, soient exprimées par équation linéaire
w=A+ab+bn+cl; et que les molécules placées sur
les faces qui terminent le solide soient retenues par une
cause extérieure a la température qui leur est assignée par
Véquation linéaire. £, v, {, sont les coordonnées rectangu-
laires d'une molécule du prisme, dont la température est
‘w, et qui est rapportée aux trois axes dont l'origine est
en m.

Cela posé, si Fon prend pour valeurs .des coéfficients

constants, A, a, b, ¢, qui entrent dans l'équation du prisme

dv' dv' dv
les quantites 2, % 4y di qui appartiennent & 'équa-

tion différentielle ; I'état du pnsme exprimeé par I'équation

dv d'v d d l l l
W_q',+d.rE+ d_r“+ =7 % coincidera, le pus qu’i

est possible, avec Fétat du solide; c’'est-a-dire, que toutes
les molécules infiniment voisines du point m auront la méme
température , soit qu'on les considere dans le solide ou dans
le prisme. Cette coincidence du solide et du prisme est en-
tierement analogue & celle des surfaces courbes avec les plans
qui les touchent.

I est évident, d'aprés cela, que la quantité de chaleur qui
g'écoule dans le solide i travers le cercle u, pendant I'in-
stant d ¢, est la méme que celle qui s'écoule dans le prisme
a travers le méme cercle; car toutes les molécules dont I'ac- -
tion concourt 4 Pun et & l'autre effet, ont la méme tempé-
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rature dans les deux solides. Donc, le flux dont il s'agit 2

pour expresmon dans l'un’et 'autre solide, — K %3: wdt

1l serait —K 2 T)’ w dt, st le cercle w, dont le centre est m,

était perpendiculaire & I'axe des y, et — K g-z wdt, 8 ce
cercle était perpendiculaire 2 I'axe des x. '

La valeur du flux que I'on vient de déterminer varie dans
le solide d’'un point a un autre, et elle varie aussi avec le
temps. On pourrait concevoir qu'elle 2, dans tous les points
de l'unité de surface, la méme valeur qu'au point m, et
qu'elle conserve cette valeur pendant l'unité de temps, alors

dv
le flux serait expnme par —K —

le sens des y, et — K dans celui des x. Nous employons

, il serait — K 2—- dans

ordinairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rap-
portée a l'unité de temps et & 'unité de surface.

99

Ce théoréme sert en général a mesurer la vitesse avec
laquelle la chaleur tend & traverser un point donné d'un
plan situé d'une maniere quelconque dans l'intériear d'un
solide dont les températures varient avec le temps. Il faut,
par le point donné m, élever une perpendiculaire sur le
plan_et élever en chaque point de cette perpendiculaire des
ordonnées qui représentent les températures actuelles de ses
différents points. On formera ainsi une courbe plane dont
I'axe des abscisses est la perpendiculaire. La fluxion de I'or-
donnée de cette courbe, qui répond au point m, étant prise
avec un signe contraire, exprime la vitesse avec laquelle la
chaleur se porte au-dela du plan. On sait que cette fluxion
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de l'ordonnée est la tangente de P'angle formé par 'élément
de la courbe avec la parallele aux abscisses.

Le résultat que l'on vient d'exposer est celui dont on fait
les applications les plus fréquentes dans la théorie de la cha-
leur. On ne peut en traiter les différentes questions sans se
former une idée trés-exacte de la valeur du flux en chaque
point d'un corps dont les températures sont variables. Il est
nécessaire d'insister sur cette notion fondamentale: I'exemple
que nous allons rapporter indiquera plus clairement l'usage
que I'on en fait dans le calcul.

100. -

Supposons que les différents points d’'une masse cubique
dont le coté est ; « , aient actuellement des températures
inégales représentées par I'équation v==cos. z. cos. y. cos. z.
Les coordonnées x, ¥, z, sont mesurées sur trois axes rec-
tangulaires dont l'origine est au centre du cube, et qui sont
perpendiculaires aux faces. Les points de la surface exté-
rieure du solide ont actuellement la température o, et 'on
suppose aussi que des causes extérieures conservent 4 tous
ces points leur temperature actuelle o. D'apres cette hypo-
thése, le corps se refroidira de plus en plus, tous les points
- situés dans F'intérieur de Ia masse auront des températures
variables et, apres un temps infini, ils acquerront tous la
température o de la surface.

Or, nous démontrerons, par la suite, que I'état variable
de ce solide €st exprimé par I'équation

L]
w==e—8' CO8. X. COS. Y. COS. 2,

le coéfficient g est égal a %—g , K est la conducibilité spéci-
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fique de la substance dont le solide est formé, D est la den-
sité, et C la chaleur spécifique; ¢ est le temps écoulé.

Nous supposons ici que 'on admet la verité de cette équa-
tion, et nous allons examiner Fusage que P'on en doit faire
pour trouver la quantité de chaleur qui traverse un plan
donné paralléle 4 'un des plans rectangulaires.

Si, par le point m, dont les coordonnées sont z, ¥, z, on
méne un plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d'apres

Yarticle précédent, que la valenr du flux, en ce point et a

- d FL : . -
travers le plan, est — K —, ouK e~# cos. z. cos.y. sin. z

La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant d¢,
un rectangle infiniment petit, situé sur ce plan et qui-a pour
cotés d x et dy, est

~ Ke~#'cos.x. cos. y. sin. z. dxdy dt.
Ainsi la chaleur totale qui, pendant l'instant J ¢, traverse
Pétendue entiére du méme plan, est

Ke~—¢'sin, z dtfcos. x. cos.yda d;r,

la double intégrale étant prise depuns x -*-_—-; n, jusqua

z == 1 =, et depuis ¥ = — ¢ x, jusqua y = =. On trou-

vera donc, pour I'expression de cette chaleur totale,
4Ke—¢sin z. d¢.

Si l'on prend ensuite intégrale par rapport a ¢, depuns
t—o ]usqua‘i t="=t, on trouvera la quantité de chaleur qui
a traversé le méme plan depuis que le refroidissement a
commencé , jusquau ;,moment actuel. Cette mtegrale est

% sin. z (1—e~¢'), elle a pour valeur 2 la surface

4K

I (1—e-8),
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en sorte quaprés un temps infini 'l quantité de chaleur

perdue, 'par' Tune des faces, est%ls- Le méme raisonnement

S’app_liquanl; a chacune des six faces, on conclut que le solide
a perdu par son refroidissement complet une chaleur totale

tlont la’ quant:te est —%—— on 8 C D, puisque g équivaut &

Cette chaleur totale,’ qul 5€ dlsste pendant la durée du

refrmdxssement, dont étre en effet indépendante de la condus
cibilité propre K, qui ne peut mﬂu;er que-syr'le plus ou
moins de vitesse du refroidissement.
100, .

On peut déterminer d'une autre maniere la quantité de
chaleur que le solide perd pendant un temps donné, ce qui
servira, en quelque sorte, & vérifier le calcul précédent. En
effet la masse de la molécule rectangulaire, dont les dimen-
sions sont dx, dy,dz, est D. d z dy dz, par consé-
guent la quantité de chaleur qu'il faut lui donner pour la
porter de la température o a celle de Fean bouillante est
CD.dz dy dz, et gl fallait élever la molécule a la tem-
pérature v, cette chaleur excédente seraitv CD dx dy dz.

Il suit de la que pour traunver la quantité dont la chaleur
du solide surpasse, apres le temps ¢, celle qu'il contiendrait
4 la température o, il faut prendre lintégrale multiple
[{(vC.Ddzx.dy.dz),entre les limites z == x, 2 =13 =,

=—imy=inz=—imi=in

On trouve ainsi, en mettant pour v sa valeur, savoir :
e~ §'cos. x co8. y CO8. z,

que Yexcés de la chaleur actuelle sur celle qui convient a la
13
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température o est 8 C.D (x—e—#); ou, aprés un temps
infini, 8 C D, comme on I'a trouvé précédemment.

Nous avous exposé, dans cette introduction, tous les €lé-
ments qu'il est nécessaire de connaitre pour résoudre les
diverses questions relatives au mouvement de la chaleur
dans les corps solides, et nous avons donné des applications
de ces principes, afin de montrer la maniére de les employer
dans le calcul; l'usage le plus important que I'on en puisse
faire est d'en déduire les équations générales de'la propaga-
tion de la chaleur, ce qui est L'objet du chapitre suivant.

i
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ﬁQUATlONS DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR,

SECTION PREMIERE.

Equahbn du mouwvement varié de la chaleur dans une
armille.

I0IL.

ON pourrait formrer les équations générales qui représentent
le mouvement de la chaleur dans les corps solides d'une
fizure quelconque, et les appliquer aux cas particuliers. Mais
cette méthode entraine quelquefois des calculs assez compli-
qués que 'on peut facilement éviter. Il y a plusieurs de ces
questions qu'il est préférable de traiter d'une maniére spé-
ciale, en exprimant les conditions qui leur sont propres;
nous allons suivre cette marche et examiner séparément les
questions que l'on a énoncées dans la premiére section de
I'introduction ; nous nons bornerons d’abord & former les
équations différentielles, et nous en donnerons les mtegr&lea
dans les chapitres snivants.
102,

On a déja considéré le mouvement uniforme de la chaleur
dans une barre prismatique d'une petité épaisseur et dont
lextrémité est plongée dans une source constante de chaleur.
Ce premier cas ne présentait aucune difficulté, parce qu'il

ne se rapporte qua I'état permanent des températures, et
13.
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que I'équation qui l'exprime s'integre facilement. La question
suivante exige un examen plus approfondi; elle a pour objet
de déterminer l'état variable d'un anncau solide dont les
différents points ont requ des températures initiales entié-
rement arbitraires.

L’annean solide ou armille est engendré par la révolution
d’une section rectangulaire autour d'un axe perpendiculaire
au plan -de I'annean (Poyez fig. 3). ! est le périmétre de la
section dont S est la surface, le coéfficient 2 mesure la condu-
cibilité extérieure, K la conducibilite propre, C la capacité
spécifique de chaleur, D la densité. La ligne oxa'a
représente la circonférence moyenne de I'armille ou celle quit
passe par les centres de figure de toutes les sections; la dis-
tance d'une section a l'origine o0, est mesnrée par l'arc dont.
la longueur est z; R est le rayon de la circonférence moyenne.
* On suppose qua raison des petites dimensions et de la
forme de la section on puisse regarder comme égales, les
températures des différents points d'une méme sectlon

: 103. a
" Concevons que l'on donne actuellement aux différentes,
tranches de I'armille, des températures initiales arbitraires,
et que ce solide soit ensuite exposé a l'air qui conserve la
température o, et qui est deplacé avec une vitesse coustante;,
le systéme des tempeératures variera continuellement, la cha-
leur s¢ propagera dans l'anneau, et. elle se dissipera par.la
surface :- on demande quel sera. letat du solide da,;ls un1
instant danoé,. . . :

. Seit v la te,mperamn; que la $e€thl'l placqe a la dls;ance .n
ayra acquise.-apres le;temps écoulé ¢, ». est,une certaine
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fonetionde x et de ¢, dans laquelle doivent entrer aussi toutes
les températures initiales ; c'est cette fonction qu'il s'agit de
découvrir.,

104.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une
tranche infiniment petite, comprise entre une section placée
a la distance x, et une autre section placée A la distance
z+dx. L'état de cette tranche pendant la durée d'un instant
est celui d'un solide infini que terminent deux plans paral-
leles retenus a des températures inégales ; ainsi la quantité de
chaleur qui s'écoule pendant cet instant 4¢ & travers la pre-
miere section, et passe ainsi de la partie du solide qui pré-
cede la tranche dans cette tranche elle-méme, est mesurée
d'apres les principes établis dans I'introduction, par le produit
de quatre facteurs, savoir, la conducibilité K, l'aire de la

section S,le rapport—fj—: et la durée de I'instant; elle a pour
eipression~KS§—E dt. Pour connaitre la quantité de chaleur

qui sort de la méme tranche a travers la seconde section, et
passe dans la partie contigué du solide, il faut seulement
changer z en z +dx dans I'expression précédente, ou ce qui
est la méme chose, ajouter a cette expression sa différentielle
prise par rapport 4 z : ainsi la tranche recoit par une de ses

faces une quantité-de chaleur égale 2 -—-KS;—E dt et perd
par la face opposée'une quantité de chéleur exprimée par
~-KS%¥dt—KS72 dxdt. Elle acquicrt donc & raison de
s ‘position une gnantité de chaleur égale ala dlfference de

deux quantltes precedeutes qm est K S k. d z d t’
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D'un autre coté cette méme tranche dont la surface exté-
rieure est /dx et dont la température differe infiniment pen
de <, laisse échapper dans l'air pendant linstant d¢ une
quantité de chaleur équivalente & 2lvdxdt; il suit de la
que cette partie infiniment petite du solide conserve en effet
une quantité de chaleur représentée par

KS %2 dedt—hivdzds

et qui fait varier sa température. Il faut examiner quelle est
la quantité de ce changement.
105.

Le coéfficient C exprime ce qu'il faut de chaleur pour

- élever I'unité de poids de la substance dont il s’agit depuis
la température o jusqu’a la température 1 ; par conséquent,

en multipliant le volume 5sd x de la tranche infiniment pe-

tite par la densité D, pour connaitre son poids, et par la

capacité spécifique de chaleur C, on aura CDsdz, pour
la quantité de chaleur qui éleverait le volume de la tranche

“depuis la température o jusqu'a ia température 1. Donc l'ac-
croissement de la température qui résulte de I'addition d’une

quantité de chaleur égale 3 KS gdxdt—-klmdxdt
se trouvera en divisant cette derniére quaiitité par CD Sdz.
Donc en désignant selon l'usage par %i:—’ d t I'accroissement

de température qui a lieu pendant Vinstant d¢, on aura
y . dv K d P ’ll’
Téquation 77 = &5 55 — opg > (8.)

Nous expliquerons par la suite 'usage que Fon doit faire
de cette équation pour en déduire une solution complette .
et c'est en cela que consiste la difficulté de la question; nous
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nous bornerons ici 4 une remarque qui concerne letat per-
manent de I'armille.
106.

Supposons que le plan de l'anneau étant horizontal, on
place au-dessous de divers points m 1 p g etc., des foyers de
chaleur dont chacun exerce une action constante; la chaleur
se propagera dans le solide, et celle qui se dissipe par la
surface étant incessamment remplacée par celle qui émane
des foyers, la température de chaque section du solide s'ap-
prochera de plus en plus d'une valeur stationnaire qui varie
d’une section a I'autre. Pour exprimer, au moyen de I'équa-
tion (4), la loi de ces derniéres températures qui subsis-
teraient d'elles-mémes si elles étaient étabkes; il faut supposer
que la quantlte v ne varle pomt par rapport at,ce qui rend

nul le terme ‘z On aura ainsi l'équation
Al '——--rl/‘—‘ +.rl/f-{ 1

e v ouv=Me B4+ Ne | ;

dz " KS
M et N étant les deux constantes.
107.

Supposons qu'une portion de la circonférence de Fannesu,
placée entre deux foyers cdnsécutifs, sont divisée en parties
égales, désignons par v, v, MV, ete., les tempematares des
points de division dont les distances & lorigine sont
z, x, x, x, etc., la relation entre » et x sera donn¢e par
I'équation précédente, aprés que I'on aura déterminé les

deux constantes au moyen des deux valeurs de v qui corres-
1 L1
pondent aux foyers. Désignant. par « la quantité ¢ =~ *°
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et par ) la distance z, — z, de deux points de division con-
sécutifs ; on aura les équations:

», =M '+ N *
x, — —x
v,:Mul a'+Na 'a
ax, ~—~a) —ax,
’v;=M=“l +N¢ ,‘a 9

. e + * . ¥ v . ——
d’oti I'on tire la relation suivante 24h 2=y +¢ ~, On

trouverait un résultat semblable pour les trois points dont
les températures sont , v, 7, et en général pour trois points
consécutifs. Il suit de la que si I'on observait les tempéra-
tures v, v, vy ¥ Vs, etc., de plusieurs points successifs, tous
placés entre les deux mémes foyers m et n et séparés par un
intervalle constant 3, on reconnaitrait que trois températures
consécutives quelconques sont toujours telles que la somme

de deux extrémes, divisée par la moyenne, donne un quotient

A —X
constant a 4+« .

108,

Si, dans l'espace compris entre deux autres foyers n et p,
I'on observait les températures de divers autres points séparés
par le méme intervalle ), on trouverait encore que pour trois
points consécutifs quelconques, la somme des deux tempe-
ratures extrémes, divisée par la moyenne, donne le méme

quotient «' +a . La valeur de ce quotient ne dépend ni de
la position, ni de I'intensité des foyers.
: 199: '
Soit g cette valeur constante, on aura I'équation

1”29 'IJ,-——'D.
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on voit par-la que lorsque la circonférence est diwsée en
parties égales, les températures des points de division, com-
pris entre deux foyers consécutifs, sont représentées par les
termes d'une série recurrente dont 'échelle de relation est
composée de deux termes g et — 1.

Les expériences ont pleinement confirmé ce résultat. Nous
avons exposé un anneau métallique a P'action permanente et
simultanée de divers foyers de chaleur, et nous avons observé
les températures stationnaires de plusieurs points séparés
par un intervalle constant ; nous avons toujours reconnu que
les températures de trois points consécutifs quelconques,
non séparés par un foyer, avaient entre elles la relation dont
il s'agit. Soit que I'on multiplie les foyers, et de quelque ma-
niere gu'on les dispose, on ne peut apporter aucun change-
v, -+ Y,

Y,

ment 4 la valeur numérigue du quotient ;il ne dépend

que des dimensions ou de la nature de I'anneau, et non de
la maniére dont ce solide est échauffé.
[10.
Lorsqu'on a trouvé, par 'observation, la valeur du quotient

v, v
constant ¢ ou _;,E__’,] on en conclut la valeur de «, au
’ . X — .
moyen de I'équation «' + « =g¢. L'une des racines est o',

et l'autre racine est «—*. Cette quantit€ étant deéterminée, on
A ; 3
en conclut la valeur du rapport Ko qui est %(log. a") :

Désignant «" par w, on aura o’—¢ w+ I :=0. Ainsi le rapport
des deux conducibilités se trouve en multipliant = par le

P 7 P
quarré du logarithme de l'une des racines de l'équation
n' —--q w4+ 1I==0.

14

-
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SECTION 11

Equation du mouvement vari de la chaleur dans une -
sphere solide.

111

Une masse solide homogéne, de forme sphérique, ayant
été plongée pendant un temps infini dans un milieu entre-
tenu a la température peimanente 1, est ensuite exposée a
T'air qui conserve la température o, et qui est déplace avec
une vitesse constante : il s'agit de déterminer les états suc-
cessifs du corps pendant toute la durée du refroidissement.

On désigne par x la distance d'un point quelconque au
centre de la sphere, par v la température de ce méme point,
aprés un temps €coulé ¢; on suppose, pour rendre la question
plus générale, que la température initiale, commune i tous
les points qui sont placés a la distance = du centre, est dif-
férente pour les différentes valeurs de x; c'est ce qui aurait
lieu si I'immersion ne durait point un temps infini.

Les points du solide, également distants du centre, ne
cesseront paint d'avoir une température commune; ainsi » est
une fonction de z et de t. Lorsqu'on suppose ¢=o, il est
nécessaire que la valeur de cette fonction convienne a 1'état
initial qui est donné, et qui est entierement’arbitraire.

112,

On considérera le mouvement instantané de la chaleur
dans une couche infiniment peu épaisse, terminée par les
deux surfaces sphériques dont les rayons sont x et z + dz:
la quantité de chaleur qui, pendant un instant infiniment
petit d¢, traverse la moindre surface dont le rayon est x, et
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passe ainsi de la partie du solide qui est plus voisine du
centre dans la couche spherique, est égale au produit de
quatre facteurs qui sont la conducibilité K, la durée d¢,

I'étendue 4 = z* de la éarface, et le rapport j—-:, pris avec un

signe contraire; elle est exprimée par — 4K » 2° % de.

Pour connaitre la quantité de chaleur qui s'écoule pendant
le méme instant par la seconde surface de la méme couche,
et passe de cette couche dans la partie du solide qui 'enve-
loppe, il faut changer, dans l'expression précédente, z en

z + d z; c'est-a-dire, ajouter au terme — 4 K = z’% de, la
différentielle de ce terme prise par rapport a z. On trouve
ainsi —4 K« .z-’——dt—d K.wd(.r —= )dt pour l'expression

de la quantité de chaleur qui sort de la couche sphérique, en
traversant sa seconde surface; et si l'on retranche cette quan-
tit¢ de celle qui entre par la premiére surface, on aura

4Krd (a:’ )d ¢. Cette différence est évidemment la quan-

tité de chaleur qui saccumule dans la couche intermédiaire,
et dont l'effet est de faire varier sa temperature.

113.

Le coéfficient C désigne ce qu'il faut de chaleur pour élever
de la température o 2 la températare 1, un poids déterminé
qui sert d'unité; D est le poids de l'unité de volume; 4=2*dx
est le volume de la couche intermédiaire , ou n'en differe que
d'une quantité qui doit étre omise : donc 4= CD x*d z est
la quantité de chaleur nécessaire pour porter la tranche in-
termédiaire de la température o a la température 1. Il fandra

14.



108 THEORIE DE LA CHALEUR.

par conséquent diviser la quantité de chaleur qui s'accumule
dans cette coyche par 4= C Dz d z, et I'on trouvera I'ac-
croissement de sa temperature v pendant l'instant d ¢ On

. - 3 r - K * 2 d
obtiendra aussi I'équation d’vzﬁ)dt,d(a: . ﬁ) ou
x’dx
dv K d*wv a2 d»
zi=epla=*t=z=) (©)
4.

L'équation précédente représente la loi du mouvement de
la chaleur dans l'intérieur du solide, mais les températures
des points de la surface sont encore assujéties 2 une condition
particuliére qu'il est nécessaire d’exprimer.

Cette condition relative a I'état de la surface peut varier
selon la nature des questions que l'on traite; on pourrait
supposer, par exemple, qu'apres avoir échauffé la sphére, et
élevé toutes ses molécules a la température de I'ean bouillante,
on opere le refroidissement en donnant a tous les points de
la surface la température o, et les retenant A cette température
par une cause extérieure quelconque. Dans ce cas on pourrait
concevoir que la sphere dont on veut déterminer I'état va-
riable est couverte d’'une enveloppe extrémement peu épaisse,
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action.
On supposerait, 1° que cette enveloppe infiniment mince est
adhérente au solide, qu'elle est de la méme suhstance que
lui, et qu'elle en fait partie, comme les autres portions de
la masse ; 2° que toutes les molécules de I'enveloppe sont.
assujéties 4 la température o par une cause toujours agissante
qui empéche que cette température puisse &re jamais au-
dessus ou au-dessous de zéro. Pour exprimer .cette méme
condition dans le calcul, on doit assujétir la fonction », qui

-
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contient x et £,’ 2 devenir nulle, lorsqu'on donne a x sa
valeur totale X égale au rayon de la sphere, quelle que soit
d’ailleurs la valeur de t. On aurait donc dans cette hypothese,
en désignant par ¢ (z,t) la fonction de z et £, qui doit
donner la valeur de », les deux ¢quations
%=E}F—D j?’: + ;Ej—:. et (X, ¢). =o
de plus il faut que I'état initial soit représenté par cette méme
fonction ¢ { x, ¢); on aura donc pour seconde condition -
¢ (%, 0) = 1. Ainsi ['état variable d'une sphere solide dans
la premi¢re hypothése que nous avons décrite, sera repré-
senté par une fonction », qui doit satisfaire aux trois équa-
tions précédentes. La premiere est générale, et convient 3
chaque instant a tous les points de la masse; la seconde
affecte les seules molécules de la surface, et la troisi¢me n'ap-
partient qu’a I'état initial.
' : 115. )

81 le solide se refroidit dans l'air, la seconde équation est
différente; il faut alors concevoir que I'enveloppe extrémement
mince, est retenue par une cause extérieure, dans un état
propre a faire sortir a chaque instant de la sphére, une quan-
tité de chaleur égale a celle que la présence du milieu pent
lui enlever.

Or la quantité de chaleur qui, pendant la durée d'un
instant infiniment petit d ¢, s'écoule dans l'intérieur du so-
lide, a travers la surface sphérique placée a la distance z,

’ 1 dv . . ¢y
est égale 4 — 4 K = & — d ¢; et cette expression génerale est

applicable a toutes les valeurs de x. Ainsi, en y supposant
x==X, on connaitra la quantité de chaleur qui,dans I'état.



110 THEORIE DE LA CHALEUR.

variable de la spheére, passerait a travers l'enveloppe extré-
mement mince qui la termine; d’'un autre c6té, la surface
extérieure du solide ayant ume température variable, que
nous désignerons par V, laisserait echapper dans l'air une
quantité de chaleur proportionnelle & cettc température, et
a 'étendue de la surface, qui est 4 = X*. Cette quantité a
pour valeur 42X Vd¢. '

Pour exprimer, comme on le suppose, que Yaction de
I'enveloppe remplace a chaque instant celle qui résulterait de
la présence du milieu,, il suffit d'égaler la quantité 4)13: X'Vde
3 la valeur que recoit expression — 4 K = X'. j——: dt, ;orS—
quon donne a z sa valeur totale X; et I'on obtient par-la

r - . h - - ) [
I'équation ;—E.-:.: —g ¥, qu doit avoir lieu lorsque dans les

fonctions % et v on met, au lieu de x, sa valeur X, ce que
'on désignera en écrivant K%# hV=o.
116.
I1Taut donc que la valeur deg, prise lorsque z==X, ait un
rapport constant'—l—t avec la valeur de v, qui répond au

méme point. Ainsi, on supposera que la cause extérieurc du
refroidissement détermine toujours I'état de l'enveloppe extré-

. d w5
mement mince, en sorte que la valeur de 23:11 qui résulte de

cet état, soit proportionnelle a la valeur de v, correspondante
a ==X, et que le rapport constant de ees deux quantités

- h - - * " L]
80t — . Cette condition étant remplie au moyen d'une

cause i:oujou.rs présente, qui s'oppose & ce que la valeur
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extréme de g-_-z soit autre que — ]—’;— 2, I'action de 'enveloppe
tiendra lieu de celle de l'air.

Il n’est point nécessaire de supposer que 'enveloppe exté-
ricure soit extrémement mince, et 'on verra par la suite
quelle pourr.ut avoir une épaisseur indéfinie. On considére
ici cette épaisseur comme infiniment petite, pour ne fixer
lattention que sur I'état de la superficie du solide.

117,

11 suit de 14 que les trois équations qui doivent déterminer
la fonction ¢ (%, ¢) ou v sont les suivantes,

d'u___ K rd*w»

d dv
=co(ze+3a) Kz +4V=0s1(2, 0)=1.

La premiére a lieu pour toutes les valeurs possibles de = et
de ¢, la seconde est satisfaite lorsque z—=1X, quelle que soit
la valeur de ¢, et la troisieme est satisfaite lorsque ¢t=o,
quelle que soit la valeur de s.

On pourrait supposer que dans ['état initial , toutes les
—<couches sphériques n'ont pas une méme tempeérature; c'est
ce gui arrive nécessairement, si on ne congoit pas que I'im-
mersion ait duré un temps infini. Dans ce cas, qui est plus
genéral que le précédent, on représentera par F z, la fonction
donnée, qui exprime la température initiale des molécules
placées a la distance & du centre de la sphere; on rempla-
cera alors la troisieme équation par celle-di, ¢ (z, o)=F.

Il ne reste plus quune question purement analytique
dont on donnera la solution dans 'un des chapitres suivants.
Elle consiste & trouver la valeur de v, au moyen de la con-
dition générale, et des deux conditions particulidres aux- .
quelles elie est assujetie.
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SECTION 111

E‘guatz'om du mouvement varid de la chaleur dans un
¢ylindre solide.

118.

Un cylindre solide, d'une longueur infinie, et dont le cété
est perpendiculaire & la base circulaire, ayant ét€ entierement
plongé dans un liquide dont la température est uniforme,
s'est échauffé successivement, en sorte que Jous les points
également éloignés de l'axe, ont acquis la méme température;
on 'expose ensuite a un courant d'air plus froid; il s'agit de
déterminer les températures des différentes couches, apres
un temps donné.

x désigne le rayon d'une surface cylindrique, dont tous
les points sont également distants de I'axe; X est le rayon da
cylindre; v est la température que les points du solide, situés
a la distance x de I'axe, doivent avoir apres qu'il s'est écoulé
un temps désigné par ¢, depuis le commencement du refroi--
dissement. Ainsi v est une fonction de x et de ¢, et si l'ony
fait £—o, il est nécessaire que la fonction de x, qui en pro~
viendra, satisfasse a I'état initial qui est arbitraire.

119.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une por-
tipn infiniment peu épaisse du cylindre, comprise entre la
surface dont le rayon est x, et celle dont le rayon est z +da.
La quantité de chaleur que cette portion recoit pendant
Pinstant d ¢, de la partie du solide gu’elle envcloppe, cest-
_a-dire, la quantité qui traverse pendant ce méme temps la
surface cylindrique dont le rayon est x, et a laquelle nous
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supposons une longueur égale a T'unité, a pour expression
~2Krzx g dt. Pour trouver la quantité de chaleur, qui,

traversant la seconde surface dont le rayon est x+dx,
passe de la couche infiniment peu épaisse dans la partie du
solide qui I'enveloppe, il faut, dans 'expression précédente,
changer z en z + d x, ou, ce qui est la méme chose, ajouter

' d T .
an terme — a2 K x & d—-z dt, la différenticlle de ce terme,

prise par rapport & z. Done la différence de 1a chaleur reque
& la chaleur perdue, ou la quantité de chaleur qui, s'accu-
mulant dans la couche infiniment petite détermine les chan-
gements de température, est cette méme différentielle, prise

L i - d :
avec un signe contraire,ou 2 Kxdtd ( x '2% ) ; d'un autre

cbté, le volume de cette couche intermédiaire est 2 rx d 2 et
2 CD x x d x exprime ce qu'il faut de chaleur pour I'élever
de la température o 4 la température 1, C étant la chaleur
spécifique, et D la densité; donc le quotient -

aKrded(252)
£
al.Drzdx

est I'accroissement que regoit la température pendant l'ins-
tant 4 ¢ On obtient ainsi I'équation : - '
dv K rd'»  x dv
2 = TD\dz Y zdz )
120. :
La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant d¢,

la surface cylindrique dont le rayon est x, étant généra-

. r d?) ’ y . v
lement exprimeé par aK n& 4~ d¢, il sensuit que Jon
15



114 THEORIE DE LA CHALEUR.

trouvera celle qui sort pendant le méme temps de la super-
ficie du solide, en faisant, dans la valeur précédente, z—=X;
d’'un autre cté , cette méme quantité qui se dissipe dans l'air
est, selon le principe de la communication de la chaleur,
égale A 2= X hvdr; on doit donc avoir 4 la surface I'équa-

& » « F d 2 7 -
tion déterminée — K 2—;: hwv. La nature de ces équations

est expliquée avec plus d'étendue, soit dans les articles qui
se rapportent a la sphere, soit dans ceux ou I'on donne les
équations générales pour un corps d'une figure quelconque.
La fonction v, qui représente le mouvement de la chaleur

dans un cylindre infini doit donc satisfaire, 19 a I'équation
K 7dw 1dw

F 4 d‘v i F
générale =5 ( 757 + 7 7= )+ qQu a lieu quelles que

- L Tr . ! ) . I h d .
soient x et ¢; 2° & I'équation déterminée ¢ v + E-Ezo, qui
a heu, quelle que soit la variable ¢, lorsque 2==X; 3° a
Iéquation déterminée v=F (z). Cette derniére condition
doit étre remplie pour toutes les valeurs de v, oit l'on fait
t—=0, quelle que soit la variable z. La fonction arbitraire Fa
est supposée connue, et elle correspond 4 I'état initial.

SECTION 1V.

E’qzmtzbm du mouvement uniforme de la chaleur dans
un prisme solide d'une longueur infinie.

1at.

Une barre prismatique est plongée par une de ses extré-
mités dans une source constante de chaleur qui maintient
cette extrémité a la_température A; le reste de cette barre,
dont la longueur est infinie, demeure exposé & un courant
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uniforme d'air athmosphérique entretenu a la température o;
il s'agit de déterminer la plus haute température qu'un point
donné de la barre puisse acquérir.

Cette question differe de celle de larticle 73, en ce qu'on
a égard ici a toutes les dimensions du solide, ce qui est né-
cessaire pour que l'on puisse obgenir une solution exacte.
En effet, on est porté.a supposer que dans une barre d’'une
tres-petite epaisseur, tous les points d'une méme tranche
acquiérent des températures sensiblement égales ; cependant
il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette
supposition. Il est donc préférable de résoudre la question
rigoureusement , et d’examiner ensuite, par le calcul, jusqu'a
quel point, et dans quel cas, on est fondé 4 regarder comme
égales les températures des divers points d'une méme section.

122. _ :

La section faite perpendiculairement a la longueur de la
barre, est un quarré dont le ¢té est a2/, I'axe de la barre
est 'axe des x, et I'origine est a l'extrémiteé A. Les trois coor-
données rectangulaires d'un point de la barre sont z, y, z,
la température fixe du méme point est désignée par ».

La question consiste 4 déterminer les températures que
l'on doit donner aux divers points de la barre, pour qa’elles
continuent de subsister sans aucun changement, tandis que
la surface extréme A, qui communique avec la source de
chaleur, demeure assujétie, dans tous ses points, 2 la
température permanente A ; ainsi » est une fonction de z,
de y et de z.

123.

On considérera e monvement de la chaleur dans une mo-~

Jcule prismatique, comprise entre six plans perpendiculaires
15.
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aux trois axes des x, des y et des z. Les trois premiers plans
passent par le point m, dont les coordonnées sont x, ¥, z et
~ les autres passent par le point ', dont les coordonnées
sontz+dx,y+dy, z+ 4z

Pour connaitre la quantité de chaleur qui, pendant l'unité
de temps, pénetre dans la molécule, a travers le premier
plan passant par le point m, et perpendicu.laire aux x, il faut
considérer que la surface de la molécule qui est située sur ce
plan, a pour étendue dzd 7, et que le flnx qui traverse

cette aire est égal, suivant le théoréme de l'art. 98,4 —K= 3-;;

ainsi la molécule regoit a travers le rectangle dx dy, pas-
sant par le pomt m, une quantité de chaleur exprimée

par — Kdzx dy 2—— Pour tronver la quantité de chaleur qui

traverse la face opposée, et sort de la molécule, il faut sub-
stituer, dans l'expression précédente, x 4 dx 4 z, ou ce qui
est la méme chose, ajouter i cette expression sa différen-
tielle prise par rapport a x seulement; on en conclut que la
molécule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux z,
une quantité de chaleur équivalente a

i _Kdzd,-g_xdzdyd(g);

on doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée
par la face opposée; la différence de ces deux quantités est

Kdz.dyd(22), onKdzdyds 52

elle exprime combien il s'accumule de chalenr dans la molé-
cule, a raison de la propagation suivant le sens des x; et
cette chaleur accumulée ferait varier Ja temperatare de la
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molécule, si elle n'était point mmpensée par celle qui se
perd dans un autre sens. _

On trouve, de la méme maniére, qu'a travers le plan per-
pendiculzire aux y, et passant par le point m, il entre dans

la molécule une quantité de chaleur égale & —Kdzdz%® "
ﬂ’f

et que la quantité qui sort par la face opposee est

—Kdzdx -;-——Kdzd.r d(d?)) .-'

cette derniere diffe’rentielle étant prise par rapport a y seu-
lement. Donc .la différence de ces deux quantités, ou

Kdzdxdy ;ff;’, exprime combien [a molécule acquiert de

chalenr, & raison de la propagation dans le sens des . -
Enfin on démontre de méme que la molécule acquiert, &
raison de la propagation dans le sens des z, une quantité

de chaleur égale a K dx dy dz Or pour qu'elle ne

change point de température, il est nécessaire qu'elle con-
serve autant de chalear qu'elle en contemait d'abord , en
sorte que ce qu'elle en acquiert dans un sens serve a com-
penser ce qu'elle en perd dans un autre. Donc la somme-des

trois quantites de chaleur acquises: -doit étre nulle et Ton

forme ainsi Véquation & +d‘”+d’ 0 ol
orme a équation dy TV %

1

124. i . e L A

Il reste maintenant a exprimer les conditions relatives &
la surface. Si I'on suppose que le point m appartient & I'une
des faces de la harre prismatique, et que cette face est per-
pendiculaire aux z, on voit que le rectangle dx dy laisse
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échapper dans l'air, pendant l'unité de vomps, une gquantité
de chaleur égale 8 A dz dy V,en désignant parV la tem-
pérature du point m i la surface, c'est-a-dire, ce que de-
vient la fonction cherchée ¢ (2, y, 2), lorsqu'on fait =1,
demi-largeur du prisme. D'un autre cfté, la quantité de
chaleur qui, en vertu de l'action des molécules, traverse,
pendant I'unité de temps, une surface infiniment petite o,
située dans l'intérieur du prisme, perpendiculairement aux z,

-est, d'aprés les théorémes cites, égale a — Kb?. Cette
. =

expression est genérale, et en l'appliquant aux points pour
lesquels la coordonnée z a sa valeur compleéte /, on en conclut
que la quantité de chalenr qui traverse le rectangle d= dy,

placé & la superficie, est — K dz dy %, en donnant & z,

e’_q_;

~- + 52 valeur compléete /. Donc les deux

dans la fonction

quantités — K dxdy % et h dx dy», doivent étre égales,

afin que Il'action des molécules convierme avec celle da
milieu. Cette égalité doit aussi subsister si I'on donne a z,

;dans_ les fonctions ‘?—: et v, la valeur —/, ce qui a lieu pour

la face opposée a celle que I'on considérait d’abord. De plus,
la quantité de chaleur qui traverse une surface plane infi-
niment petite o, perpendiculaire a4 l'axe des y, étant

—K m;-}’, il sensnit que celle qui s'écoule & travers un

rectangle dx d z, placé sur une face du prisme perpendi-
, . d

culaire aux y, est —Kdz dz F;‘ en donnant a y, dans la

av

fonction )
"

, sa valeur complite l. Or, ce rectangle dz dz,
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laisse échapper dans l'air une quantité de chaleur exprimée
per k dz dz v, il est donc nécesaaire que d'on it I'équation

ho=—K 5%, lorsquon fait y=1, ouy=—1, dans les

. dv
fonctions v et —-.
2;.
' 125.
La valeur de la fonction » doit étre, par hypothése, égale
a A, lorsqu'on suppose x==0, quelles que soient les valeurs
de ¥ et de z. Ainsi, la fonction cherchée v est déterminée
par les conditions suivantes : 1° elle satisfait pour toutes
les valeurs de z, y, z a I'équation générale
v d'v d'v
iz v dp T @ =%
o elle satisfait & I'équation - 7% — o, lorsque y équi
2% e sfait a T'équation g v + 7= o, lorsque y équi-
vaut a /, ou —/, quelles que soient x et z, ou a I'équation

h d'v ’ . 3
K?+ 7;=0, lorsque z équivaut a /, ou & —/, quelles

que soient et y; 3° elle satisfait a 'équation v=A, lors-
que z==0, quelles que soient y et z.

SECTION V.

‘ E‘guatiam du mouvement varié de &n chaleur dans un
cube solida.

126.

Un solide, de forme cubique, dont tous les points ont ac+
quis une méme température, est placé dans un courant uni-
forme d’air atmosphérique, entretenu a la température o.
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11 s'agit de déterminer les états successifs du corps pendant
toute la durée du refroidissement.

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnées

“rectangulaires ; les trois perpendiculaires , abaissées de ce
point sur les faces, sont les axes des x, des y et du z; alest
le c6té du cube, v est la température a laquelle un point
dont les coordonnées sont r, ¥, z, se trouve abaissé, apres
le temps ¢, qui s'est écoulé depuis le commencement du
refroidissement : la question consiste a déterminer la fonc-
tion v, qui contient x, ¥, z et &

127.

Pour former l'équation générale a laquelle v doit satis-
faire, on cherchera quel est le changement de température
qu'une portion infiniment petite du solide doit éprouver
pendant l'instant 4¢, en vertu de l'action des molécules qui
en sont extrémement voisines. On considérera donc une
molécule prismatique comprise entre six plans rectangu-
laires ; les trois premiers passent par le point m, dont les .

“coordonnées sont z, ¥, z, et les trois autres , par le point n?,
dont les coordonnées sont x + dx, y +dy, z + dz.

La quantité de chaleur qui pénetre pendant l'instant d¢
dans la molécule, a travers le premier rectangle dy dz per-

pendiculaire aux z, est —K dy dz ‘d?—: dt, et celle qui sort

dans le méme temps de la molécule, par la face opposée, se
trouve en mettant x +dz au lieu de z, dans l'expression

précedente, elle est — K dy dz;—; dt —Kdydzd g) dt,
.cette différentielle étant prise par rapport 3 z seulement.
La quantité de chaleur qui entre pendant l'instant d¢ dans
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1a molécule, a travers le premier rectangle dx dz, perpen-

diculaire 4 I'axe des y, est — K dz dz dt et celle qui
sort de la molécule, dans le méme mstnnt, par la face op-
posée, est — K dx dz7” dt —Kda dzd (7)) dt, la dif-

férentielle étant prise par rapport a y seulement. La quantité
de chaleur que la molécule regoit pendant l'instant d¢,
par sa face inférieure perpendiculaire 2 I'axe des z, est

—Kdz dy%f dt, et celle quelle perd par la face opposée
est — Kdax dy-——-dt—Kd.r dyd ( ) dt, la différen-

tielle étant prise par rapport & z seulement.

1l faut maintenant retrancher la somme de toutes les
quantités de chaleur qui sortent de la molécule de la somme
des quantités qu'elle regoit , et Ja différence est ce qui déter-
mine son accroissement de température pendant un instant ;
cette différence est

Kd‘ydzd(;;)dt-u-l{dxdzd )dt+dedyd dr,

dy’
128.

Si l'on divise la quantité que l'on vient de trouver par
celle qui est nécessaire pour élever la molécule de la tem-
pérature o a la température 1, on connaitra 'accroissement
de température qui s'opere pendant linstant d¢. Or, cette
derniere quantité est C.D diz dy dz: car C désigne la capa-
cité de chaleur de la substance; D sa densité, et dz dy dz

le volume de la molécule. On a donc, pour exprimer le mou-
16

ou Kdzdydz :;:+ dt”+j: }dt,
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vement de la chaleur dans l'intérieur dua solide , 'équation -
dv K gyd'»  d'v d*v
4T C.D\d= + dy? + dz.‘) (d)
1a9.

1 reste & former les équations qui se rapportent a I'état
de la surface, ce qui ne présente aucune difficulté, d'apres les
principes que nous avons établis. En effet, la quantité de
chaleur qui traverse, pendant l'instant d¢, le rectangledx dy,

'

tracé sur un plan perpendiculaire aux x, est-—}(dydz%d E

Ce résultat, qui sapplique a tous les points du solide, doit
avoir lien aussi lorsque la valeur de x est égale a ¢, demi-
épaisseur du prisme. Dans ce dernier cas, le rectangle dy dz
étant placé a la superficie, la quantité de chaleur qui le tra-
verse , et se dissipe dans l'air pendant l'instant d¢, est
exprimée par A dy dz v d¢t, on doit donc avoir, lorsque

v s . d s 3 .
x=1, 'équation hw:-—-’}{‘ﬁ. Cette condition doit aussi
étre satisfaite lorsque xr——1.

On -trouvera de méme que; la quantité de chaleur qui

traverse le rectangle dx dz situé sur un plan perpendicu-
dov

laire & l'axe des y €tant en général —Kdxdz e et celle
qui a la superficie s'échappe dans Vair & travers ce méme
rectangle étant A dx dz v dt, il est nécessaire que Fon ait
I'équation 2 » + K %:o, lorsque y:lou:-ml.' Enfin on

. . - . g o dv
obFaent paf-elll.ement I'équation déterminée Av + K <==o,
qut est satisfaite lorsque z=/on==—1.

130.

La fonction cherchée,, qui exprime le mouvement varié de
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la chaleur dans lintérieur d'un solide de forme cubique
doit donc étre déterminée par les conditions suivantes :
1° Elle satisfait a I'équation générale
v K d*w £ v d* v
dt — C D\ dz* + dy’ + dz? )

a° Elle satisfait aux trois equations déterminées

h'v+K——o h'v+K—-—___o h'v+K-———__o,
qu_l ont lieu lorsque x:iz, _y:if, 2=

Je 8i, dans la fonction v qui eontient z, ¥, ¢, ¢, on. fait
t==o0, quelles que soient les valeurs de x, y et z, on doit
avoir, selon 'hypothése,»=A, qui est la valeur initiale et
commune de la température.

131. :

L'équation a laquetle on est parvenu dans la question pré-
cédente, représente le mouvement de la chaleur dans !l'in-
térieur de tous les solides. Quelle que soit en effet la forme
du corps, il est manifeste qu'en le décomposant en molécules
prismatigues, on obtiendra ce méme résultat. On pourrait
donc se borner 4 démontrer ainsi l'équation de la propagation
de la chaleur. Mais afin de rendre plus compléte I'exposition
des principes, et pour que l'on trouve rassemblés dans un
petit nombre d’articles consécutifs les théorémes qui servent
a établir 'équation géncrale de la propagation dans I'intérieur
des solides, et celles qui se rapportent a I'état de la surface,
nous procéderons, dans les deux sections suivantes, a la re-

-cherche de ces équations, indépendamment de toute question
particulitre, et sans recourir aux propositions élémentaires
que nous avons expliquées dans l'introduction.

16.
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| SECTION VI |
Equation ge'nér&le de la propagation de la Chaleur dans
Utntérieur des solides.
13a.

: THEOREME I )

St les différents potnts d’'une masse solide homogéne, com-
prise entre six plans rectangulaires, ont des temperatures
actuelles détermindes par léquation linéaire

\

ve=A—azx—by—cz (a)

et si les molécules placées o la surface extéricure sur les six
plans qui terminent le prisme sont retenues, par une cause
quelconque, & la température exprimée par I'équation (a);
toutes les molécules situées dans Uintérieur de la masse con-
serveront d elles-mémes leur température actuelle, en sorte
qu'il ne surviendra aucun changement dans l'état du prisme.
v désigne la temperature actuelle du point dont les coor-
données sont z, y, z; A, a, b, ¢, sont des coéfficients
constants. .

Pour démontrer cette proposition, considérons dans le
solide trois points quelconques m M ., placés sur une méme
droite m ., que le point M divise en deux parties égales;
désignons par z, y, z, les coordonnées du point m, et par »
sa température, par x +a, y + P, z+y les coordonnées
du point p, et par v sa température, par ——z,y—p, Z—1,
les coordonnées du point m, et par « sa température, on
aura
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VemA— X by —cC2, w=A—a(z+a)—b(y+B8)—c(z+7)

u=A—a(.r--a)—6(y—-ﬂ)——c(z—-—T),
d’ou l'on conclut

VomW—=au+ b3+ Ccy, et u—v=—au-+bp+cy.

Donc v —w=—u—mv.

Or la quantité de chaleur qu'un point recoit d'un autre
dépend de la distance des deux points et de la différence de
leurs températures. Donc I'action du point M sur le point
est égale a I'action de m sur M, ainsi le point M recoit autant
de chaleur de m qu'il en envoie au point p.

On tirera ]a méme conséquence quelles que soient la direc-
tion et la grandeur de la ligne qui passerait par le point M,
et qu'il diviserait en deux parties égales. Donc il est impos-
sible que ce point change de temperature, car il recoit de
toutes parts autant de chaleur qu'il en donne. Le méme rai-
sonnement s'applique aux autres points; donc il ne pourra
survenir aucun changement dans I'état du solide.

133.
COROLLAIRE I

Un solide étant compris entre deux plans infinis paralleles
A et B, on suppose que la température actuelle de ses diffe-
rents points est exprime par l'équation v—1 — z, et que
les deux plans qui le terminent sont retenus par une cause
quelconque, I'un A a la temperature 1, et lautre B 4 la tem-
pérature o : ce cas particulier sera donc compris dans le
lemme précédent, en faisant A—1,a=0,b=0,c=1.
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134.
COROLLAIRE I1I.

Si I'on se représente dans l'intérieur du méme solide un
plan M paralléle & ceux qui le terminent, on voit qu'il
s'écoule a travers ce plan une certaine quantité de chaleur
pendant l'unité de temps; car deux points tres-voisins, tels
que m et n, dont I'un est an -dessous du plan et l'autre an-
dessus, sont ineégalement échauffeés; le premier, dont la tem-
perature est plus élevée, doit donc envoyer au second , pen-
dant chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui,
au reste , peut étre fort petite, et méme insensible, selon la
nature du corps et la distance des deux molécules. Il en est
de méme de deux autres points quelconques sépares par le
plan. Le plus échauffé envoie 4 'autre une certaine quantité
de chaleur, et la somme de ces actions partielles, ou de toutes
les quantités de chaleur envoyées a travers le plan, compose
un flux continuel dont la valeur ne change point, puisque
toutes les molécules conservent leur temperature. Il est
facile de prouver que ce flux ou la quantité de chaleur qui
" traverse le plan M pendant Uunité de temps, équivaut a celle
qui traverse, pendant le meme temps, un autre plan N pa-
ralléle au premier. En effet, la partie de la masse qui est
comprise entre les deux surfaces M et N, recevra continuel-
lement, a travers le plan M, autant de chaleur qu'elle en perd
a travers le plan N. Si la quantité de chaleur qui, pénétrant
au-deld du plan M, entre dans la partie de la masse que I'on
considere, n'était point égale a celle qui en sort par la sur-
face opposée N, le solide compris entre les deux surfaces
acquérerait une nouvelle chaleur, ou perdrait une partie de
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celle qu'il a, et ses températures ne seraient point constantes,
ce qui est contraire au lemme précédent.

135.

On prend pour mesure de la conducibilité spécifique d'unc
substance donnée la quantité de chaleur qui, dans un solide
infini, formé de cette substance, et compris entre deux plans
paralleles, s'écoule pendant l'unité de temps a travers une
surface égale a Yunité, et prise sur un plan intermédiaire
quelconque, paralltle aux plans extérieurs dont la distance
est égale 4 I'unité de mesure, et dont U'un est entretenu a la
température 1, et 'autre 4 la température o. On désigne par
le coéfficient K, ce flux constant de chaleur qui traverse
toute I'étendue du prisme, et qui est la mesure de la condua-
cibilite.

136.

LEMME.

St Fon suppose gue toates les temperatures du solide dont
i f agz't' dans [article précedent, sont multiplides par un
nombre quelconque g, en sorte que Iégquation des tempe-
mtures soit v=g — gz, au lieu d'étre v=1-—z, et si les
deux plans extérieurs sont entretenus,l'un a la temperature g,
et autre a la température o, le flux constant de chaleur,
dans cette _.réconde kypothese, on la quantité qui, pendant
Funité de temps traverse lumtd de surface prise sur un plan
intermédiaire paralléle aur bases, est dgale au pmdmt die
premier flux K, multiplié parg.

Eu effet, puisque toutes lés températures ont &té aug-
mentées dans le rapport d'un & g, les différences des tem-

L



128 THEORIE DE LA CHALEUR.

pératures des deux points quelconques m et g, sont aug-
mentées dans le.méme rapport. Donc, suivant le principe
de la communication de la chaleur, il faut, pour connaitre
la quantité de chaleur que m envoie & g, dans la seconde
hypothese, multiplier par g la quantité que ce point m en-
voyait 4 ¢ dans la premiére. Il en serait de méme des deux
autres points quelconques. Or, la quantité de chaleur qu
traverse un plan M résulte de la somme de toutes les actions
que les points m m' m" m" etc., situés d'un méme c6té du
plan, exercent sur les points p, p', p", p", etc., situés de Fautre
c6té. Donc, si dans la premiere hypothése le flux constant
est désigné par K, il sera égal 3 gK, lorsqu’'on aura mul-
tipli¢ toutes les températures par g.

137.
THEOREME 1II.

Dans un prisme dont les températures constantes sont
expnimées par l'équation v=—A ~—ax — by —cz, et que
terminent six plans rectangulaires dont tous les points sont
entretenus aux tempéeratures déterminees par l'éguation pre-
cédente, la quantité de chaleur qui, pendant lunité de
temps, traverse lunitd de surface prise sur un plan inter-
médiaire quelconque perpendiculaire aux z, est la méme que
le flux constant dans un solide de méme substance, qui
serait compris entre deux plans paralléles infinis, et pour”
lequel I'équation des températures constantes serait v—c—cs.

Pour le démontrer, considérons dans le prisme, et ensuite
dans le solide infini, deux points m et p extrémement voisins
et sépares par le plan M, perpendiculaire 4 l'axe des z; ;. étant
au-dessus du plan , et m au-dessous ( For. fig. 4.), choi-
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sissons: au-dessous du méme plan un point m' tel que la
perpendiculaire abaissée.du point u sur le plan soit aussi
perpendiculaire sur le milieu 4 de la distance mm/'. Désignons
par z, y, 2 + A les coordonnées du point ¢, dont la_tem-
pérature est w, par z—a,y -—B, z les coordopnées de m,
dont la température est v, et par  +a,y + B, ;__1@‘000_-(‘-
données de m' dont la tempeérature est 2. -

L'action de m_sur g, on la quantité de chaleur que m
envoie A p pendant un certain temps, peut £tre exprimée
par.q ('u—-—w) Le facteur ¢ dépend de la dlstance ™, et
de la nature de la masse. L'action de m’ sur u sera donc
exprimée par. ¢ (vV-—w); et le facteur ¢ est le méme qhe
dans l'expression précédente; donc la somme des deux
actions de m sur u, et de m' sur y, ou la quantité de chaleur
que  recoit de m et de my, est exprimée par

g (v—wt vew).

Or, si les points m, ¢, m' appartiennent au prisme, on a

wz=A—ax—by—c(z+4+4), ?v.::A--a.r—a-—la_r-— g—csz,

etv=A—aTte_}3 1§ + B—cz; et si ces mémes points
appartenaient au solide infini, on aurait, par hypotheac,

w"-c—-cz-l—h w=c-—cz, et ¥ =Cc—CZ
. Dans le premier cas, on trouve
q('v-—-w+fu—w)._zg ck

et, dans le second cas, on a encore le méme résultat. Douc
la quantlte de chaleur que ¢ recoit de m et de m' duns la
premiere hypothese, lorsque I'équation des tempdratures
constantes est = A — ax — by — ¢z, équivant a4

7
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quautité de chaleur que p reccit de m et de m), lorsque
I'équation des temperatures constantes est v ==c¢ —cz.

On tirerait la méme conséquence par rapport i trois
autres points queiconques m' p' n', pourvu que le second
w fit placé a égale distance des deux autres, et que la hau-
teur du triangle isoscele m' p' m’ fit parallele aux z. Or, la
quantité de chaleur qui traverse un plan quelconque M
résulte de la somme des actions que tous les points m, m/,
n, m", etc. situés d'un cété de ce plan, exercent sur tous
les points . p' u" ", ete. situés de l'autre coté : donc le flux
constant qui, pendant I'anité de temps, traverse uue partie
déterminde du plan M dans le solide infini, est égale a la
quantité de chaleur qui s'€coule dans le méme temps a
travers la méme portion du plan M dans le prisme dont les
températures sont exprimées par I'équation

v=A—azxz-by—caz.

138.

COROLLAIRE.
Le ﬂux a pour valeur CK dans le solide infini, lorsque
Ia partle du plan quzl traverse est l'unité de surface Ila

donc aussi dans le prisme la méme valeur c K ou— K 2—; .

On prouve de la méme maniere que le flux constant qui
a liew, pendant Uunité de temps, dans le méme prisme a
travers Lunité de surface sur un plan quelconque perpendi-

gzc&:zt'r'fz aux 'y est égal a bk ou — K %; et que celud qui
traverse le plan perpendiculaire aur X a pour valeur a K
d v
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- 13g.

Les propositions que l'on a démontrées dans les articles
précédents s'appliquent aussi au cas ou l'action instantande
d'une molécule sexercerait dans 1'intérieur de la masse,
jusqu’a une distance appréciable. Il faut, dans ce cas, sup-
poser .que la cause qui retient les tranches extérieures des
corps dans I'état exprimé par l'équation linéaire, affecte la
masse jusqu'a une profondeur finie. Toutes les observations
concourent a prouvcr que, dans les solides et les liquides,
la distance dont il s'agit est extrémement petite,

“140.

A
THEOREME III.

Si les températures des points d'un solide sont exprimées
par l'équation v=f (z, 7, 2, ), dans laquelle z, ¥, =z
sont les coordonnées de la molécule dont la température est
égale 4 v apres le temps écoulé ¢; le flux de chaleur qui
traverse une partie d’'un plan tracé dans le solide, et per-
pendiculaire 2 I'un des trois axes, n’est plus constant; se
valeur est différente pour les différentes parties du plan, et
elle varie aussi avec le temps. Cette quantité variable peut
étre déterminée par le caleul. :

Soit v un cercle infiniment petit dont le centre coincide
avec le point m du solide et dont le plan soit perpendicu-
laire 4 la coordonnée verticale z ; il s'écoulera pendant
linstant d' ¢, & travers ce cercle, une certaine quantité de
chaleur qui -passera de la partie du solide inférieur au plan
du cercle, dans la partie supérieure. Ce flux se compose de
tous les rayons de chaleur qui partent.d'un point inféneur,
et parviennent  un point supérieur, en traversant un point

17.
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de Ia petite surface w. Nous allons démontrer que la valeur

; . dw
du flux a pour expression —K — o

o

Désignons par 2’ ' 2 les coordonnées du point m dont la
tempeérature est ¥'; et supposons ue l'on rapporte toutes
les autres molécules a ce point me choisi pour lorigine de
trois nouveaux axes paralleles aux précédents; soient £, 4, {,
les trois coordonnées d'un point rapporté a l'origine m;
on aura, pour exprimer la température actuelle «w d'une
molécule infiniment voisine de m, Véquation linéaire

v dv’
“’*"“"’*“Edr"‘“d + T

dv dv d+ '
Les coéfficients o/, ——, 75 2z sont les valeurs que lon

- - dv dv dv
trouve, en substituant dans les fonctions v, ——, Iy T2

aux variables =, ¥, z, vle;s quantités constantes ', ¥, z, qui
mesurent les distances du point m aux trois premiers axes
des z, des y, des z. -

Supposons maintenant que le méme point m soit aussi
une molécule intérieure d’'un prisme rectangulaire. compris
entre six plans perpendiculaires aux trois axes dont m . est
I'origine; que la température actuelle w de chaque molecule
de ce prisme, dont les dimensions sont finies, soit exprimée
par Féquation linéaire w—=A + a £ + &» 4 c{, et que les
six faces qui terminent le prisme soient retenues aux tem-
pératures fixes que cette derniere équation leur assigne.
L'état des molécules intérieures sera aussi permanent, et il
secouler'a pendant l'instant d ¢, A travers le cercle w, une
quantlte de chaleur que mesure l'expression — &k ¢ v d .
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Cela posé, si I'on prend pour les valeurs des constantes -
fdd dd dyT ., 3
a, b, ¢, les quantités 2/, — T AR T lc&jt fixe du prisme
sera exprimé par lequatlon

dv d
w_'v+d E+d " - ”E.

Ainsi les molécules infiniment voisines du point m auront,
pendant l'instant d ¢, la méme température actuelle dans le
solide dont I'état est variable, et dans le prisme dont I'état
est constant. Donc le flux qui a lieu au point m pendant
linstant d ¢, a travers le cercle infiniment petit o, est le
méme dans l'un et l'autre solide: donc il est exprimé par

On en conclut la proposition sunivante :

Si dans un solide dont les températures interieures varient
avec le temps, en vertu de action dos molecules , on trace
une ligne droite quelconque, et que l'on eléve (voy. fig. 5),
aux différents points de cette ligne, les ordonnées p m d'une
courbe plane égales aux températures de ces points prises au
méme instant ; le flux de chaleur, en chaque point p de la
droite, sera proportionnel & la tangente de Uangle « que
Sait Uélément de la courbe avec la paralldle aux abaisses ;
C'est-a-dire que si lon placait au point p le centre d'un
cercle infiniment petit o', perpendiculaire a la ligne, la
quantité de chaleur écoulée pendant un instant d ¢, a travers
ce cercle, dans le sens suivant lequel les abaisses a p» crois-
sent; aurait pour mesure le produit de quatre facteurs qui
sont la tangente de laungle a, un coéfficient constant K ,
laire w du cercle, et la durée 4 ¢ de l'instant.
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141.

COROLLAIRE.

~

. Si l'on représente par ¢ l'abaisse de cette courbe ou la
distance d'un point p de la droite & un point fixe o; et par
v lordonnée qui représente la température du point p;
v variera avec la distance ¢« et sera une certaine fonction f'«
de cette distance; la quantité de chaleur qui s'écoulerait a

travers le cercle «, placé au point p perpendiculairement a
la ligne, sera — K f—"»’ wdt,ou —K ' ()odt, en dési-

gnant par /" (¢) la fonction f ()

Nous donnerons a ce resu]tat I'expression swmivante, qui
facilite les applications. |

Pour connaitre le flux actuel de la chaleur en un point p
d'une droite tracée dans un solide, dont les températures
varient par Uaction des molecules , il faut dwiser la diffé-
rence des températures de deux points infiniment voisins die
point p par la distance de ces points. Le flux est propor-
tionnel au quotient.

142.
THEOREME IV.

Il est facile de deduire des théorémes précédents les
équations générales de la propagation de la chaleur.

Supposons que les différents points d'un solide homogéne
d'une forme quelcongue, aient regu des températures ini-
tiales qui varient successivement par Ueffet de Uaction mu-
tuelle des molécules, et que léquation v=1» (x,y,2,t)
représente les etats successifs du solide , or va.démontrer que
la fonction v de quatre variables satisfait nécessairemernt
a 'équation
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dv K gsdv d v d*v
Z—¢cb\az Y izt d_)

En effet, considérons le mouvement de la chaleur dans
une molécule comprise entre six plans perpendiculaires
aux axes des x, des y, et des z; les trois premiers de ces
plans passent par le point m, dont les coordonnées sont
x,y, z, et les trois autres passent par le point 7', dont les
coordonnées sontx + dx,y + dy, z + dz.

La molécule regoit pendant P'instant d¢, a travers le

rectangle inférieur dx d y, qui passe par le point m, une

" quantité de chaleur égale s — K dx dy % dt. Pour con-

nditre la quantité qui sort de la molécule par la face opposée,
il suffit de changer dans I'expression précédente zen z + dz,
c’est-A-dire d’ajouter a cette expression sa propre différen-
tielle prise par rapport 2 z seulement; on aura donc

~Kde.dy B2de—Kda.dy d($))dzde
: dz

pour la valeur de la quantité qui sort a travers le rectangle
supérieur. La méme molécule regoit encore 4 travers le pre-
mier rectangle d x d z qui passe par le point m, une quan-

tité de chaleur égale a — K g—; dx.dz.dt; etsilon ajoute

i cette expression sa propre différentielle prise par rapport
a y seulement, on trouve que la quantité qui sort 4 travers
la face opposée d x d z, a pour expression

e
. dy

H

2 v d v
— K de dzd:._xd( f) dy dx d; de.
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Enfin cette molécule recoit, par le premier rectangle dy dz
une quantité de chaleur égale a — Kg« dy dz dt, et ce
qu'elle perd & travers le rectangle opposé, qui passe par m,

a pour expression

— K% dydzdt—Kd () dzdy dzde.
dx

Il faut maintenant prendre la somme des quantités de
chaleur que la molécule regoit, et en retrancher la somme
de celles qu'elle perd. On voit par-la qu'il s'accumnule durant
l'instant 4 ¢ dans U'mtérieur de cette molécule, une quantité

totale'de chalcur égale a K(-j—} + jTT: + %:-;;) dedydzdet
Il ne s'agit plus que de connaitre quel est I'accroissement de
température qui doit résulter de cette addition de chaleur.
D étant la densité du solide, ou le poids de I'unité de

volume, et C la capacité spécifique, ou la quantité de chaleur
qui éleve I'unité de poids de la température o a la tempéra-
ture 1 ; le produit C.D dz dy dz exprime combien il faut
de chaleur pour élever de o 2 1 ]a molcécule dont le volume
est dx dy dz. Donc en divisant par ce produit Ia nouvelle
quantité de chaleur que la molécule vient d’acquérir, on
aura son accroissement de temperature. On obtient ainsi
I'équation genérale '

dwv K (d» dv d* v

=Bttt o W

qui est celle de la propagation de la chaleur dans I'intérieur
de tous les corps solides.
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143.

Indépendamment de cette équation , le systéme des tem-

pératures est souvent assujéti a plusieurs conditions déter-
minées , dont on ne peut donner une expression générale, -
puisqu’elles dépendent de I'espece de la question.

Si la masse dans laquelle la chaleur se propage a des di-
mensions finies, et si la superficie est retenue par une cause
speciale dans un état donné; par exemple, si tous ses points
conservent, en vertu de cette cause, la température cohs-
tante o, on aura, en désignant la fonction inconnue v par
¢ (z,7,z,t), I'équation de condition ¢ (r,y,2,¢) = o; il
est nécessaire qu'elle soit satisfaite pour toutes les valeurs
de z,7, z, qui appartiennent aux points de la surface exté-
térieure, et pour une valeur quelconque de ¢.

De plus, si I'on suppose que les températures initiales du
corps sont exprimées par la fonction connue F (=, y, z),
on a aussi I'équation ¢ (x,y,2,0) == F (, 5, 2); la condi-
tion exprimée par cette équation doit étre remplie pour
les. valeurs des coordonnées x, ¥, 2, qui conviennent i un
point quelconque du solide.

144.

Au lieu d’assujétir la sucface du corps & une température
constante, on peut supposer que cette température n'est pas
la méme pour les différents points dé¢ la surface, et qu'elle
varie avec le temps suivant une loi donnée; c'est ce qui a
liew dans la question des températures terrestres. Dans ce
cas I'équation relative a la surface, contient la variable ¢.

145.
Pour examiner en elle-méme, et sous un point de vue

trés-général , Ja question de la propagation de la chaleur, il
» < 2 18
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faut supposer que le solide, dont 'état initial est donné, a
toutes ses dimensions infinies ; alors aucune condition spé-
ciale ne trouble la diffusion de la chaleur, et la loi a la-
quelle ce principe est soumis, devient plus manifeste : elle
est exprimée par 'équation générale

*‘y dry dw
3—’:=e‘-.‘1-> g‘:"'+z}“: +ﬁ) ,

a laquelle il faut joindre celle qui se rapporte & I'état initial

et arbitraire du solide.

- Supposons que la température initiale d'une molécule
dont les coordonnées sont z, y, z, soit une fonction connue
F (z,, z), et designons la valeur inconnue v par¢ (z, y, 2, ¢),
on aura l'équation determinée ¢ (z, ¥, z, 0) == F(=, 5, 2);
ainsi la question est réduite a intégrer I'équation générale (A)
ensorte quelle convienne, lorsque le temps est nul, avec
I'équation qui contient la fonction arbitraire F.

SECTION VIL
Eguation générale relative ¢ la surface.

146.

Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur pri-
mitive se dissipe successivement dans l'air atmosphérique
entretenu a une lempérature constante , il faut ajouter a
I'équation génerale (A} et & celle qui représente l'état initial,
une troisieme condition relative 4 Vétat de la surface. Nous
allons examiner dans les$ articles suivants, la nature de I'équa-
tion qui exprime cette derniére condition.
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Considérons I'état variable d’un solide dont la chaleur se
dissipe dans 'air, entretenu a une tempeérature fixe o. Soit o
une partie infiniment petite de la surface extérieure, et x un
point de v, par lequel on fait passer une normale & la sur-
face; les différents points de cette ligne ont au méme in-
stant des températures différentes.

Soient ¥ la température actuelle du point p, prise pour
un instant determiné, et w la température correspondante
d'un point v du solide pris sur la normale, et distant du
point p d'une quantité infiniment petite . Désignons par
Z,, 3, les coordonnées du point p, et par

x+dx,y+3y,2+ 82,

celles du point v; soient f(z,,2) =0 I'équation connue
de la surface du solide, et v=7¢(z, 7, z, t) I'équation géné-
rale qui doit donner la valeur de v en fonction des quatre
variables , 7, z, t. En différentiant I'équation / (&, ¥, z)=o0,
on aura md x+n dy+pdz=o;m,n,p sont des fonc-
tions de 2, 7, z.

Il résulte du corollaire énoncé dans larticle 141, que le
flux , dans le sens de la normale, ou la quantité de chaleur
gui traverserait pendant l'instant d¢ la surface v, si on la
placait en un point quelconque de cette ligne, perpendicu-
lairement & sa direction , est proportionnelle au quotient
que 'on obtient en divisant la différence de température de
deux points infiniment voisins par leur distance. Donc I'ex-
pression de ce flux a I'extrémité de la normale est

—-—K.wmvwdf,'

4
K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D'un

i8. ‘
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autre coté la surface w laisse échapper dans l'air, pendant
I'instant d¢, une quantité de chaleur égale a Avud¢; / étant
la conducibilité relative 4 l'air atmosphérique. Ainsi le flux
de chaleur i l'extrémité de la normale a deux expressions

différentes, savoir: Av w dtet — Y -~ d: donc ces deux

quantttes sont égales; et c'est en exprimant cette égalité,
que l'on introduira dans le calcul la condition relative a ia

surface. ;
147.
Onaw=v+dv=v+20z+ %8y + %32 Or,il
dx dy y+a e
suit des principes de la géomeétrie, que les coordonnées

$z,3y,dz, qui fixent la position du point v de la normale
par rapport au point g, satisfont aux conditions suivantes :

péx=midz,pdy=nidz.
On a donc '
Wy == (m—--l— j”+pd $z:
on a aussi

¢=\/8x‘+3f+3z'=i(m‘+n‘ +p‘)%$z, ¥

ou a:}%& z, en désignant par ¢ la quintité

(m‘—l—ﬂ’ +Pa)%,

donc

par conséquent l’egahte
hvw dt—-—-k(”’“‘”) v dt
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devient la suivante
‘M2 42 p? 4 By g—o B
dx d‘r Pt_f_; 11’9""‘ ) ( )

Cette €quation est déterminée et ne s'applique qu'aux points
de la surface; elle est celle que 'on doit ajouter a I'équation
genérale de la propagation de la chaleur (A), et & la con-
dition qui détermine Tetat initial du solide; m, n, p, ¢, sont
des fonctions connues des coordonnées des points de la
surface.

148. _

L’équation B signifie en général que le décroissement de
la température, dans le sens de la normale, a lextrémité du
solide , est tel que la quantité de chaleur qui tend a sortir
en vertu de I'action des molécules, équivaut toujours a celle
que le corps doit perdre dans le milieu.

On pourrait concevoir que la masse du solide est pro-
longée, en sorte que la surface au lieu d'étre exposée a lair,
appartient 2-la-fois au corps qu'elle termine, et & une enve-
loppe solide qui le contient. Si, dans cette hypothése, une
cause quelconque réglait a chaque instant le décroissement
des températures dans U'enveloppe solide, et la déterminait
de maniere que la condition exprimée par I'équation B, fat
toujours satisfaite, I'action de I'enveloppe tiendrait lieu de
celle de l'air, et le mouvement de la chaleur serait le méme
dans I'un et l'autre cas: on peut donc supposer que cette
cause exigte , et déterminer, dans cette hypothese , i'état
variable du solide; c’est ce que V'on fait en employant les
deux équations A et B. |

. On voit par-la comment linterruption de la masse et
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ment, la somme des termes du premier ordre, qui entrent
dans Vexpression de ces quantités de chaleur regues par la
molécule, est zéro; ensorte que la chaleur qui sy accumule
en effet, et fait varier sa températare, ne peut étre exprimée
quc par des termes infiniment plus petits que ceux du pre-
mier ordre.

On voit distinctement ce résultat lorsqu’on établit I'équa-
tion générale (A), en considérant le mouvement de la chaleur
daus une molécule prismatique (articles 127 et 142); on le
démontre encore pour une molécule d'une figure quelcon-
que, en substituant a la chaleur regue par chaque face,
cclle que recevraient ses trois projections.

11 est d'ailleurs nécessaire que cela soit ainsi : car, si une
des molécules du solide acquérait pendant chaque instant
une quantité de chaleur exprimée par un terme du premier
ordre, la variation de sa température serait infiniment plus
grande que cclle des autres molécules, clest-i-dire, que
pendant chaque instant infiniment petit, sa température aug-
menterait ou diminuerait d'une quantité finie; ce qui est
contraire a l'expérience.

151, ;

Nous allons appliquer cette remarque a une molécule
placée a la surface extérieure du solide.

Par un point a (woy. fig. 6), pris sur le plan des z et
¥, menons deux plans perpendiculaires , I'un a Vaxe des
x, lautre i I'axe des y. Par un autge point & du méme
plan, infiniment voisin de @, menons aussi deux plans
paralleles aux deux précédents; les ordonnées z, €levées
aux points-a, &, ¢, d, jusqu'a la surface extérieure du
solide, marqueront sur cette surface quatre points @, ¥, ¢, d,
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et seront les arétes d'un prisme tronqué, dont la base est
le rectangle abcd. Si par le point &', qui designe le moins
élevé des quatre points a, ¥, ¢, 4" on fait passer un plan
parallele & celui des x et y, on retranchera du prisme tron-
qué une molécule, dont une des faces, savoir: a' &' c'd' se
confond avec la superficie du solide. Les valeurs des quatre
ordonnées aa' cc’' dd' bb' sont les suivantes :

aqd =2
cd=z+£fda:
dz
dz
df==z4—z;dy
' dz dz
152.

~ L'une des faces perpendiculaires aux x est un triangle, et
la face opposée est un trapéze. L'aire du triangle est

; dy j__: dy,
et lé flux de chaleur dans la direction perpendiculaire 2
cette surface étant —k ;-—: on a, en omettant le facteur d¢,
g, drds
dx a2 dy
pour l'expression de la quantité de chaleur.qui pénétre pen-

dant un instant dans la molécule, & travers le triangle dont
il s'agit. *

dy

Laire de la face opposée est |
1 dz dz dz \
R
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dv

et le flux perpendiculaire  cette face est ausei — % ——, en

supprimant les termes du second ordre, infiniment plus
petits que ceux du premier; on retranchera la quantité de
chaleur qui sort par cette seconde face, de celle qui entre

par la premiere et I'on trouvera k j—; ;—: dz dy.

Ce terme exprime combiery la molécule regoit de chaleur
par les faces perpendiculaires aux z.

On trouvera, par ua calcul semblable, que la méme mo-
lécule recoit, par les faces perpendiculaires aux y, une quan-

L ’ 1 dv dz
tité de chaleur égale a & T dxdy.

La quantité de chaleur que la molécule recoit par la base
rectangulaire est — % j—: dx dy. Enfin,elle laisse échapper

dans Fair, i travers la surface supérieure a'é'c’'d’, une cer-
taine quantité de chaleur égale au produit de A, par
I'étendue « de cette surface. La valeur de w est, selon les
principes connus, celle de dz dy, multipliée par le rapport
5; ¢ désigne la longueur de la rormele, depuis la surface

exterieure jusqu'au plan des z et y, et

v (4 (52) + (B) )

donc la mqléenle perd A travers sa surface @' c'd une
quantité de chaleur égaled A vd x dy E ’

Or, les termes du premier ordre qui entrent dans. 'ex-
pression de la quantité totale de chaleur acquise par la
molécule, doivent se détruire, afin que la variation des tem-
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peratures ne soit pas a chaque instamt wee quantité finie ;
on doit donc avoir I'équatien

k2225 grdy +&..'3.if.d dy—kFld x dy—hodzdy=o,

P A e dv dz d"v‘dz__dv
“?"" d.z'z;.' d,:?}‘ dz .

153.

En mettant pour g—:f et ;; leurs valeurs tirées dle I'équa-
" tion mdx +ndy + pdz =0, et désignant par ¢ la quan-
tte (m' +# +p’)5 on a

I;m%—j—l—kndv+kp —+hvg=o, (B)

on connait minsi d'une manitre distincte ce que représente
chacun des termes de cette équation.

En les prenant tous avec des signes contraires et les mul-
tipliant par le rectangle d z dy, le premier exprime com-
bien h molécule regoit de chaleur par les deux faces per-
pendiculaires aux z, le second combien elle en regoit par
ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisieme combien
elle en regoit par la face perpendiculaire aux z, et le qua-
trieme combien elle en regoit du milien. L'équation exprime
donc que la somme de tous ces termes du premier ordre
est nulle, et que la chaleur acquise ne peut étre représentée
que par des termes du second ordre.

154.

Pour parvenir & cette équation {B) il faut considérer une
des molécules dont la base est a la surface du solide,.comme

19.
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un vase qui regoit ou perd la chaleur par ses diffeérentes
faces. L'équation signifie que tous les termes du premier
ordre qui entrent dans l'expression de la chaleur acquise
se détruisent mutuellement; ensorte que cet accroisse-
ment de chaleur ne peut étre exprimé que par des termes
du second ordre. On peut donner a cette molécule, ou la
forme d’un prisme droit, dont I'axe est perpendiculaire a la
surface du solide, ou celle d'un prisme tronqué, ou une
forme quelconque.

L'équation générale (A) suppose que tous les termes du
premicr ordre se détruisent dans Uintérieur de la masse , ce
qui est évident pour des molécules prismatiques comprises
dans le solide. L'équation (B) exprime le méme résultat pour
les molécules placées aux limites des corps.

Tels sont les points de vue géneraux sous lesquels on peut
envisager cette partie de la théorie de la chaleur.

I'équation % ='C§"ﬁ ?‘_,,2 + %h}g
mouvement de la chaleur dans Tlintérieur des corps. Ce
théoréme fait connaitre la distribution instantanée dans
toutes les substances solides ou liquides; on en pourrait
déduire P'équation qui convient a chaque cas particulier.

Nous ferons cette application dans les deux articles sui-
vants, a la question du cylindre et 4 celle de la sphére.

P 7] ’
+'¢TE) represente le
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SECT]JON VIIL
A pplicaabn des | équations générales.

155.

Désignons par r le rayon variable d’une enveloppe cylin-
drique quelconque, et supposons, comme précédemment
dans l'art. 118, que toutes les molécules également éloignées
de I'axe ont & chaque instant une température commune;
» sera une fonction de r et £; r est une fonction de y, z,
donnée par I'équation r’=z' 4 »". Il est évident, en premier
lieu que la variation de 2 par rapport 2 x est nulle; ainsi
le terme g‘ﬁ doit étre omis. On aura maintenant, swivant
les principes du calcul différentiel, les équatioﬂs -

dv_dvdr dv_dv (dry dvds

dz drds dz dr dz) drdz

dv__dvdr dv_d» dr)' dvdr

L= =i\ ) YT T
donc ,

S RN EARS SRS NG

Il [hut remplacer dans le second membre les quantités

dr dr 4&'r 4&'r

A AF
par leurs valeurs respectives; pour cela on tirera de I'équa-
tion 2+ y' ==r _
_ dr g (dr ' r
r 4r et 1 = ( ) +r d.r
y=raz T \dy dy
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et parconséquent

#er=r{(Z)+ (5]
°=( ) ( )"" {d'+dj‘]

la premiere équation , dont le premier membre est égal A 7,

doane
(& +($)=x

la seconde danne , lorsqu’on met pour
dryt drye
z) +(7)
&r dr_ 1
iz T = (c).
Si maintenant on substitue dans I'équation () les valeurs
données par les équations (&) et (¢), on aura

do d"v_d'-v_'q‘xd'v
de ' dy” drf " rdr

sa valeur 1

Donc I'équation qui exprime le mouvement de la chaleur
dans le cylindre, est

dv __ K sdv 1 dv

=tz t i)
comme on l'a trouve précédemment, art. 119.

On pourrait aussi ne point supposer que les molécules
¢également €loignées de Yaxe, ont recu une température ini-
tiale commune; dans ce cas on parviendrait & une équation
beaucoup plus générale.

156.

Pour déterminer, au moyen de I'équation (A}, le mouve-
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ment de la chaleur dans une sphere qui a été plongée dans

un liquide, on regardera » comme une fonction de ret ¢;

r est une fonction de z, y, z, domnée par I'équation
r=x+y'+z’,

r étant le rayon variable d'wne enveloppe. On aura ensuite

dv dv dr d"u d"v dr\* dv dr
=pnam=1 (%) +&=

dv dv dr du» v dr)‘ dv d'r

J;=z':-‘a7°‘z?=z?- &) YTy
d'v d'ua'r d'*v *  dedr
=Hra® ( )+:r;'z;?

En faisant les snbstltut.lons dans I'équation

dv _ K rdv  do d‘w)
Zi—co\dz Y aytas
on aura

Z=on @G @) +@ |+ 2 G F @)

L'équation &’ + y* + 2 == r* fournit les résultats suivants:
. dr ¥ gaas ﬂ'_)‘ a&'r
s=rpzer=(z) +rzz
ar dr\* dr
y.-..r@etl_—(d—])+r27_

dr dr\* dr
z:..—rz—;et l—(z;) +T'E;'.

Les trois équations du premier ordre donnent :

rrprre=r{(ZV+(Z)+(E)]

Len-tmequaham du second ordre donnent :.

3=(2) + (F) + @)+ |F+F+ T
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et mettant pour
dry\? ar\?* dry*
::;) + (2;) + (;;—,.)

dr dr d'r __a

7= Y I Yt =;

la valeur 1, on a

Faisant les substitutions dansI'équation (@), on aura l'équation

dv K dv a2dv
ri=co (77 +37)
qui est la méme que celle de lart. 114.

L'équation contiendrait un plus grand nombre de termes,
si 'on ne supposait point que les molecules également
éloignées du centre ont recu la méme température initiale.

On pourrait aussi déduire de l'équation déterminée (B),
celles qui expriineilt Iétat de la surface dans les équations par-
ticulieres , ol1 'on suppose qu'un solide d'une forme donnée,
communique sa chaleur a Pair atmospherique ; mais le plus
souvent ces equations se présentent d'elles- mémes, et la
forme en est tres-simple, lorsque les coordonnées sont
choisies convenablement.

SECTION IX.
Remarques génerales.

a7 _
La recherche des lois du mouvement de la chaleur, dans

les solides consiste maintenant & intégrer les équations que
nous avons rapportées; c'est I'objet des chapitres suivants;
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nous terminerons celui-ci par des remarques générales sur
la nature des quantités qui entrent dans notre analyse.

Pour mesurer ces quantités et les exprimer en nombre,
on les compare a diverses sortes d'unités, au nombre de
cinq, savoir : I'unité de longucur, I'unité de temps, celle de
la température, celle du poids, et enfin 'unité qui sert a
mesurer les quantités de chaleur. On aurait pu ehoisir pour
cette derniere unité la quantité de chaleur qui éleve un
volume donné d'une certaine substance , depuis la tempéra-
ture o jusqu'a la température 1. Le choix de cette unité
serait preferable a plusieurs egards a celui de la quantité de

haleur necessalre pour -convertlr un< masse de glace d un

poids donné€, en une masse pareille d'eau , sans élever la tem-

pérature 0. Nous n'avons adopté cette derniere unité, que

parce qu'elle était en quelque sorte fixée d’avance dans plu-

sieurs ouvrages de physique; au reste, cette supposition

n’apporterait aucun changement dans les résultats du calcul.
158.

Les elements spécifiques qui déterminent dans chaque’
corps les éffets mesurables de la chaleur, sont au nombre de
trois, savoir : la conducibilité propre, la conducibilité rela-
tive a J'air atmosphérique, et la eapacité de chaleur.

Les nombres qui expriment ces quantités sont comme la
pesanteur spécifique autant de caractéres naturels propres
aux diverses substances.

Nous avons déja remarqué, art. 36, que la conducibikité
de la surface serait mesurée d’'une maniere plus exacte, si
Ton avait des observations suffisantes sur les effets de la cha-
Jeur rayonnante dans les espaces vides d’air.

On peut voir, comme nous I'avons annoncé dans la pre-

20



miére section du chap. I, art. 11, qu'il n'entre dans le
calcul _que trois coéfficients spécifiques &, &, C; ils doivent
étre déterminés par des observations, et nous indiquerons
par la~suite les experiences propres & les faire connaitre avee
précision., '

159.

Le nombre C, qui entre dans le calcul, est toujours
multjplié par la densité D, c'est-a-dire, par Ie nombre
d'unités de poids qui €quivalent au poids de I'unité de vo-
lume; ainsi ce produit C D peut étre remplacé par le coéffi-
cient ¢. Dans ce cas on doit entendre, par capacité spécifique
de chaleur, la quantité nécessaire pour élever de la tem-
pérature o a la température 1 Yunité de volume d'une
substance donnée, et non I'unité de poids de cette substance.
C'est pour ne pas s'éloigner des définitions communes, que
Yon a rapporté dans cet ouvrage la capacité de chaleur aun
poids et non au volume ; mais il serait préferable d’employer
le coéfficient ¢ tel que nous venons de le définir; alors il
n'entrera dans les expressions analytiques aacune grandeur
mesurée par I'unité de poids: on aura seulement i considérer,
1° la dimension [ineaire x, la température v, et le temps ¢;
2¢ les coéfficientc, &, et k. Les trois premiéres quantités somt
des indéterminées, et les trois autres sont, pour chaque
substance , des éléments constants que I'expérience fait con-
* naitre. Quant & l'unité de surface et a l'unité de volume,
elles n'ont rien d’absolu, et dépendent de l'unité de longuear.

160.

Il faut maintenant remarquer que chaque grandeur indé-
terminée ou constante a une dimension qui lui est propre, et
que les termes d’'une méme équation ne pourraient pas étre
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compares, 8'ils n'avaient pointle méme exposart de dimension.
Nous avons introduit cette considération dans la théorie de la
chaleur pour rendre nos définitions plus fixes, et servir a véri-
fier lecalcul ; elle dérive des notions primordiales sur les quan-
tités ; c'est pour cette raison que, dans la géométrie et dans
la mécanique, elle équivant aux lemmes fondamentaux que
les Grecs nous ont laiss€s sans démonstration.

1601.

Dans la théorie analytique de la chaleur, toute équa-
tion (E) exprime une relation nécessaire entre des grandeurs
subsistantes @, ¢, v, ¢, A&, k. Cette relation ne dépend point -
du choix de V'unité de longueur, qui de sa nature est contin-
gent, c'est-a-dire que, s I'on prenait une unité différente pour
mesurer les dimensions linéaires, 'équation (E) serait encore
la méme., Suppesons done que lunité de longueur soit
changée, et que sa seconde valeur soit équivalente 2 la pre-
miére, divisée par m. Une quantité quelconque x qui dans -
T'équation (E) représente une certaine ligne a 5, et qui, par-
conséquent , désigne un certain nombre de fois Té de
longueur, deviendra irx, afin de correspondre a ¥ méme
grandeur @ b ; la valeur £ du temps et la valeur v de la tem-
pérature ne seront point changées; il n'en sera pas de méme

des ¢léments spc’ciﬁques A, k, c : e premier & deviendra -k-

car il exprime la quantité de chaleur qui sort pendant lumte
de temps, de l'unité de surface & Ta temperatuge 1. Si T'on
examine avec attention la nature du coéfficient %, tel que'
nous avons défini dans les art. 68 et 135, on reconnaitra,

qu'id dpﬁient 5 - car le flyx: de. chaleur est en raisen directe
20.
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de I'étendue de la surface, et en raison inverse de la distance
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coéfficient ¢ qui
représente le produit C D, il dépend aussi de I'unité de lon=~

<

gueur et devient — ; donc I'équation (E) ne doit subir aucun

changement, si l'on écrit, au lieu de z, mz, et en méme
A 2 .

temps -m'f—, =, 5‘3, au lieu de &, &, ¢; le nombre m disparattra

de lui-méme apres ces substitutions : ainsi la dimension de
xz, par rapport 4 'unité de longueur est 1 ; celle de % est—1x,
celle de & est— 2, et celle de ¢ est — 3. Si 'on attribue a
chaque quantité son exposant de dimension, 1'équation sera
homogene, parce que chaque terme aura le méme exposant
total. Les nombres tels que s, qui représenteraient. des sur-
faces ou des solides, ont la dimension 2 dans le premier
cas, et la dimension 3 dans le second. Les angles, les sinus
et autres fonctions trigonométriques, les logaritbmes ou
exposants de puissance sont, d'apres les principes du calcul,
des nombres adsolus qui ne changent point avec l'unité de

longuﬂ‘ on doit donc trouver leur dimension égale a o,

qui est @Mle de tous les nombre abstraits.

Si I'unité de temps, qui était d'abord 1, devient -, le
nombre ¢ sera n ¢, et les nombres z et v ne changeront
point. Les coéfficients %, &, ¢ seront 2, 2, c. Ainsi les dimen-
sions de z, ¢, v, par rapport a Punité de temps, sont
0,1,0,etcellesdek, %, ¢, sont—1,~1,0.

Si I'unite de température était changée, en sorte que la

température 1 devint celle qui répond & un autre effet que
I'ébullition de I'eau; et si cet effet exigeait une température

-
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moindre, qui fiit 4 celle de l'ean bomllante dans le rapport
de 1 au nombre p; vdeviendrait v p, z et ¢ conserveralent

leurs valeurs, et les coéfficiens k, %, ¢ seraient 5 é, g

P
Le tableau suivant représente les dimensions des trois
indéterminées et des trois constantes, par rapport & chague
sorte d'unite.

LONGUEDUR, DUREE. TEMPFERATORE.

Exposant de dimemsion do. .. ... * T o - o
¢ o H o

- o o :

La conducibilité spécifique..... & —-1 —_—t -
La condacibilitd de La sorface... 3 iy s iy
La capacité de chalenr......... ¢ Sy o g

162.

Si I'on conservait les coéfficients C et D, dont le produit a
€té représenté par ¢, on aurait encore & considérer I'unité
de poids, et 'on trouverait que l'exposant de dimension ,
par rapport a l'unité de longueur est —3 pour la densité D,
et o pour C.

En appliquant la regle precedente aux différentes équations
et & leurs transformées, on trouvera qu'elles sont homo-
génes par rapport a chaque sorte d'unité, et que la dimen-
sion de toute quantité angulaire ou exponentielle est nulle.
Si cela n'avait point lieu, on aurait commis quelque erreur
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a paru plus propre qu'aucune autre a faire connaitre les
¢léments de la méthode que nous avons suivie,
164.

Nous supposons quune masse solidc homogeéne est con-
tenue entre deux plans verticaux B et € paralleles et infinis,
" et quon la divise en deux parties par un plan A perpen-
dicalaire aux deux autres (voy. fig. 7); nous allons con-
sidérer les températures de la masse B A C comprise entre
les trois plans infinis A, B, C. On suppose que l'autre
partie B'A C' du solide infini est une source constante de
chaleur, c'est-a-dire que tous ses points sont retenus i la
température 1, qui ne peut jamais devenir moindre, ni plus
grande. Quant aux deux solides latéraux compris 'un entre
le plan C et le plan A prolongé, I'autre entre le plan B et le
plan A prolongé, tous leurs points ont une température
constante o, et une cause extérieure leur conserve toujours
cette méme température; enfin les molécules du solide com-
pris entre A, B et €, ont la température initiale o. La chaleur
passera successivement du foyer A dans le solide B A C; elle
s’y propagera dans le sens de la longueur qui est infipie, et
en méme temps elle se détournera vers les masses froides
B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempéra-
tures du solide B A C s'éleveront de plus en plus ; mais elles
ne pourront outre-passer ni méme atteindre un maximum
de température, qui est différent pour les différents points
de la masse. 1l s'agit de connaftre I'état final et constant dont
I'état variable s'approche de plus en plus.

Si cet état final €était connu et qu'on le format dabord, il
subsisterait de lui-méme, et c'est cette propriété qui le dis-
tingue de tous les autres. Ainsi la question actuelle consiste
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a déterminer les températures permanentes d'un solide rec-
tangulaire infini, compris entre deux masses de glace Bet C
et une masse d'ean bouillante A; la considération des ques-
tions simples et primordiales est un des moyens les plus cer-
tains de découvrir les lois des phénoménes naturels, et nous
voyons, par l'histoire des sciences, que toutes les théories se
sont formeées suivant cette méthode.
165.

Pour exprimer plus brievement la méme question, on sup-
pose qu'une lame rectangulaire B A C, d'une longueur infinie,
est echauffée par son extrémité A, et conserve dans tous les
points de cette base une température constante 1, tandis que
chacune des deux arétes infinies B et C, perpendiculaires a
la premiere, est aussi assujétie dans tous ses points a une
température constante o ; il s'agit de déterminer qu’elles doi-
vent étre les températures stationnaires de chaque point de
la lame.

On suppose qu'il ne se fait a la superficie aucune déper-
dition de chaleur, ou, ce qui est la méme chose,on considere
un solide formé par la super-position d'une infinité de lames
pareilles a la précédente ; on prend pour I'axe des x la droite
0z, qui partage la lame en deux moitiés, et les coordonnées
de chaque point m sont x et ¥, enfin on représente la lar-
geur A de la lame par 2/, ou, pour abréger le calcul, par =,
valeur de la demi -circonférence.

Concevons qu'un point  de la lame solide BAC, quia pour
coordonnées z et y, ait la température actuelle v, et que les
quantités v, qui répondent aux diflérents points, soient telles
qu'il ne puisse survenir aucun changement dans les tempé-
ratures, pourvu que celle de chaque point de la base A soit

21
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toujours 1, et que les cotés B et C conservent dans tous leurs
points la température o.

Si l'on elevait en chaque point » une coordonnée verticale
égale a la température v, on formerait une surface courbe
qui s'étendrait au-dessus de la lame et se prolongemit 2 l'in-
fin.. Nous chercherons a connaitre la nature de cetie surface
qui passe par une ligne parallele élevée au-dessus de P'axe
des y, 4 une distance égale a 'unité, et qui coupe le plan
horizontal , suivant les deux arétes infinies paralleles aux .

166. -

Pour appliquer I'équation génerale

dv K d* v ' v d* v
Zi=co\az Yo7t azm )

on considérera que, dans le cas dont il s'agit, on firit abstrac-

tion d'une coordonnée z, en sorte que le terme ;—: doit étre

. : dv . »2 . .
omis; quant au premier membre —, il sévanouit, puis-
qu'on veut déterminer les températures stationnaires; ainsi
I'équation qui convient i la question actuelle, et détermine
les propri€tés de la surface courbe cherchée est celle-ci,

d'w d"v__
F_'—-J}'T_D (ﬂ).

La fonction de z et y, ¢ (z, ) qui represente I'état perma-
nent du solide B A€, doit 1° satisfaire i l'équation (a); 2° de-
venir nulle lorsqu'on substitue — ; = ou + i = au lien de ¥,

quelle que soit d'ailleurs la valeur de 2, 3° elle doit étre
égale a l'uaité, si Lon. suppose a==o0, et si l'on.attribue a y
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- ) 1 |
une valeur que]conque comprise entre — ~ = et + —m. Il faut

ajouter que cette fonction ¢ (z, y) doit devenir extrémement
petite lorsqu’on doune a x une valeur tres-grande, puisque
toute la chalewr sort du seul foyer A

167.

Afin de considérer la question dans ses éléments, on cher-
chera en premier lieu les plus simples fonctions de r ety,
qui puissent satisfaire a 'équation (2); ensuite on donnera a
cette valeur de 2 une expression plus générale, afin de rem-
plir toutes le conditions €énoncées. Par ce moyen la solution
acquerra toute |'étendue qu'elle doit avoir, et I'on démontrera
qie la question proposée ne peut admettre aucune autre
solution.

Les fonctions de deux vanables se réduisent souvent a
une expression moins composée, lorsqu’on attribue 2 I'une
des variables ou a toutes les deux une valeur infinie ; c'est ce
que Ton remarque dans les fonctions algebriques qui, dans
ce cas, équivalent au produit d'une fonction de x par une
fonction de y. Nous examinerons d’abord si la valeur de »
peut élre représentée par un pareil produit; car cette fonc-
tion v doit représenter l'état de la lame dans toute son
étendue, et par conséquent celui des points dont la coor-
donnée z est infinie. On écrira donc v=Fz. f, substituant

LI S - r 'ﬂ- d,(FI) L d, fj:r)

dans I'équation a et désignant — o par F'z et ==

F'(2)  J'0) . q .

par Sy, on aura ~—z— ~Fa f = 0; on pourra donc sup
F'x .

posc r-r —met —-};- ==-—m, m etant une constante quel..

conque, et comme on se propose seulement de trouver une

21,
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valeur particulitre de v, on déduira des équations précé-

dentes Fx—e™ ™%, y==C0S8. my.

168.

On ne pourrait point supposer que m est un nombre né-
gatif, et I'on doit nécessairement exclure toutes les valeurs

particulieres de », ol il entrerait des termes tels que ¢~ m
étant un nombre positif, parce que la températare v ne peut
point devenir infinie, lorsque x est infiniment grande. En
effet la chaleur n'étant fournie que par la source constante
A, il ne peut en parvenir qu'une portion extrémement petite
dans les points de l'espace, qui sont tres-éloignés du foyer.
Le reste se detourne de plus en plus vers les arétes infinies
Bet C, et se perd dans les masses froides qu'elles terminent.

L'exposant m qui entre dans la fonction e™ " . cos. my
n'est pas déterminé, et I'on peut cboisir pour cet exposant
un nombre positif quelconque : mais, pour que v devienne

nulle en faisant y:-—»i xo0uy= —i--E =, quelle que soit x,

on prendra pour m un des termes de la suite, 1, 3, 5,

7,9, etc.; par ce moyen la seconde condition sera remplie.
169.

On formera facilement une valeur plus générale de », en

ajoutant plusieurs termes semblables aux précédents, et I'on

aura v=—ae " cos.y+ be 3% cos. Jy+ ce % cos. 5y

+de 7 . cos.7y+.....etc. (b). 1l est évident que
cette fonction v désignée par ¢ (, y) satisfait a Yéquation

d* v d v i i .
der & F =06t A la condition ¢ (=, ==  x)==o0. Il reste



CHAPITRE I1IL 165
a remplir une troisieme condition, qui est exprimee ainsi :
¢ (0, y)=1,et il est nécessaire de remarquer que ce ré-
sultat doit avoir lieu lorsqu’on met pour y une valeur quel-

. X 1 .
conque, comprise eatre — 3™ et + P On ne peut en rien

‘inférer pour les valeurs que prendrait la fonction ¢ (o, y),
si I'on mettait au lieu de y une quantité non comprise entre

les limites — E w et + -:;1-:. L'équation (%) doit donc étre as-

sujétie a la condition suivante :

1==ac0s.y + bcos. 3y + ccos. 3y + dcos. 7y + etc.

C'est au moyen de cette équation que I'on déterminera les

coéflicients 2, b, ¢, d, ... etc. dont le nombre est infini.
Le second membre est une fonction de y, qui équivaut a

l'unité, toutes les fois que la variable y est comprise entre

—Zzet+ - On pourrait douter qu'il existit une pareille
a2 2

fonction, mais cette question sera pleingment éclaircie par la
suite.
170.

Avant de donner le calcul des coéfficients, nous remar-
querons ['effet que représente chacun des termes de la série
dans I'équation (). _

Supposons que la temperature fixe de la base A, au lieu
d'étre égale 4 l'unité pour tous ses points, soit d’autant
moindre que le point de la droite A est plus éloigné du mi-
lieu o, et qu'elle soit proportionnelle au cosinus de cette
distance; on connaitra facilement dans ce cas la nature de la

surface courbe, dont l'ordonnée verticale exprime la tempé-
tature v ou ¢{x, ¥). Si lon coupe cette surface a l'origine
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par un plan perpendiculaire 4 I'axe des x, la courbe qui ter-
mine la section aura pour équation »==a cos. y: les valeurs
des coéfficients seront les suivantes :

a—a, b’:ﬁ, c=—0, d:::o,

ainsi de suite, et I'équation de la surface courbe sera

v=aqae - COS. 7.

Si I'on coupe ccite surface perpendiculairement a I'axe des
7y, on aura une logarithmique dont la convexite est tournée
vers Faxe; si on la coupe perpendiculairement a l'axe des z,
on aura uae courbe trigonométrique qui tourne sa concavité

vers I"axe. Ii suit dela que la fonction : ; a toujours une va-

leur positive, et que celle de -J . est toujours négative. Or

la quantité de chaleur qu'une molécule acquierta raison de sa
place cntre deux autles dans le sens des x, est proportionnelle

a la valeur de ”. (art. 123); il s'ensuit donc que la molé-

cule mtermed:axre regoit de celle qui la précede, dans Ie sens
des z, plus de chaleur qu'elle n’en communique & celle qui
la suit. Mais, si 'on considere cette méme molécule comme
placée entre deux autres dans le sens des y, la fonction

g}—; étant négative, on voit que la molécule intermédiaire

communique a celle qui la suit plus de chaleur qu’elle n'en re-
coit de celle qui la précede. Il arrive ainsi que l'excédent decha-
leur qu'clle acquiert dansle sens des x, compense exactement
ce qu'elle perd dans le sens des y, comme I'exprime l'equa-
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. _d'w d'v o ; )
tion — + I = o. On connait ainsi' la route que suit la

chaleur gui sort du foyer A. Elle se propage dans le sens
des x, et en méme temps elle se décompose en deux parties,
dont 'une se dirige vers une des arétes , tandis que l'autre
partie continue de s'¢loigner de l'origine, pour étre décom-
posée comme la précédente et ainsi de suite 2 I'infini. La
surface que nous considérons est engendrée par la courbe
trigonomeétrique, qui répond a la base A, et se meut perpen-
diculairement a 'axe des & en suivant cet axe, pendant que
chacune de ses ordonnées décroit a I'infini, proportionnel-
Jement aux puissances successives d'une méme fraction.

On tirerait des conséquences analogues, si les tempéra-
tures fizxes de la base A étaient exprimées par le terme

b cos. 3y ou c cos. by ete. ;

et Fon peut, d'apres cela, se former une idée exacte du mou-
vement de la chaleur dans les cas plus généraux; car on
verra par la suite que ce mouvement se décompose toujours
en une multitude de mouvements elémentaires, dont chacun

s'accomplit comme s'il était seul.

SECTION IL

Premier exemple de U'usage des séries trigonoméetriques dans
la théore de la chaleur.

171,
Nous reprendrons maintenant U'équation

1==a c0s.y + & cos. y -+ ¢ cos. by + d cos. 7y + etc.,
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dans laquelle il faut déterminer les coéfficients a, b, ¢, d, el
Pour que cette équation subsiste, il est nécessaire que 1
constantes satisfassent aux équations que 'on obtient p
des différentiations successives, ce qui donne les résult:
sutvants :

acos.y+b cos.3y+ ccos.5y+ deos.py et

@ sin. y+3 &sin. 3y + 5 csin. 5y + 7 dsin. 7 y + et

@ cos. ¥+ 3'bcos. 3y + 5'ccos. Sy + 7'd cos. 7y + et

!

= a sin. y + 3*bcos. 3y +5’ccos.5y + 7*d cos. 7y + et
ainsi de suite & l'infini.
Ces équations devant avoir lieu lorsque z==0, on aura

1=a+ b+ c+ d+ e+ [fHg+... etc
o=a+3b+5c+rd+ge+ 1’ f+... etc
o=a+¥b+5+7d+qge+... etc.
o=a+3b+5c+7'd+... etc.
o=—=a+3b+5c+... etc

etc.

Le nombre de ces équations est-infini comme celui
indéterminées @, b,¢,d,e... etc. La question consist
éliminer toutes les inconnues, excepté une seule.

172.

Pour se former une idée distincte du résultat de ces €li
nations, on supposera que le nombre des inconnues z, b
d... etc.,est dabord defini et égal 2 m. On emploiera
m , premieres équations seulement, en effacant tous les ter
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L

ol se trouvent les inconnues qui suivent les m premieres. Si
P'on fait successivement m==2, m=3, m==4,m==5, ainsi de
suite, ontrouvera dans chacune deces suppositions, les valeurs
des indéterminées. La quantité @, par exemple, recevra une
valeur pour le cas de deux incounues, une autre pour le cas de
trois inconnues, ou pour le cas de quatreinconnues, ou succes-
sivement pour un plus grand nombre. Il ensera de méme de l'in-
déterminée b, qui recevra autant de valeurs différentes que 'on
aura effectué de fois I'élimination; chacune des autres'indéter-
minédes est pareillement susceptible d'une infinité de valeurs
différentes. Or la valeur d'une des inconnues, pour le cas
ou leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent
continuellement les valeurs qu'elle regoit au moyen des é€li-
minations successives. Il s'agit donc d’examiner si, & mesure
que le nombre des inconnues hugmente, chacune des valeurs
a, b, c, d,... etc. ne converge point vers une limite ﬁme,
dont elle approche continuellement.

Supposons que l'on emploie les sept eqnat:ons smvantqa :

.t

a+ b+ o+, d+'e+ f_,_ _.5{

|

a+3 b+5 c+rv dyg e+’ f+1¥ g

I

l

a+3 6+5 c+9 d+ g e+_u‘f+l34 g

I

a+3 b+5 e+ d+g® e+ 11° f+ 13 g

Q
I

a+3 b+ 5 c+7tl d+9‘ e+ 11 f+ 13 g

o
|

a+3b+bc+yd+gre+ 1 f+13"g
o=a+3"b+5rc+ytd+giet i f+13"g.
| ' 22
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Les six équations qui ne contiennent plus g, sont :

13 =a (13— (33 (154 d(1I—)+ (1P —g)+ S
o =a (13—1)+-3' b(1¥—3)4-5 ¢ (138 +-7* d (13 —7") 49" £ (13 —g") 411"/
o=a (1¥—r)4-5 s (1F—=F)+5 c (x5 47 d (1P~ 49! e (1 I—g )+ 114Sf
o0==a(x3—1)+3* 4 (13345 c (1354 7° d (1 3—7")+-9° e (1F—g )4 11" f
o==a (13— )+3 13 —I)45° ¢ (135 )42 d(1 T —7") 49" e(xI—g") 411" f
o==a (131438 (13 —I)+ 57 c (13 —5) 47" d(1 32 49" e (13 —g") - 11" f

En continuant l'élimination, on obtiendra Féquatic
finale en a, qui est :

2{13—1*) (1 *—1"){g— 1"} (7' —1*) (5*— ") (3—1")=1 311" 9" 7.5 3"..

173,
Si 'on. avait emplayé un nombre d'équations plus grar
d'une unité, on aurait trouvé, pour déterminer a, une €qu
tion analogue A la précédente, ayant au premier membre u
facteur de plus, savoir: 15— 17, et au second membre 15
pour nouveau facteur. La loi a laquelle ces différentes v:
leurs de @ sont assujéties est évidente, et il s'ensuit que |
valeur de @, qui correspond & un nombre infini d'équation:
est exprimeée ainsi :
3! 5! 7! 9‘ ll. 13,

AR g —r i —1 cae:

[
3

____3.3 5.5 7.9 9.9 11.11 13,13
OR:ch "= 2.4 4.66.88.10 10.12 23.14 "’ etc.

Or cette dexniere expression est conpue et, suivant ]

théoréme de Wallis, on en conclut a = : Il ne sag
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donc maintenant que de comnaitre les valeurs des autres
indéterminées.
174.

Les six équations qui restent aprés I'élimination de g
peuvent étre compar€es aux six éqaations plus simples que
I'on aurait employées, s'il n'y avait eu que six inconnues.
Ces dernicres équations different des équations (c), en ce
que, dans celles-ci, les lettres £, ¢, d, ¢, b, a se trouvent
multipliées respectivement par les facteurs

13y —i1r 1 3—g* 13—n* 135 3I—3 13I—r
137 a3 a3 ¥ a0

Il suit de ld que si on avait résotu lfes six équations
linéaires que I'on doit employer dans le cas de six indéter--
minées, et que I'on eiit calculé la valeur de chaque inconnue,
il serait facile d'en conclure la valeur des indéterminées de
méme nom, correspondantes au cas ol l'on aurait employé
sept équations. Il suffirait de multiplier les valeurs de f, e,
d,c, b, a, trouvées dans le premier cas par des facteurs
connus. Il sera aisé, en géneral, de passer de la valeur de
Tune des quantités, prise dans la supposition d'un certain
nombre d'équations et d'inconnues, a la valeur de la méme
quantité, prise dans le cas ol il y aurait une inconnue et
une équation de plus. Par exemple, si la valeur de / trouvée
dans I'hypothése de six équations et six inconnues, est repré-
sentée par F, celle de la méme quantité pris¢ dans le cas d'une

; : 5 '
inconnue de plus, sera F. ——— Cette méme valeur, prise
dans le cas de huit mconnues, sera, par la méme raison,

F 13‘ : 15,

1P —11" 153 —rr*

22.
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et dans le cas de neuf inconnues, elle sera

]

| E3 15’ 17
F 1¥—1 1y —1r :7 —1r

ainsi de suite. I suffira de méme de connaitre la valeur de &
correspondante au cas de deux inconnues, pour en conclur
celle de la méme lettre qui correspond au cas de trois
quatre, cing inconnues, etc. On aura seulement a multiplie

cette premiere valeur de & par
5 7 9 n:
5:___33' 7;_3& - 9“""‘"‘3' . 3 Ia___am' LR etc'

Pareillement si I'on connait la valeur de ¢ pour le cas d
trois inconnues,’on multipliera cette valeur par les facteur:
successifs ~

1I
_;.._.g..-g-__--g «--—-—-;.... etc.
on calculera de méme la valeur de d par le cas de quatn
inconnues seulement, et on multipliera cette valeur par
9 rz* 13 15
9‘_“:'5“ ll:____7: 131_7- _15‘—

<. .. ete.
7

Le calcul de la valeur de a est assujéti 2 la méme regle, car

si on prend cette valeur pour le cas d'une seule inconnue.
et qu'on la multiplie successivement par
R
v BT g —r %
on trouvera la valeur finale de cette quantite.
195.

La question est donc réduite & déterminer la valeur de «
dans le cas d’une inconnue, la valeur de & dans le cas de
deux inconnues, celle de ¢ dans le cas de trois inconnues, et
ainsi de suite pour les autres inconuues,
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11 est facile de juger, a l'inspection seule des équations et
sans aucun calcul, que les résultats de ces ehmmatxons suc-

cessives doivent étre

= =55

. Ia ¢ . 3’ . 55
—_ P Yy 5:____7
_ Il 3% 5: 93
T P—¢ ¢ F—g7—¢

176.
- Il ne reste qu'a multiplier les quantités précédentes par
les séries des produits qui doivent les compléter et que nous
avons donnés (art. 174) On aura en conséquence, pour les
valeurs finales, des inconnues a,b c,d,e, [, etc., les ex-
pressnons suivantes ; ; ‘

31 ’ 5: 7: ) 91 ) 11?

E=la ponr T e i
i 1,:_‘_3. 5.33;7,‘_9:3_,'9,53, “::3, etc.
o= 7;_7_'5,-9.9_’5.-”."_’5: etc.
4= 1’27"3'-3—,7"5‘27" 9‘—?:7"11:117’ ete-
S N B8 e

b . . ]
T Pt F—art Bt g g1 1P—ir 1511
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ouaz==-+I. g .:__2.%_.82 o
bﬁ_ﬁ"f‘%'%-gi ete

=+ T EL - T e

== %_; . 43-.:3 ) 25..152 ) 29..:% ’ 14! ,.:31 ' 163.-.:53 etc.

_,x.x 33 55 7.9 ar.3x 33.13 15.15
e—+8.10_'6.m 4.14 2.16 a.a0 4.22 6.24

- 1.1’.3.3 5.5 7.7 9.9 13.13 15.15 17.17 ¢
f'"_uxo.m B.14 6.16 4.18 2.20 2.24 4.26 6.a28 -

ete.

- » l L] X r -
_ La quantite ; T ou le quart de la circonférence équivau

suivant le théoréme de Wallis, a

4.4 6.6 8.8.10.10.12.12 4. 14
"35 5.7 7.9 9.1z 11.13 13.05 °

2 tc.
1.9

Si I'on remarque mainzenant quelles sont;, dans les valeu
de a,b,0,d, e, ete., les factours que Yon doit écrive
numeérateurs et aux dénominateurs, pour y compléter
double série des nombres impairs et des nombres pairs , 1
trouvera que les facteurs a suppléer sont :

\ a=a. T
3. *
pour & p N
5.5 b=—a. 3—
pourc . X
¢ =< 2. g—
pour d ?—ZZ et I'on em conclut 5=
g h——d, —?;
pour e 9:'82‘ i 72
I1.15% ¢ = 3. 5_;

pour f 2'2

T
|
[ %]
-
lw
q
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177 -

C'est ainsi qu'on est parvenu &4 effectuer entierement les
éliminations et 4 déterminer les coéflicients a, 4, c, d, etc.,
de I'équation
1==a cos.8+ b cos.Ix+cc0s. 5 r+dcos.7 2+ ecos.gx, + etc.

La substitution de ces coéficients, donne I'équation
suivante :

== Co0S. y—-— cos.3y+ cos. 5y — > 5 €087y

&t A

+ §cos. gy—-—-;-l-cos. 11y + etc.

Le second membre est une fonction de y, qui ne change
poml: de valéeur quand on dorme 4 la variable y une valeur

I
compnse entre — - =et 4 £ e Il serait aisé de prouver que

cette série est toujours convergente , Cest-a-dire que, en
mettant au lieu de y un nombre quelconque, et en pour-
saivant le calcul des coéfficients, on approche de plus en
plus dune valeur fixe, en sorte que la différence de cette
valeur a la. somme des termes calculés, devient moindre que
toute grandeur assignable. Sans nous arréter a cette démons-
tration, que le lecteur peut suppléer, nous ferons remar-
quer gwe la valeur fixe, dont on approche continuellement,

est % =, 81 la valeur attribuée 4 y est comprise entre o et

1 . 3 1 . . I 3 .
5 ™ mais quelle est == 81.% est comprise entre 7« et - n;

car, dans ce second intervalle, chaque terme de la série
change de signe. En général la limite de la série est alterna-
tivement positive et négative; au reste, la convergence n'est
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point assez rapide pour procurer une approximation facile ,
mais elle suffit pour la vérité de I'équation.
178.
L'équation

¥ = €08, & — 3 C0S. 3 & + ; <05, 5.:c———;cos. 7 & +etc.

appartient a une ligne qui, ayant x pour abcisse et J pour
ordonnée, est composée de droites séparées dont chacune
est parallele 2 l'axe et égale a la demi-circonférence. Ces
paralleles sont placées alternativement au-dessus et au-des-

sous de 'axe, i la distance 5 =, etjointes par des perpendicu-
’ ) €L] P perpe

4
laires qui font elles-mémes partie de la ligne. Pour se former

une idée exacte de la nature de cette ligne il faut supposer
que le nombre des termes de la fonction

COS. x—%cos. 33?-{--;;(‘05. S5z —etc.

recoit d'abord une valeur déterminée. Dans ce derner cas
'équation '

' I - .
¥y == C0S & — -jcos.3m+%cos.5x-———etc-.

appartient a une ligne courbe qui passe alternativement
ayp-dessus et au-dessous de l'axe, en Je coupant:toutes les
fois que l'abcisse z devient égale & Yune des quantités
' 3 5
0, + 2 z, £ - m, - n. etc.,
¥ 2 a2 2
a mesure que le nombre des termes de I'équation augmente,

la courbe dont il s'agit tend de plus en plus 4 se confondre
avec la ligne précédente, composée de droites paralleles et




CHAPITRE IIL 177

de droites perpendiculaires; en sorte que cette ligne est la
limite des différentes courbes que l'on obtiendrait en
augmentant successivement le nombre des termes.

SECTION IIIL

Remarques sur ces séries.

179

On peut envisager ces mémes équations sous un autre
point de vue, et démontrer immediatement I'équation

cos. 3x +z

T = COB. & = =
4§ 3

Le cas ou z est nulle se vérifie par la série de Léibnitz,

I | ¢
€os. 5 T—C08.7 T +C08. g T etc.

T 1 1 1  §
- | ve—— = a—— — ~— ete.
1= Vg etk

Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série
cos.z—-%cos. 3z + ;—'cos.Sx—fcos.yx + etc.
7

au lieu d’étre infini est déterminé et égal &4 m. On considé-
rera la valear de cette suite finie comme une fonction de z
et de m. On réduira la valeur de la fonction en une série
ordonnée suivant les puissances négatives de m; et I'on
reconnaitra que cette valeur approche d'autant plus d'étre
constante et im’e’pendante de x, que m est un plus grand
nombre. : _ '

Soit y la fonction cherchée qui est donnée par I'équation ;

T 08 21 2

a3
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le nombre m des termes étant supposé pair. Cette équatic
+ différenciée par rapport a z, donne

_i—rzsin..r—-sin.?) T + sin. 5 x — sin. " @ wee
dx

+ 8i0. 2 M — 3.2 —8in. 2 M — 1.3
en multipliant par 2 sin. 2 z, on a
d'r - . . . 3 .
—37sil3r==280.Z.5In.2Z—28N. 3 2.sin.ax
=<

+asin.5x.8in. ax...+2s5lu. 2 m—3xsin. 2 x
—asin 2m—1 xr.sin 2.2.

Chaque terme du second membre étant remplacé par la di
férence de deux cosinus, on en conclura:

_Q%Siﬂ. 2z==c0s. (~—2)— cos. 3 x .
~ CO0S. T+ CO0s. 5 x
+c08. 3 z—co08. 7 x
— c08. 5 z+cos. gz
+€08.7 Z—CO0S. L1 T

-} cos.nm——Hz——cos.nm-——- |
—-CQ8S. nm-—-g:c +cos.2m+41.2.

Le second membre se redultacos. Am+12—cos.2m—i,
ou — 2 si0, 2 m x.sin. x; donc

e — f(d ..’.!."_’3_"1'._’5 :
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18o0.
On intégrera le second membre par parties, én distin-
guant dans l'intégrale le facteur sin. 2mz.dz, qui doit étre

intégré successivement, et le facteur

I ; '
——— Ou sec. x que I'on

doit différencier successivement; désignant les résultats de
ces différenciations par sec.’ z, sec.” z, sec.” z,. .. etc., on

I
aura a y== const. — gy cos.amx.sec.r

I . } 4
4 ——— SIN, 2M X 8eC & — ——~: C08. 2 M Z sec.’ T + elc.
a'. m 2°. m

ainsi la valeur de y ou

5

X
2 m-1

cps.x-—-;cos.Sx + cos.5.z—-—;cos.7.r...+ €08.2m—1Z,
qui est une fonction de z et m, se trouve exprimée par une
série infinie; et il est manifeste que plus le nombre m aug-
mente, plus la valeur de y approche de celle de la con-
stante. C'est pourquoi, lorsque le nombre m est infini, la
fonction y a une valeur déterminée qui est toujours la

méme , quelle que soit la valeur positive de z, moindre

1 ’
que > = Or, si Y'on suppose l'arc z nul, on a

+ + - — etc.,

G e
el o=
e N
Olm

y:l—-—

) . £ )
¢qui équivaut a %«. Donec on aura généralement 3 TS C0s.

—2cos.3zx+2

1 ) !
5 5cos.5x—a-cos.7x+§cos.gx—etc.l(b).

23.
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181.

i » . 1 ™
Si dans cette équation on suppese z== - -.on trouvera
S TS .l TP AR S e
ay' * T 3 5 7 9 11 13 h v t

En donnant a Farc x d'autres valeurs particuliéres, on trov
vera d’autres series, qu'il est inutile de rapporter, et dor
plusieurs ont déja éte publiées dans les ouvrages d’'Eule
St on multiplie I'équation (&) par 4 z, et que l'on integre
on aura

A
3=

nw.r . . X . 4 .
5 =Sz — g sin, 3z +g=sin. 5 T — S 7 & + ete.

. . ' = 1
En faisant dans cette dernitre équation x==_ =, on trouve

ool =

=14 4 5+ s = -+ ete
T = 3 5: 7: 9‘!+e it

série déja connue. On pourrait énumérer a I'infini ces ca
particuliers; mais il convient mieux a 'objet de cet ouvrag
de déterminer, en suivant le méme procéde, les valeur
de diverses séries formées de sinus ou de cosinus, d'arc
multiples.

18a.

. . R - . 3
Soit y =sin. v — - sin. 22+ gsin. 3o — -

i

= ! -
sim.m-—1 T——sil.mx,

sin. 4 ....

-+

m étant un nombre pair quelconque. On tire de cette e'quatior

dy

= ==€08, X == €08, 2% + €08. 3 & —co8. fx........

+ CO8, Miwe 1 X — COS. ML T,
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multipliant par 2 sin. z, et remplacgant chaqu'e terme du
second membre par Ia différence de deux sinus, on aura :

r R s

2 811, xﬂ=sin.x+x—-sin.x—-x

—sin. 2 x4+ +sn. 2 —*

+snS3z+z—sin.3z—2z

+ 8in, (M—1 T~—2}—sin. (m+ 1 2—x)
—sin.(mx+x)+sin. (mar—az);
et, en réduisant

. dy . . g
2 sl & 2 == sin. z + sin. mz — sin. (mx+x),
x

la quantité sin. mx—sin. (mx+x) ousin. (mao+ E :.z:—i:z:)

. I I
—sin.(mz+ v+ )

# . 1 * I X
€quivaut & — 2 8in - z.cos. (mz+ _z); on a donc

- 1
sin. -x B
dy 1 2 1
08 > z)
4 i c .(ma:'+2 T
Ol =~m - .

1 ¥
2 CO5. - &
2




182 - THEORIE DE LA CHALEUR.

Si I'on integre par parties, en distinguant le facteur

I . . A . - [} -
ou sec. - z, qui doit étre successivement différencie, et

I T h * - -

. - intégrera plusieu
facteur cos. (m z + - x) que F'on intégrera p rs fois
suite, on formera une série dans laquelle Ies puissances -

1 ’ . I .
m + - entrent aux dénominateurs. Quant a la constante, e

est nulle, parce que la valeur de y commence avec celle de
Il suit de 13 que la valeur de la suite finie

: I . T . ST I . I .
51N. & — - SIN. 22 + 3 S11l. 3.1"—- ,—..Sln-i.)l'-' -+- -s1n. 7.1'... —— 5.
2 3 5 7 m

*

differe extrémement peu de ; x, lorsque le nombre d

termes est tres-grand, et si ce nombre est infini,on 4 1'équ
tion déja connue

X - | ) I I .
S¥==s8in.r—sin.2 2+ g-sm.3x———zsm.4x+§sm.5.r—-e

On pourrait ainsi déduire de cette derniére série, celle q
nous avons donnée plus haut pour la valeur de i x.

183.

Soit maintenant y = ; cos.za:-—-i cos. 4 x +% cos. 6 x

) 4 e T 1
. + ‘= COS. B3 M— 3 L= —— COS. 2T
A Mm=——2_a a2 m

Différenciant , multipliant par 2 sin. ax, substituant les d
férences de cosinus et réduisant, on aura :

dy
2—;_-_..-——tang..r+

sn.am+41x
€os. &

2
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sin.am41 x
cos. ¥

onay=c—fdxtang.z+ fdz.
intégrant par parties le dernier terme du second membre, ct’
. . I .
supposant m infini,onay==c¢+ - log. cos. z. Si dans
I'équation
¥
5

on suppose x nulle, on trouve

} 4
cos.jx + - co8. 6z—2 cos. §z + ... etc.

y=§cos.2x-—'— ; 5

=l 4l 4. .. etc.=1log a;
)'._._2 4 6 B P .—-——'z-og.n,

I 1 . . PO 1
donc y == - log. 2 +_log. cos. z. On parvient ainsi a la
série donnée par Euler :
log. (2 cos. g.r) == COS. & —-i cos. 2. + %cos. 3 .z:-—~icos.4a: + etc.
. 184. -
En appliquant le méme procéde a I'équation

1

. I .
y==sin.z+3sin. Jz+¢

. I .
sin. 5 x+ 8.2t ete.,

on trouvera la série suivante, qui n'avait pas été remar-
quée, '
b § . I . I . I . I .
FT=Sin.z+ §8i0. 3 z+gsin.dz + 5SIN.7Z + osin. gz +ete.
11 faut observer 4 I'égard de toutes ces séries, que les
équations qui en sont formées n'ont lieu que lorsque .Ja
variable z est comprise entre certaines limites. C'est ainsi
que la fonction
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I r
COs. ¥ — 3 COs. 3$+%CDS. ox—-; €0s. 7 2 +etc.

’ . ) § . .
n'est équivalente a - =, que si la variable 2 est conten

=

entre les limites que nous avons assignées. 1l en est de mér
de la série

. . I . I . I . -
sin. x—gsm.'z.z:-l- 5 SHL. 3.1'—3 sin. 4@+ Fsin.ox—etc

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne
I . )
2 ; i arc x
valeur ,  toutes les fois que l'arc x est plus grand que
et moindre que =. Mais elle n'équivaut plus a 5 z, si la
surpasse =; elle a au contraire des valeurs tres-différent
dei x; car il est évident que dans lintervalle de ==

x=2 =, la fonction reprend avec le signe contraire toutes |
valeurs qu'elle avait eues dans l'intervalle précédent, dep
x=o0, jusqua x=m=. Cette serie est connue depuis lon
temps, mais 'analyse qui a servi a la découvrir n'indiq
pas pourquoi le résultat cesse d'avoir licu lorsque la varial
surpasse .

1l faut donc examiner attentivement la méthode que no
venons d'employer ety chercher I'origine de cette limitatio
a laquelle les séries trigonométriques sont assujéties.

185.

Pour y parvenir, il suffit de considérer que les valeu
exprimées par les suites infinies, ne sont connues, avec uz
entiere certitude, que dans les cas ou I'on peut assigner 1
limites de la somme des termes qui les completent; il fa
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donc supposer qu'on emploie les premiers termes seule-
ment de ces suites et trouver les limites entre lesquelles le
reste est compris.

Nous appliquerons cette remarque a I'équation

) | I I « 2 -—3
y==C08. T— 3 COS. 3x+ 5C0S. S5x—-cos.7x... + m—é—i’f—g———ﬁ
7 am—

Cos. am—1ix
am—1

le nombre des termes est pair et représenté par m; on en

dy sin.amax

déduit cette équation 2 7= ,
xr cos. x

tirer 1a valeur de y, en intégrant par parties. Or, l'integrale
J u.v d x peut étre résolue.en une série composée d’autant
de termes qu'on le voudra, u et v étant des fonctions
de z. On peut écrire, par exemple :

d'oti Ton peut

Suvdx=c+ufvd —:—-:fd.rffvda:+ g'-ﬁfd.rfdvadx
(d( =) /dz/dz fvdz),

équation qui se vérifie d’elle-méme par la différentiation.

En désignant sin. 2 m z par v et sec. x par u, on trouvera

4 I .
2y == C =~ — $€C.ZC03. 2MT + —,—:sec.’xsm. amx

¢ x
g A sec.” z cos. nm.z-—-f(d-———r cos. amx )

186.
Il agit maintepant de connaitre les limites entre lesquelles

est comprise l'intégrale —— /(d (sec.”) cos. amz) qui com-
a4
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plete la suite. Pour former cette intégrale il faudrait donn
a l'arc z une infinité de valeurs, depuis o, terme ot l'int
grale commence, jusqu'a z, qui est la valeur finale de l'ar
déterminer pour chacune des valeurs de z celles de la dif]
rentielle d (sec.” x), et celle du facteur cos. ama, et ajout
tous les produits partiels : or le facteur variable cos. 2 m
est nécessairement une fraction positive ou négative : p
conséquent l'intégrale se compose de la somme des valeu
variables de la différentielle 4 (sec.” z), multipliées respe
tivement par des fractions. La valeur totale de cette int
grale est donc moindre que la somme des différentiell
d (sec.” z), prises depuis z==o0 jusqua z, et elle est pl
grande que cette méme somme prise négativement : ca
dans le premier cas, on remplace le facteur variable cos. 2 m
par la quantité constante 1, et dans le second cas ¢
remplace ce facteur par — 1 : or cette somme des différe:
ticlles d (sec’. z), ou ce qui est la méme chose, I'intégra
J d (sec.” ), prise depuis z==o0, est sec.” z-—sec." 0;sec.”
est une certaine fonction de x, et sec.” o est la valeur de cet
fonction, prise en supposant I'arc z nul.

L'intégrale cherchée est donc comprise entre
-+ (sec.”" z—sec.” 0) et — (sec." z—sec." 0);

c'est-a-dire, qu'en représentant par k une fraction inconnt
positive ou négative, on aura toujours

S (d(sec.” x) cos. 2 m x} = k (sec.” x~s€C.” 0).

On parvient ainsi a I'équation
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-~, d'ou il suit que le méme
“rau cas ou I'arc x n'est pas

analyse pour les séries qui
. cos. &, et l'on pourra dis-

s entre lesquelles la variable
vesultat du caleul soit exempt
vs mémes questions seront
tle fondée sur d’autres prin-

«mmperatures fixes, dans une
wce de T'éguation

1
- _': €0s. 7x + §cos.9x—-—etc.
S

" lenir cette équation:
:ut au quart de la circon-

~ntes est 1,o0n a donc en

. (¢);lesignearc.tang. u

: tangente est z, et I'on

;ui donne la valeur de
et
I

) —— -!—-(l&"—l-—-{-
e g u?

0! 4 ;'-;) —ete. (d)
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quantité qui est toujours comprise entre 1 et —J.m €
égal au nombre des termes de la suite

I I :
€0s. Z—3€08. 3z +£€08.52.. . — COS. 2Mm—12,

5 am—1

dont la somme est désignée par y.
188.

On ferait usage de ces équations, si le nombre m éta
donné, et queljue grand que fiit ce nombre, on pourrs
déterminer aussi exactement qu’on voudrait, Ja partie v
riable de la valeur de y. Si le nombre m est infini, comme c
le suppose, on considérera la premiere équation seulemen
et il est manifeste que les deux termes qui suivent la cos
stante, deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2
a dans ce cas pour valeur exacte la constante ¢, on déte
mine cette constante en supposant x==0 dans la valeur ¢
7, et I'on en conclut '

© I 1 I 1
— == CO08. T~ C08.3x + = COB. 5 L =m-CO08.7 T+ ~COS.Qx—¢€L
4 3 5 g g S g S8

Il est facile de voir maintenant que le résultat a néce
sairement lieu, si l'arc z est moindre que gw. En effet, att:
buant a cet arc une valeur déterminée X aussi voisine c
g-w qu’oh voudra le supposer, on pourra toujours donner

. . K
m une valeur si grande, que le terme ==t (sec. & — sec. ¢

qui compléte la série, devienne moindre qu'une quanti
quelconque; mais Pexactitude de cette conclusion est fonde
sur ce que le terme sec. x n'acquiert. point une valeur qu
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excede toutes les limites possibles, d’ot il suit que le méme
raisonnement ne peut sappliquer au cas ol I'arc z n'est pas

moindre que =
el
On fera usage de la méme analyse pour les séries qui

. 1 “q3 .
expriment les valeurs de -z, log. cos. z, et I'on pourra dis-

tinguer par ce moyen les limites entre lesquelles ]a variable
doit étre comprise, pour que le résultat du calcul soit exempt
de toute incertitude; au reste, ces mémes questions seront
traitées ailleurs par une méthode fondée sur d'autres prin-

cipes.
18g.

L'expression de la loi des températures fixes, dans une
lame solide, suppose la connaissance de I'équation

™ I 4 ’ 4 1
Z—.cos.z——-gcos. 3xz4 gcos.l5 .r—-;cos. 7%+ écos. gx—etc.

Voici le moyen le plus simple d’obtenir cette équation: .
Si la somme de deux arcs équivaut au quart de la circon-

férence i =, le produit de leurs tangentes est 1, on a donc en

general -:;x == arc.tang. u-arc.tang. :—‘(c);le signearc.tang. u
indique la longueur de l'arc dont la tangente est u, et l'on
connait depuis long-temps la série qui donne la valeur de
cet arc; on aura donc le résultat suivant :
L oaumyy X K B 15_‘____‘_(1._‘_
; T=u 3I(u+u,)+5(u+u, AW+

+ ;(u9+;§,—) —etc. (d)
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si maintenant on écrit ¢ £Y —* au lieu de u dans I'équ
tion (c) et dans l'équation (d) on aura :

=Vt

= == arc.tang. eV =1 4 arc.tang. e

4
la série de I'équation (d) est toujours divergente, et celle

 §

et 5

1
w—_——cos..r-—;cos.3.z:+ cos.5.r-—;cos. 7z +§cos.9x-—-

I'équation () est toujours convergente; sa valeur est % x

—— e R

SECTION VL
Solution générale.

190.

On peut maintenant former la solution complete de

question que nous nous sommes proposée ; car les coéf

cients de I'équation (&) (art. 168) étant déterminés, il -
reste plus qu'a les substitier, et I'on aura:

xv — 1 3z 1 5
T =€ cosy—ze co8.3y+z e cos. 5

e 9% cos. gy + ete. |

-

x i —
cos. 77+ e

R . dv dvw
Cette valeur de » satisfait 2 I'équation — + =0 elle d

. » I I
vient nulle lorsqu'on donne 4 y une valeur égale & ~xou—-
2 2

enfin, elle équivaut a I'unité, toutes les fois que z éta
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nulle, y est comprise entre — % = et +-:- =. Ainsi toutes les

coudil:_ions physiques de la question sont exactement rem-
plies, et il est certain que, si I'on donnait a chaque point de
la lame la température que l'équation () détermine, et en
méme temps si 'on entretenait la base A a la température 1,
et les arétes infinies B et C a la température o, il serait
impossible qu'il survint aucun changement dans le systéme
des temperatures. > w '
I9r.

Le second membre de I'équation (=) étant réduit en une
série extrémement convergente, il est tonjours facile de
déterminer en nombre la température d'un point dont les
coordonnées x et ¥ sont connues. Cette solution donne lieu
a diverses conséquences qu'il est nécessaire de remarquer,
parce quelles appartiennent aussi a la théorie genérale.

St le point m, dont on considére la température fixe, est
tres-€loigné de Yorigine A, le second membre de I'équa-

tion(a) aura pour valeur extrémement approchée, e~ cos.y;
il se réduit a ce premier terme, si & est infinie.

' 4
™
lide quise conserveraitsansaucun changement,s'il étaitd'abord
formé; il en serait de méme de I'état exprimé par I'équation

4 o, 3 x v s
ve= g€ - cos. 3 7, et en général chaque terme de la sé-

’ . —_x ’ . ’
L'équation »=2e  ~ cos.yreprésente aussi un état du so-

rie correspond a un état particulier qui jouit de la méme pro-
priété. Tous ces systémes partiels existent a-la-fois dans celui
que représente Féquation(«); ils se superposent ,et le mouve-
ment de la chaleur a heu pour’ chacun d'eux de la méme
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maniére que s’il était seul. Dans l'état qui répond a I’
quelconque de ces termes, les températures fixes des poir
de [a base A different d’'un point a un autre, et c'est la sex
condition de‘la question qui ne soit pas remplie; mais 'é
général qui résulte de la somme de tous les termes satisf:
& cette méme condition.

A mesure que le point dont on considere la températu
est plus €loigné de l'origine, le- mouvement de la chale
est moins composé : car, si la distance = a une valeur ass
grande, chaque terme de la série est fort petit, par rappc
au précédent, de sorte que l'état de la lame échauffée ¢
sensiblement représenté par les trois premiers termes, «
par les deux premiers, ou par le premier seulement, po
les parties de cette lame qui sont de plus en plus éloigné
de l'origine. _

La surface courbe, dont I'ordonnée verticale mesure
température fixe v, se forme en ajoutant les ordonné
d'une multitude de surfaces particulieres, qui ont™ pos
équations

T, — Ty, --3.:

", x
=e  ~cos.y, =3 cos. 3y, = cos.

3

La premiére de celles—ci se confond avec la surface général
lorsque x est infinie, et elles ont une nappe asymptotiq
_commune.

Si la difference v—2, de leurs ordonnées est considér
comme l'ordonnée d'une surface courbe, cette surface -
confondra lorsque  est infinie, avec celle dont I'équation e

:—‘x »v,::——-%e“a"cos. 3 . Tous les autres termes de .

série donnent une conclusion semblable.
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On trouverait encore les mémes résultats si la section, 4
l'origine, au lien d'étre terminée comme dans I'hypothése
actuelle par une droite parallele a 'axe des y, avait une figure
quelconque formée de deux parties symétriques. On voit
donc que les valeurs particuliéres

3

ae “cos.y,be "Tcosldy ce 5% .08, 5y, etc.

prennent leur origine dans la question physique elle-méme,
.et ont upe relation nécessaire avec les phénomeénes de la
chaleur. Chacun d'eux exprime un mode simple suivant le
quel la chaleur g'établit et se propage dans une lame rec-
tangulaire, dont les c6tés infinis conservent une température
constante. Le systéme général des températures se compose
toujours d'une multitude de systémes simples, et I'expres-
sion de leur somme n'a d'arbitraire que les coéfficients
a, b, c, d, etc.
192. -

On peut employer I'équation (=) pour déterminer toutes les
circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans
une lame rectangulaire échauffée 2 son origine. Si l'on
demande, par exemple, quelle est la dépense de la source
de chaleur, c'est-A-dire , quelle est la quantité qui, pendant
un temps donné, pénetre a travers la base A et remplace
celle qui s'écoule dans les masses froides BetC; il faut con-
sidérer que le flux perpendiculaire a I'axe des y a pour

expression — Icg- la quantité qui, pendant l'instant 4 ¢

s'écoule a travers une particule d y de l'axe, est donc
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et, comme les températures sont permanentes, le produit ¢

] -- r d . ]
fux, pepda_nt l'unité de temps, est — & EE': dy. On intégre

. . ‘. X 1
cette expression entre les limites y = - nety=-+_
afin de connaitre Ja quantité totale qui traverse la base, o

"ce qui est la méme chose, on intégrera depuis y=o0 jusq
y :E =, et l'on prendra le double de la somme. La quant

dv
dx
x == o, afin que le calcul se rapporte & la base A, qui coi

cide avec I'axe des ». La dépense de Ja source de chaleur

est une fonction de x et y, dans laquelle on doit fai

donc pour expression 2 f (-— k j—:-d y). L'intégrale dc
étre prise depuis y = o jusqua y = i =; si dans

fonction 3——3— oD ne suppose point x==0, mais x=—=x, l'int
grale sera une fonction de x qui fera connaitre comhien

s'’écoule de chaleur pendant l'unité de temps & travers w
aréte transversale placée a la distance x de l'origine.

193.
Si I'on veut connaitre la quantité de chaleur qui, penda

I'unité de temps, pénétre au-dela ‘d’'une ligne tracée sur
lame parallélement anx arétes B et C, on se servira

Texpression i _7’ et, la multiphant par I'élément dx de
ligne tracee, on intégrera par rapport a x entre les term
donnés de la ligne; ainsi l'intégrale f (— k— d:r) fe

connaitre combien il s'écoule de chaleur & travers tou
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I'étendue de la ligne ; et si avant ou aprés l'intégration on
fait y =X =, on connaitra la quantité de chaleur qui, pen-
dant I'unité de temps, sort de la lame en traversant Paréte
infinie C. On pourra ensuite comparer cette derniére quan-

+ tité a la dépense de la source de chaleur; car il est néces-

saire que le foyer supplée continuellement la chaleur qui
s'écoule dans les masses B et C. Si cette compensation n’avait

pas lieu a chaque instant, le systéme des temperatures serait
vanable

194. s 1
L'équation (x) donne

""'KT “{ e"_'rvcos.y—-—e_'ax'cos.3y+e—5"cos.5y

—e 750087y + etc.)
multipliant par dy, intégrant depuis y==0, ona
i;- (e—'r sin.‘y-_-— % a5 3y+ % e'_'"al"__sin. 5y
—_ ; e 7Tsin. g y+ etd.')- :
Si l'on fait y=£ =, etsi lon double I'intégrale, on trouvera:

- 3 -
ﬁ(e 'r+3!-e z+%e z-q-le ?'r+e|;c.D
pour lexpresslon de la quanhte de chaleur qul, pendant
I'unité de temps, traverse, une. lngne paralléle a la base et
dont la distance a cette base est.x.

25.
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On déduit aussi de 'équation (a)

dv 4K _— —3r . —5z .
de = (e AL,y — sin. 3y+e sin. .

—e 7T sinyy+.

donc I'mtegrale S— K( ) d z, prise depuis
4K

g==0 est — ((1—-3“"") Sin, yom (1 —e 'r) sin. 3
+ (I-—-eh—sr) sin. 5 y—(1—e 7 7)sin. 7y + etc

Si I'on retranche cette quantité de la valeur qu'elle pre:
lorsqu'on y fait « infinie, on trouvera :

‘-‘;‘E ( e sin.y -—% e %sin. 3y+§ e > Fsin. S5y—ete.

et, en faisant _7=~:» =, on aura I'expression de la quant

totale de chaleur qui traverse l'aréte infinie C, depuis

point dont la distance & l'origine est x, jusqu’a l'extrém;
de la lame: cette quantité est

4K( g *fa'r+§e_5:+§e—7'r+etc.);

* on voit qu'elle équivaut a la moitié de celle qui penétre pe
dant le méme temps au-dela de la ligne transversale trac
sur la lame a la djstance de longme Nous avons dé
remarqué que ce résultat est une conséquence nécessaire d
conditions de la question; s'il n'avait pas lieu, la partie de
lame qui est placée au-deld de la ligne transversale et se pr
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longe & V'infini, ne recevrait point par ses bases une quantité
de chaleur égale a celle qu'elle perd par ses deux arétes,
ellgne pourrait donc Point conserver son état, ce qui est
contraire a ’hypothese.

195. _

Quant a la dépense de la source de chaleur, on la trouve
en supposant r==o0 dans l'expression précédente; elle acquiert
par-la une valeur infinie, et 'on en connaitra la raison si I'on
remarque que, d'aprés I'hypothése, tous les points de la ligne
A ont et conservent la température 1;les lignes paralltles
qui sont tres-voisines de cette base ont aussi une température
extrémement peu différente de T'unité ; donc les extrémités
de toutes ces lignes qui sont contigués aux masses froides B
et C leur communiquent une quantité de chaleur incompa-
rablement plus grande que si le décroissement de la tempé-
rature étai tinu et insensible. Il existe dans cette pre-
miere partie de la lame, aux extrémités voisines de B ou de
C, une cataracte de chaleur ou un flux infini. Ce résultat
cesse d’avoir lieu lorsque la distance x recoit. une valeur ap-
préciable. |

196.
~ On a désigné parxlalongueur de la base. Si on lui attribue
une valeur quelconque 2 7, il faudra écrire, au lieu de ¥,

| j . 3 . ™ s+

5 = 7, et multipliant aussi les valeurs de = par -, on écrira
X X . e ’ i !
5 *7 au lieu de x. Désignant par A la température constante
de la base, on remplacera v par -}. Ces substitutions étant

faites dans I'équation («) on a
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dA 0 T con T

x e -y
———| e 3! cos. e
T

y 1 —3% y 1 —5= o
73 € 2l,¢c0s.3 5+ zé al,c08.521

L g™ . ¢
= ”.cos.yn—zi' +etc.) . (B)
Cette équation représente exactement le systéme des tempé-
ratures permanentes dans un prisme rectangulaire infini,
compri; entre deux masses de glace B et C, et une source de
chaleur constante. Ny

. 197- .
* 11 est facile de voir, soit au moyen de cette équation , soit
d'apres l'art. 171, que la chaleur se propage dans ce solide,
en s'éloignant de plus en plus de I'origine, en méme temps
qu'elle se dirige vers les faces infinies B et C. Chaque section
paralléle a celle de la base est traversée par une onde de
chaleur qui se renouvelle 2 chaque instant, giatonserve la
méme intensité : cette intensité est d’autant dre, que la
section est plus distante de origine. Il s'opére un mouve-
ment semblable, par rapport a un plan quelconque paralltle
aux faces infinies; chacun de ces plans est traversé par une
onde constante qui porte sa chaleur aux masses latérales.

Nous aurions regardé comme inutiles les développements
contenus dans les articles précédents, si nous n’avions point
a exposer une theéorie entierement nouvelle, dont il est né-
cessaire de fixer les priticipes. C'est dans cette méme yue que
nous ajouterons les remarques suivantes:

_ 198.

Chacun des termes de I'équation () correspond & un séul
systéme particulier de températures, qui pourrait subsister
dans une lame rectangulaire échauffée par son extrémité, et
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dont les arrétes infinies sont retenues a une température

constante. Ainsi I'équation v ==e™ ~ cos. y représente les
températures permanentes, lorsque les points de la bhase A
sont assujétis 4 une temperature fixe, désignée par cos. y. On
peut concevoir maintenant que la lame échauffée fait partie
du plan qui se prolonge 2 l'infini dans tous les sens, et en
désignant par x ety les coordonnées d'un point quelconque
de ce plan, et par », la température du méme point, on

appliquera au plan tout entier I'équation » —e™ ~ cos. y;
par ce moyen, les arétes B et C auront la température con-
stante o; mais il n’en sera pas de méme des parties contigués
BB et CC; elles recevront et conserveront une température
moindre. La base A aura dans tous ses points la température
permanente, désignée par cos. y, et les parties contigués AA
auront une température plus élevee.

Si I'on construit la surface courbe dont I'ordonnée vertiJ
cale équivaut a la température permanente de chaque point
du plan, et si on le coupe par un plan vertical passant par
la ligne A, ou parallele i cette ligne, la figure de la section
sera celle d’une ligne trigonométrique dont I'ordonnée re-
présente la suite infinie et périodique des cosinus. Si I'on
coupe cette méme surface courbe par un plan vertical paral-
lele a I'axe des x, la figure de la section sera dans toute son
étendue celle d’'une courbe logarithmique. *

. 199

On voit par-la de quelle mani¢re le calcul satisfait aux
deux conditions de I'hypothese, qui assujétissent la ligne a
une température égale a cos. y, et les deux cotés Bet C a la
température o. Lorsqu'on exprime ces deux conditions, on
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résout en effet la question suivante : Si la lame échaufl
faisait partie d'un plan infini, quelles devraient étre les tex
pératures de tous les points de ce plan, pour que le systér
fit de lui-méme permanent, et que les températures fix
des cotés du rectangle infini fussent celles qui sont donné
par Ihypothese?

Nous avons supposé précédemment que des causes ext
rieures quelconques retenaient les faces du solide recta
gulaire infini, I'une a la température 1, et les deux autres
la température o. On peut se représenter cet effet de dif
rentes manieres; mais I'hypothese propre au calcul , consi:
4 regarder le prisme comme une partie d'un solide do
toutes les dimensions sont infintes, et 4 déterminer les tes
pe'r:itures de la masse qui I'environne, en sorte que les co
ditions relatives a la surface soient toujours observées.

200.

" Pour connaitre le systéme des températures permanent
dans une Jame rectangulaire dont l'extrémité A est entreten
a la température 1, et les deux arétes infinies a la tem
rature o, on pourrait considérer les changements que sub
sent les températures, depuis I'état initial qui est don
jusqu'a Pétat fixe qui est I'objet de la question. On détern
nerait ainsi I'état variable du solide pour toutes les valet
du temps, et 'on supposerait ensuite cette valeur infinie.

La méthode que nous avons suivie est différente, et co
duit plus immeédiatement a l'expression de I'état final, pax
qu'elle est fondée sur une propriété distinctive de cet ét
On va prouver maintenant que la question n'admet aucu
autre solution que celle que nous avons rapportee. Ce
démonstration résulte des propositions suivantes.
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- 201.

Si I'on donne a tous les points d'une lame rectangulaire
infinie les temperatures exprimées par l'équation (o), et si
'on conserve aux deux arétes B et C la température fixe o
pendant que l'extrémité A est exposée a une source de
chaleur qui retient tous les points de la ligne A 4 la tempé-
rature fixe 1; il ne pourra survenir aucun changement dans
I'état du solide. En effet, I'équation %: + g.f; ==0 étant satis-
faite, il est manifeste que la quantité de chaleur qui déter-
mine la temperature de chaque molécule ne pourra étre ni
augmentée ni diminuée.

Supposons les différents points du méme solide ayant
recu les températures exprimées par l'équation («) ou
v=¢ (2, y), quau lieu de retenir Iaréte A a la tempera-
ture 1 ; on Iui donne ainsi qu'aux deux lignes B et C la tem-
pérature fixe o; la chaleur contenue dans la lame BAC
g'écoulera i travers les trois arétes A,B,C, et d’aprés Fhypo-
these elle ne sera point remplacée, en sorte que les tempé-
ratures diminueront continuellement, et que leur valeur
finale et commune sera zéro. Cette conséquence est évidente
parce que les points infiniment €loignés de l'origine A ont
une température infiniment petite d'apres la maniére dont
Yéquation (=) a été formée.

Le méme effet aurait lieu en sens opposé, si le systéme
des températures était v=——¢ (2, y), au lieu d'étre
v==¢ (&, y); cCest-a-dire que toutes les temperatures ini-
tiales négatives varieraient continuellement, et tendraient
de plus en plus vers leur valeur finale o, pendant que les
trois arétes A, B, C conserveraient la température o.

26
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203.

Soit ¥=f(z, ) une équation donnée qui exprime |
température ipitiale des points de la lame B AC, dont !
base A est retenue 4 la température 1, pendant que l¢
arétes B et C conservent la température o.

Sait »==F(z, y) une autre équation donnée qui exprim
la température initiale de chaque point dune lame solic
B AC parfaitement egale a la précédente, mais dont L
trois arétes B, A, C'sont retenues & la température o.

Supposons que dans le premier solide I'état variable qn
succede 2 I'état initial soit déterminé par I'équation

v=g¢(x,7,¢),

¢ désignant le temps écoulé, et que I'équation v=¢ (z, y,
détermine l'état variable du second solide, pour lequel 1
tempeératures initiales sont F(z, y).

Enfin , supposons un troisieme solide €gal a chacun d
deux précédents; soit v ==/ (z,y)+ F(z, y) I'équation q
représente son é€tat initial ' et soient 1 la température co:
stante de la base A, o et o celles des deux arétes B et C.

On va démontrer que 'état variable du troisieme solie
sera déterminé par l'équation v=¢(z, 5, £} + ®(z, 7, ¢).

En effet, la température d'un point m du troisiéme soli
varie, parce que cette molécule, dont M désignera le volum
acquiert ou perd une certaine quantité de chaleur A. L’a
croissement de la température pendant Pinstant

dt est 2= dt,

le coéfficient ¢ désignant la capacité spécifique rapportée ¢
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volume. La variation de la température du méme point,

dans le premier solide, sera ;iﬂ dt, et elle sera TDH dt

dans le second, les lettres d et D representant la quantivé
de chaleur positive ou négative gue la molécule acquiert en
vertu de l'action de toutes les molécules voisines. Or i} est
facile de reconnaitre que A équivant & d+ D. Pour s'en con-
vainere il suffit de considérer la quamité de chaleur que le
point m regoit d'un autre point m' appartenant & 'intérienr
de la lame, on aax ardtes qui la linmitent.

Le pomt m,, dont ka température initiale est désignée par £,
transmettra, pendant l'instant d¢, 4 la molécale m, une quan-
tite de chaleur exprimee par ¢, (f;—/) d¢, le facteur g, re-
présentant une certaine fonction de la distance des deux
molécules. Ainsi la quantité totale de chaleur acquise par m
sera 2 q,(fi—f)d¢, le signe X exprimant la somme de tous
les termes que I'on trouverait en considérant Ies autres points
m,, m,, m,. etc. qui agissent sar m; c'est-A-dire, en mcttant
g..f .y Ou ¢, f3, ou g, f;, ainsi de suite, & la place de ¢, /..
On trouvera de méme 2 g, (F,—F)d ¢ pour l'expression de
la quantité totale de chalear acquise par le méme poimt m
du second solide; et le factenr ¢, est le méme que dans le
terme X ¢, (f;—f)dt, puisque les deux solides sont formés
de la méme matitre, et que Ia sitnation des points est la
méme; on a donc

d=3g,(f,—f)dt ¢ D=3g, (F,—F)de.
On trouvera par l2 méme raison

A=3X g, (j: + F, ——-(,)"+F))dt;
26.
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s __ d D ; .
donc A=—=d+D et M =wmt I Il suit dela que cha-

que molécule m du troisieme solide acquerra, pendant |'ins-
tant d¢, un accroissement de tempeérature égal 4 la somme
des deux accroissements qui auront lieu pour le méme point
dans les deux premiers solides. Donc a la fin du premier
instant, I'hypothése primitive subsistera encore, puisqu'une
molécule quelconque du troisieme solide aura une tempé-
rature égale a la somme de celles quelle a dans les deux
autres. Donc cette méme relation aura lieu au commence-
ment de chaque instant, c'est-a-dire que l'état variable du
troisieme solide sera toujours représenté par I'équation

v=o(z,y, t) +®(x,71t).

203.

La proposition précédente s’applique a toutes les questions
relatives au mouvement uniforme ou varié de la chaleur.
Elle fait voir que ce mouvement peut toujours étre decom-
posé en plusieurs autres dont chacun s’accomplit séparément
comme s'il avait lieu seul. Cette superposition des effets sim-
ples, est un des éléments fondamentaux de la théorie de
la chaleur. Elle est exprimée dans le calcul, par l2 nature
méme des équations générales, ettire son origine du principe
de la communication de la chaleur.

Soit maintenant »—¢(x, y) I'équation (a), qui exprime
I'état permanent de la lame solide B A C, échauffée par son
extrémité A, et dont les arétes B et C conservent la tempé-
rature 1;['état initial de cette lame est tel, d’apres Phypo-
these ,que tous ses points ont une température nulle, excepté -
ceux de la base A , dont la température est 1. Cet état initial
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pourra donc étre considéré comme formé de deux autres,
savoir : un premier, pour lequel les tempeératures initiales
seraient — g (=, 7}, les trois arétes étant malntenues a la
température o, et un second état, pour lequel les tempéra-
tures initiales sont + ¢(x, y), les deux arétes B et C con-
servant la température o, et la base A la température 1; la
superposition de ces deux états produit Fétat initial qui ré-
sulte de 'bypotheése. Il ne reste donc qu'a examiner fe mou-
vement de la chaleur dans chacun des deux €tats partiels.
Or, pour le second,le systéme des températures ne peut
subir aucun changement ; et pour le premier, il a été remarqué
dans T'article 201 que les températures varient continuelle-
ment, et finissent toutes par étre nulles. Donc I'état final,
proprement dit, est celui que représente I'équation () ou -
v=¢(z,y)

Si cet état était formé d’abord, il subsisterait de lu]-méme,
et cC’est cette propriété qui nous a servi & le déterminer. Si
I'on suppose la lame solide dans un autre état initial, la dif-
férence entre ce dernier état et |'état fixe forme un dtat par-
tiel, qui disparait insensiblement. Apres un temps considéra-
ble, cette différence est presque évanonie, et le systéme des
températures fixes n'a subi aucun changement. Cest ainsi
que les températures variables convergent de plus en plus
vers un état final, indépendant de I'échaunffement primitf.

204.

On reconnait par-la que cet €tat final est unique; car, si
lon en concevait un second, la difference entre le second et
le premier formerait un état partiel, qui devrait subsister de
lui-méme, quoique les arétes A, B, C fussent entretenues a
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i_if }‘} !'-I:E g la température 0. Or ce dernier effet ne peut avoir lieu

:f : ,}if n'en gerait pas de méme si 'on supposait une autre sou

X i g% de chaleur indépendamment de celle qui s'écoule a I'o

H “[ \,{:.j' - _ P i X q ' a

BRI ER gine A : au reste cette hypothese n'est point celle de

; e question que nous avons traitée, et pour laguelle les te:
SHY pératures iwmitiales sont nulles. Il est manifeste que
i rf ; parties tres - éloignées de lorigine ne peuvent acqué

; ' qt'une température extrémement petite.

dBe: 6 Puisque l'état finat quil fallait déterminer est wnique

it s'enguit que la question proposée nadmet aneune antre so

tion que celle qui résulte de Yéquation (). On peut dons
une autre forme A ce méme résuitat , mais on ne peut
éténdre, m restreindre la solution, sans la readre inexae

La méthode que nous avons exposée dans ce chapit
consiste a former d'abord des valeurs partitulieres tres-si
ples , qui conviennent a la question, et a rendrg la soluti
plus générale, jusqu's ce que la fonction » om 4. (a:, _y) sa
fasse a trois condmons savoir :

d*w d*»

:7.}:—'+d_y'==o’ q(s,o)—_l, :p(z’, - 1:).:0.
Il est visible que 'on pourralt suivre une marche contrai
et la solution que I'on obtiendrait serait nécessairement
méme que la précédente. Nous ne nous arréterons poin
ces détails, qu'il est facile de suppléer, dés qu'une fois
solution est connue. Nous donnerons seulement dans
section suivante une expression remarquable de la foncti
¢ (z, ) dont la valeur est développée en serle convergel
dans l'équation («).
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SEC'I‘ION V.

Ezpression finie du resulta,t de ila solution.

205.
On pourrait déduire la solution precedente de lmtegrale
de l’equatnon e ; + jf == 0, qui ‘contient des quantités

imaginaires, sous le signe des fonetions arbitraires. Nous
nous bornerons ici a faire remarquer que cette intégrale

v=g(a +yV=7) + 4 (a—yL"=T),

a une ralabon manifeste avec la valeur de v donné par Té-

quat.lon
TV — 1 -3 1 -5z
T = 008, Y3 € cos.3_y+-§e'_ 008, 5y ~—etx.

En effet, en remplacant les cosmus par leurs expressions

imaginaires, on a !

e —(F—oV=) 3 —¥z—pv=h) 1 —b(e—r V)
3 5

+ e—(z+jk/ux)-__31_e—3(:_r+jv/j-.) +%e,_5 (-‘!'!—I*J' V=)
. x t )
La premiére série est une fonction de x—y}/ 1, et la se-
conde est la méme fonction de x + y L/ 1.
En comparant ces séries au developpement connu de l'arc
arc.tang. z en fonction de z sa tangente, on voit sur-le-

—clc.

-—etc.
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champ que la premiére est arc.tang e aall € ag” £ =T

—(z4rV' )

,etq
la seconde est arc.tang. e ; ainsi 'équation
prend cette {forme finie,

—(x—yv 3

“) ¢ are. tang. e

":’ arc.tang. e i s S

* Clest de cette maniére qu'elle rentre dans l'intégrale génér:
ve=p(z 4 VT +4(E—g VT (A);

la fonction ¢ (z) est arc.tang. e, et il en est de méme
la fonction §(z}.

Si dans I'équation (B) on désigne le premier terme
second membre par p et le second par ¢, on aura

Srv=p+q, tang. p—=e ~ TV =1) tang g (T

’ tang. p 4 tang. — ,'
donc tang. (p + ¢) ou ——L B ol .oy

I—tang.p.tang. g [—e— T a¥

on en déduit lequanon ~ ® y==arc.tang. (...’_’5."_’.-"_

e*—e

C'est la forme la plus simple sur laguelle on puisse présen
la solation de la question.
206.
Cette valeur de v ou ¢ (x, y) satisfait aux conditic
rclatives aux extrémités du solide qui sont ¢ (x, % ; =)=
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et ¢ (0, 7)=1; elle satisfait aussi a I'équation générale
—;j—g + j—j: o, puisque I'équation (c) est une transformée
de I'équation (B). Donc elle représente exactement le sys-
téme des températures permanentes; et comme ce dernier
état est unique, il est impossible qu'il y ait aucune autre
solution, ou plus générale ou plus restreinte.

L'équation (c) fournit, au moyen des tables, la valeur de
l'une des trois indéterminées v, x, 7, lorsque les deux
autres sont donneées; elle {ait connaitre tresclairement la
nature de la surface qui a pour ordonnée verticale la tem-
pérature permanente d'un point donné de la lame solide.

Enfin on déduit de cette méme équation les valeurs des

coéfficients différentiels o5 et av qui mesurent la vitesse
dxz “dy

avec laqnelle la chaleur s'écoule dans les deux directions

orthogonales; et 'on connaitra par conséquent la valeur
du flux dans toute autre direction.

Ces coéfficients sont exprimés ainsi

&4’ & "

:d_v'z—ncos'y = Q:-—nsin.y( ax --nx\-
dx & 4acomayte 7 Jldy Y\ Facosaye ")

s . dv
On remarquera que, dans l'article 194 la valeur de ——,
et celle deg—; sont données par des séries infinies dont

il est facile de trouver la somme, en remplacant les
quantités trigonométriques par des exponentielles imagi-
. T dv _dv
naires. On obtient ainsi ces mémes valeurs de =7y que
nous venons de rapporter.

a7
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La question que I'on vient de traiter est la premiére q
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plut
dans la partie de cette théorie qui exige l'emplpi de l'an
lyse. Elle fournit des applications numériques trés-facile
soit gue 'on fasse usage des tables trigonométriques ou d
séries convergentes, et elle représente exactement tout
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous pass
rons maintenant a des considérations plus générales.

SECTION VI

Développement d'une fonction arbitraire en séries
trigonometrigues.

207.
La question de la propagation de la chaleur dans 1
. ] LT | 4 . d. o d‘ vV
solide rectangulaire a conduit a Féquation—— + o =
et si 'on suppose que tous les points de Yune des faces «
solide ont une température commune, il faut détermjn

les coéfficients @, b, ¢, d, e, etc. de la série
acos.x+bcos.3x+ccos.5x+dcos.7x+... ete.,

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale 2 u
constante toutes les fois que Farc x est.compris ent
—e !z et + - = On vient d’assigner la valeur de ces coéf]
cients ; mais on n'a traité qu'un seul cas d'un probléme pl
général , qui consiste a developper une fonction quelconq:
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en une suite infinie de sinus ou de cosinus d’arcs multiples.
Cette question est lice a la théorie des équations aux diffé-
rences partielles et a été agitée des l'origine de cette analyse.

Il était nécessaire de la résoudre pour intégrer convenable-
ment les équations de la propagatlon de la chaleur; nous .
allons en exposer la solution.

On examinera, en premier lien, le cas ou il g'agit de
réduire en une série de sinus d’arcs multiples, une fomction
dont le développement ne contient que des puissances im-

.paires de la variable. Désignant uue telle fonction par ¢ z,
on posera I'équation

gr—asin.z + bsin.ax +csin. 3z + dsin.fx +... etc.
etil s'agit de déterminer la valenr des coéflicientsa, &, ¢, d, etc.
On écrira d’abord P'équation

»' J'."

Y xt 1r 'zﬁ L4
?I—-—I?O+x ? 0+’ 3?f0+m? 0+-m? O -+ ... ete.

dans laquelle 9’0, "0, 9”0, ¢" 0, etc. désignent les valeurs
que prennent les coéfficients

d.gx d"cp.r d.ex d"q;.z'

T Ia I Ta oG

lorsqu'on y suppose x==0. Ainsi en représentant le déve-
loppement selon les puissances de x par I'équation

2 2 x x x®
ve==Az—B 5+ Coym—Diyyse; Y Eiagssses

27.

t
€LcC.
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on aura 9 O==0 etg o0=A
p 0==0 9" 0o=B
P 0=0 ¢ 0=C
pTo=0 ¢7o=D
etc. ~ etc.

Si maintenant on compare l'équation précédente i
celle-ci

pr=—asin.r + bsin.ax + ¢sin. 3z + dsin. fx + esin. 5z + ete.

En développant le second membre par rapport aux puis-
sances de , on aura les équations

A=a+2ab+3c+4d+5e+etc

B=a+ 20+ 3Fc+ 4{d+ 5e+etc.

C=a+2°b+3c+ 4{d+5e+ etc.

D=a+ 2+ ¥c+ fd+ 5e+ etc.

E=a+ 26+ 3Fc+ d+5e+ etc. (a)
etc.

Ces équations doivent servir a trouver les coéfficients
a, b, c,d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y
parvenir , on regardera d'abord comme déterminé et égal A
m le nombre des inconnues, et 'on conservera un pareil
nombre m d'équations; ainsi 'on supprimera toutes les
équations qui suivent les m premiéres, et 'on omettra dans
chacune de ces équations tous les termes du second membre
qui snivent les m premiéres que l'on conserve. Le nombre
entier m €tant donné, les coéfficients a2, b, ¢, d, e.... etc.
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ont des valeurs fixes que I'on peut trouver par ['élimination.
On obtiendrait pour ces mémes quantités des valeurs diffé-
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues
était plus grand d'une unité. Ainsi la valeur des coéfficients
varie 2 mesure que I'on augmente le nombre de ces coéffi-
cients et celui des équations qui doivent les déterminer.
I s'agit de chercher quelles sont les limites vers lesquelles
les valeurs des incopnues _convergent continuellement a
mesure que le nombre des équations devient plus grand.
Css limites sont les véritables valeurs des ‘inconnues qui
satisfont aux equatlons précédentes lorsque leur nombre
est mﬁm
208. . e 0 %

On consxdérera donc sticcessivement les ¢as ot 'on aurait
a déterminer une inconnue par une équation, deux incon-
nues par deux €équations, trois inconnues par trois équa-
tions, ainsi de suite & l'infini Supposons que I'on designe
comme il suit différents systémes d’équations analogues a
celles dont on doit tirer les valeurs des coéfficients :

a=—A, a,+2b=A, a+2 b,_+3 e=A; a+2b+3c,+4d=A,
a,+2'b,=B, a,+2'5,+Fe;=B;, a,+2°b+3¢c,+4d =B,
a,+2°b;+Fey=C;, a+2°b+Fc+4d=C,

G o @+ 27+, + 4d=D,
as+2b+3ci+4di+5 eg=A
a+2°b + 3, + d; + 5 e,=B,
as+ 2°b;+ e+ 4'ds + He,=C;

+ 27 b+ Fes + 4 ds + 5 eg=D,
as+ b, + Yo, + fod, + 59, =—=E,
etc. )
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Si maiotenant on élimine la derniere incoonue e,
moyen des cinq équations qui contiennent A; B; C; D.E, e
on trouvera

0 (1) + 2 by(5) + 3 6,(5—3) + 44, (5m ) =5".
a;(5—1) + 25,(5— 27 + 3¢, (5—~3) + £ d; (5 —4)=5]
2 (51 ) + 2°b, (5'— ") 4 F (53 + 4 d(5—4)=5"(
2, (5—1) + 27 b; (5*—2a") + 3 e (5—3) + 41 dy (5°—4) =5

On aurait pu déduire ces quatre équations des (uat
qui forment le systéme précédent, en mettant dans c
derniéres au lieu de

a, (5—1)a
b, (5°~—2') by
e (¥—3)¢
d (b—4)4

et au lieu de A, 5 A—B
B, 5 B—C,
C‘ 5, Cs—Ds
D‘ 5’ DQ—ES
On pourra toujours, par des substitutions semblable:

passer du cas qui répond & un nombre m d'inconnues
celui qui répond a un nombre m + 1. En écrivant par ord
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toutes ces relations entre les quantités qui répondent a 'un
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura

S | | (@

a*—1)  5=5,(3"—2%
£—1) b=b(f—a) er=e(f—3)
B1) bmb(5—a?) cme(5—3) d=dy(5'—f")

—1)  br=be(67—2")  ey=ey(6°—37) di=d(6*—f") e;—e{6"—5")

71 b=b(7—n) o (7 ~3) di=d(7—4) o275 S=h(7—0)

etc.

on aura aussi

"A,=2A,—B, ' ()

A.=3A,—B, B,=3B,—C, '

A;=4A,—B, B,—4B,—C, C,—4C,—D,

A=3A;—B; B=5B,—C, C‘=5_03—D: D,=5D;—F;,
etc.

On conclut des équations (c) qu'en représentant par
a,b,c,d, e,... etc, les inconnues dont le nombre est
infini , on doit avoir

- _
T —1)F—1)(F—1)- - - -
b= L ' |
= o —a). - -
c = . . 2 ; -
= =T —5 e
d= % e
(T DI R I camy oy oy B

' etc. . {e)
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209.

Il reste donc & déterminer les valeurs de a, 4, ¢, d, e;etc
la premitre est donnée par une équation, dans laquel
entre A,; la seconde est donnée par deux équations dar
lesquelles entrent A, B,; la troisieme est donnée par tro
équations, dans lesquelles entrent A, B, C;, ainsi de suite.
suit de la que si I'on connaissait les valeurs de

. A‘ A,B, A,'B;C’ A‘B‘C‘D‘. . etc..,

on trouverait facilement a, en résolvant une équation , a, ¢
en résolvant deux équations, a, b, c, en résolvant trois équ:
tions, ainsi de suite ; apres quoi on déterminerait a, b, ¢, d, ¢
etc. Il s'agit maintenant de calculer les valeurs de

A, AB, A,B,C, A;B,C,D, A;B,C;D;E,; etc.,

au moyen des équations (4). 1° on trouvera la valeur de A
en A, et B,; 2° par deux substitutions on trouvera cette va
leur de A, en A,B,C,;; 3° par trois substitutions on trouver
la méme valeur de A, en A,B,C,D,, ainsi de suite. Ces va
leurs successives de A, sont :

A,=A, 2»—B,
A,=A, 3*.3*—B,(2*+3)+C,
A=A 2. 3.4 —B, (2. 3 2.4+ D 4‘)+C‘(z'+ 3*+4")—D,
A=A 2.3.4.5—B;(2°.3. £ +2".3". 5 2. {.5"+3".4".5)
+Cy (2. 3+ 2" 4'+2°. 5"+ 3. 4"+ 3*. 5°+-4". 5) D, (a'+3"+ 4+
ete.,

dont il est aisé de remarquer la loi. La derniére de ces va
leurs, qui est celle que l'on veut déterminer, contient le
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quantités A, B,C,D, E, etc. avec un indice infini, et ces quan-
tités sont connues; elies sont les mémes que celles qm en-
trent dans les équations (a). ;

En divisant cette derniére valeur de A, par le prodmt infini -

b 3’4 . 6'...‘... BtC.,I
ona ' ' '

A—B(-:-.T+3,+4,+ 5 Gt )+C(;,T3_+a,.'4_ +3,3, + etc.)

. o . L
+D ("‘3’.4’T;;T3’.5‘ +3a‘4..5. +etc.)

I b |
+ E (2',3l.41-53 o a’.3!‘4.'6. + etc.)
+ etc.

Les coéfficients numériques sont les sommes des produits

que l'on formerait par les dwerses combmalsons des frac-

. r 1 1 r 1 I
Hons = g & aprés avoir séparé la pre-

miére fraction - = Si l'on représente ces dlfferentes sommes
de produits par P,Q,R.S,T.... etc.,et si 'an emploie la
premiere des équations (e) et la premiere des équations (b),

on aura, pour exprimer la valeu: du prermer coéfficient a,

I'équation

 (a'—1) (3’";‘) (::";.') (5'_'—‘)‘ >=A—BP.4+CQ.—D R,+ES.—-IF T, +etc.;

or les quantités P,Q.R.S,T.... etc.,, peuvent étre facilement
déterminées comme on. le verra: plus bas; donc le premier
coéfficient a sera emtierement connu. . &

28
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a10.
Il faut passer maintenant 2 la recherche des coéfficie
suivants bcdef. .. etc., qui d'apres les équations (e)
pendent des quantités b, c, ‘e,fs . etc. On reprendra p
cela les équations (8); la premiere a déja été employée p
trouver la valeur de a,; les deux suivantes donnent la
leur de b,; les trois suivantes la valeur de ¢, ; les quatre :
vantes la valeur de d,, ainsi de suite.
3 En effectuant le calcul, on trouvera, a la seule inspect
des équations, pour les valeurs de b,c,d,e;. . . etc, les ré
tats suivants :

T it £,
i St

e = =gt o
= -t ]

¥
i
o} I‘pl:
1

;|

2, (1"—3)—=A, i"—B,
3e,(*~3) (2 —3)=A, 1"2>—B, (1"+2") +C,
44, (00— (2" —§) (I—4)=A 1" 2" 3B, (12" + 13+ 2.3} 4 C, (1"+ 2"+ 3
B e, (157 (27— 5%) (3*—5%) (£'—5")== A, 1°.2°. 304" —B, (.2 3" 1%2%.4'+ 1°.3% 4
+C; (%2 1234 1 4 - 20 30 2% £ - 30 ) D, {1° 42
etc,

. La lei que suivent ces équations est facile & saisir; il
reste plus qu'a déterminer les quantités

A.B, A;B,C, A,B,C, etc.

Or, les quantités A, B, peuvent étre expnmees en A;B,

¢es dernieres en A,B,C,D, etc. Il suflit pour cela d'ope
les substitutions indiquées par les équations (d); ces ch:
gements successifs réduirony les seconds wembres des éq
tions préecdentes & ne contenit que les quantitds AB¢
etc.,avec un indice infimi, Cest-i-dire, les quantités conm
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ABCD etc. qui entrent dans les équations (a); les coéffi-
cients seront les differents produits que I'on peut faire en
combinant les quarrés des nombres 1*2*3 4*5* & linfini. 11
faut seulement remarquer que le premier de ces quarrés 1*
n’entrera point dans les coéfficients de la valeur de a,; que
le second quarré 2’ n'entrera point dans les coéfficients de
la valeur de b,; que le troisieme quarré 3’ sera seul omis
parmi ceux qui servent & former les coéfficients de la valeur
de ¢;, ainsi du reste & Finfini. On aura donc ponr les valeurs
de b,c;d,e; etc. , et par consequent pour celles de & dde etc.,
des resultats entiérement analogues & eelui que l'on a trouvé
plus haut poar la valeur da premier coéfficient a..

i

arI1.

Si maintenant on représente

parP,lesquantite’s + + + o .

o I..f3.+,..'4-+,:5- A
3 ; “'_,j I
R, | :;-.;-.4-+.’.a'us-+3=.3’.4-+3'.4:’-5’+"']
s SR -
etc. ,

que I'on forme par les combinaisons des fractions

r

'i—.;;';——;"‘—,g-;... etc.,

a8.
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3 . - " I I
& linfini, en omettant la seconde de ces fractions —; .

aura , pour déterminer la valeur de b, I'équation

(r—2) __ _, :

ab, T R =—A,—BP,+CQ,~—DR,+ES,—FT, -
En représentant en général par P, Q. R, S, T......

sommes des produits que Fon peut faire en combinant |

l I 1 1 .
versement toutes les fractions — il b o TR 4 linfk
aprés avoir seulement omis la .fractlon_?,—; on aura en |

néral , pour déterminer les quantités a, b,c;d,e;. . .. etc.,
équations suivantes :

A,—BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.= g, —'3“7!'3—-

A,—BP,+CQ,— DI’L+ES —etc _36, -—,L;—f,-i—s,)——

A,-BP;-(—CQ,-—DR +ES,—etc. -—3c, e

AP CQ DR 8~ =4 S

N PO B

' etc.

- ara .
Si Yon considere maintenant les équations (e) qui d
nent les valeurs des coéflicients abcd . etc., on aura
résultats suivants:

I)
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{2'—17) (3—1") (§'—1") (5°—1*).

T =A—BP,+CQ,~DR,+ES,—FT, + etc.
8 )<3'“;‘“3?,“;,‘;’: W R BP0 Q,——DB,+E§-—.etc.
=) (3':’;),“;,—5’,’“5’“")'"=A —-BP,+CQ,-—'—I$Bi+ES,—-etc.
:_49@-1—42(3;' g,)("” —4)- --—A—BP.+CQ,-—-DR,.+E:S4—'etc.
' etc.

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux
numeérateurs et aux dénominateurs pour y compléter la
double série des nombres naturels, on voit que Ia fraction

se réduit, dans la premiere e'quation a %-5' dans la se-
conde & a——-2 dans la troisieme :’a

4 !
—_— %—g, en sorte que les produits qui multiplient

3 6’ dans la quatrieme &

a, ab, 3¢, 4d, etc.,

| sont alternativeme_nt %et -—-i Il ne glagit don_c plus que
de trouver les valeurs de '

P.Q.R.S, P,QR,S, P;Q,R,S,. .. etc
Pour y parvenir, on remarquera que I'on peﬁt faire dépen-

dre ces valeurs de celles des quantités PQRST... etc
qui représentent les différents produits que 'on peut former

avec les fractions -——; TE e . etc., sans en omettre
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aucune. Quant & ces derniers produits, leurs valeurs

données par les séries des développements de sinus. !
représenterons donc les séries

1 I 1 I 1
PO D S Sl : par

1 1 1 X 1 X
ottt 1.4’ s +z'.4" +§',4' +&lc. par

X 1 1 1
:'.a'.3’+1‘.a’.4‘+1’.3'.4’+:'.3’.4’+m' pe

1 1 1
:'.z‘.3‘.4‘+'a—".'3‘-4’.5'+:‘.a‘.3‘.5'+etc’ pa

ainsi de suite.

x’

F . e, x’ . ’,
La séne sm.z—x"—;j"',—'s, _4.§+a.3.4.5.3.7+w

nous fournira les quantités PQRST etc. En effet, la va

VF »

du sinus étant exprimée par I'équation

sin.o==(1— ) (-7 (=) (—FR (%

x* x x*
onaun I— 3 *ia.45 2 3.4805; T

(=) (=) ()

d'ou l'on eonclut immédiatement
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P=1
Q=xi73
Rzm
5 =n.3.4.51f;)‘.‘;r.3.g
etc.
a13.

Supposons mainfenant que P,Q,R,S,... etc., représentent
_ les sommes de produits différents que I'on peut faire avec

les fracnons - 1.. ;,_. ."r g—- .. etc.; dont on aura séparé la

fraction —, n étant un nombre entier quelconque; il s’agit

de déterminer P,Q,R.S.... etc., au moyen de PQRS...
Si 'on désigne par t—¢P, +g Q -—-q’R.+q*S et les
produits des facteurs -

(=8 (= 5) (=) (=)o e

. parmt lesquets on atrait omis le seul facteur 1 : il fau-

dra quen multipliant par 1 — % la _quant:ité. -
1—gP.+¢'Q. i—'q’_R- +¢'S,—ete.,

~ on trouve t--g P+ q"qu’Ri+g‘S—--e’t¢.
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Cette comparaison donne les relations suivantes :
P, + —IT=
n

Q.+ P o=Q

ou P_=P-—-;I-;
i B 1
I  {

X K

X
n®
P+
n n

_ _ . : ete. . _

En employant les valeurs connues de PQRS, et faigant
successivement n=1,2,3,4,5... etc., on aura les valeurs
de P,Q.R.S.... etc.; celles de P,Q.R,S,... etc.; celles de
P,Q,R,S;... etC. ; i

' 214.

Il résulte de tout ce qui précéde que les valeurs de
abede... etc., déduites des équations

a+3b+3c+4d+5e+ete.=A
a+2'b+3Fe+ 4id +5e 4+ ete.—=B
a+23°b+3c+ 4°'d +5¢ +etec. =C
a+2b+3ec+4d + 5e +ete.=D
a+ 20+ e+ 4 & +5 e+ ete.==E
- etc.

-
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sont exprimées ainsi,

1 n*
s a=A—B(5— )+ (:345"?‘"‘3'* )
" . I =
D(234.567 'R 2.3.4.5+T" 2.3 _l?)
X n® I o - 1
+ E(a.3.4.5.6.7.8.9_-_17'2 3.45.9 -:-rla 3. 45 :“;34_;_')
— etc. :
r = ]
—3ab=A—B(5~3)+C(mp—r )
1 n* b S | 4
—D (2.3.4.5.6.7 2’ 1.3.45 * 2c ;_3“-:_‘-‘—)
+E( B e B, B o R BT 1'1+L)
'‘\23.456789 a7 23457 a¥ 2345 a* a3 ¥/
— etc. : -

§3c=A_B(§‘§3-—%)+C (FE—m+7)

n? r = r = I
e, ==l (:..3.4.5.5.7 373345 + ‘3‘7“3.’5‘-'"‘5?)_ 1
: T w? r = 1 n I
* E(-:_.3.4.5.6.7-.8.9 333457 T 305345 3 s ?")
— ete.
X | _ w4 4
—f4d=A—B(Z— )+C(3345 4=,‘53'+TF)" y
2.3.4.5.6.7 T et
—D(:=2 o vraat o ) B
1 n® I nt
+ E(a“sT.s"s".g 8o 4 33457 T 472845 4° 3+ 3 )
-_— et &
- ete.

29
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a15.
Connaissant les valeurs de abcdef, .. etc., on les sub-
stituera dans Péquation proposée

px=asin.z+ bsin.2z +dsin. 3z + esin. 4z +elc. ;

et mettant aussi au lien des quantités ABCDE, etc. leurs
valeurs ¢'c, ™0, "0, ¢™ 0, p™0... BIC., an aura I equatwn
générale

¥

_.t?$—810:5[90+<p 0(—-——--—;)—!—90(——3——-5 —r )

¥ 'l xt I T X
+?n°(a.3.4.5.ﬁ. I° 2.3.4.5 +‘,‘?';'.'3--'l—.)+etc. ]
=gsia. ""[“’°+?m°(““_“)+? ( 345"‘";7';—3.+ =)

- r 1 0w 1 X ;
Fe 0(23.4.5. ""3'"-":.3.4.5"”31';'.3""27) + etc. }

+381n3$190+?"' (—-———-)*‘9 (,545 Tl'%“'_i)

? 0(23455.7 ;"‘2.2;5 .3“ :-:5 T) +Ee. ]
e los ol e (;.;‘—.—5-'-'-‘;-%- 2

| +¢**o(1—n— _____ Pt ) +ee | (A)
+ elc. x , .
On péﬁt se servir de la série .préce'dente pour’ ré;iuiu ‘en

séries de sinus, d'arcs multiples une fonction proposée

L4
-
W

e
i
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dont le développement ne cantient que dea puissances im-

paires de la variable. _
' 218.

Le cas qui se présente le premier est celui ol I'on. aurait
¢z=x,; on trouve alors 3’0 =1, ¢™0=0,¢"0=0...,
ainsi du reste. On aura donc la série

fx:sin.x-—lsin. az + gsm. 33-—§sin_. 4z + etc.,
qui a €t¢ dannée par Euler:

Si I'on suppose que la fonction proposee soit 2%, opayﬁ-a

p'o==0, " 0==2.3, ¢"'0=0, ¢™0==0... etc.,

ce qui donne I'équation o
—z’_..(« —-—-—)sm x—(n —-——) sip. ax-p—( — 3 )33111 3.'c+etc

On pamend;mt a ce méme result.'q. en partant de I'équa-
tion précedente

-:C:::Sln x——sm n.r+35m Sx—heﬁn' 4:t+atd

}

En eﬁ‘et, en maltipliant uhaqne mernbre pav llx, et mtdu

grant, ou sure
C——-Tzncos.n-—wm ncc.-o- g;coa.Ss—-z‘con 4m*¢t¢ s

lavaleurdelaconstanleceﬁi : -.",in‘)- «

l""— + z—'l"‘ etC-,
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o . LI - -
série dont on sait-que la somme est + -~ —. Maultipliant par
dzx les deux membres de I'équation

L —cos €08, 3.2 + 3; €05. 3 t
2 23 4 Cos =45 T—etc.
et intégrant, on aura

ri,z 1 X!

2 i =sin. :t:—— sin. 3.2 + »- sin. 3z = ete.
2 2.3 2.3 3

St mamtenant on met an Ixeu de .r sa valeur tirée de l'é-
qudtion -

I ; . I - I . . I .
S@==sin.x—_sin, 23—551!1.3.1:—251n.4z+etc.,

on obtiendra la méme équation que ci-dessus, savoir :

P ST L S P B
3 -;32 Slﬂ-x(m—-;‘;')—"’; Sin. 23(2'.'3‘_‘;)
%sin.3x(~;—3 —-;—,) + :—isin. 4.&:(—;—’—5——-2';)-4&&

On parviendrait de la méme maniére a développer en
séries de sinus multiples, les puissances z°272%... ete., et
en’ géneéral ‘toute fonction dont le développement ne con-
tiendrait que des puissances impaires de la variable.

a17.
:-L'équation (A) (art. 26 pent étre: mise sous une forme

plus mmple que nous allons faire connaitre. On remarque
d’abord qu'une partie du coefficient de sin. 2, est la série

-+

1 ® TIX'
¢'04 39 o+ 34590+—-3-——--. 455, ¢ 0+ elc.,
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qui représente la quantité itpw. En effet, on a en général
z* , Ll x|
$E=90+ Z¢'0 + 9" 0+ Z5¢"0+ T37¢"0+ g0 +...ete.

\ - .
Or, la fonction ¢ = ne contenant par hypothése que des puis-
sances impaires; on doit avoir go—o, ¢"0=—0, ¢"0==0,
ainsi de suite. Donc
.

3
: 9x=x9'0+%?'“0+:&-§9'0+etc.;

une seconde partie du coéfficient de sin. x se trouve, en

multipliant par — , la série

ay

L v wt v L3 nr '
e L e i e e W el e sl

dont la valeur est ;‘9“ =. On déterminera de cette maniére les

différentes parties du coéfficient de sin. z, et celles qui com-
posent les coéfficients de sin.az, sin. 3z, sin. 4z, sin. 5 .
etc. On emploiera pour ¢ela les équations:

T = e ot v " i _._,._i
e - R wece e M s E

iy ﬂ, v T:. byt “‘ ™ ....,__.1 "
protome v oY ot gt ohEesge s

P 0+;':-3"

it ‘I'I. Iz e
P 0+=—-——.3.4.5? 0 + etc. _",,? ®

o Zyg o e, g =!y
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au moyen de cette réduction on donnera a I'équation (A)
la forme suivante :

E'ﬂ‘?.‘.‘b::&iﬂ.x{gﬂﬂ—-:—_?"T!+';;?'1E—-£;?ﬂfr+etc.l
. X I o L S
— S ax Itpw—-;,v' TP R—Ee R + etl:l
1 . 1 = 1 (i I v
+381n.3a:{qm—-—5? 2H5e T3¢ n+ etc.]

L 1 L1 _:. w ___I_ L]
——zsm.!;a:[pw—x.q: TR me Rt etc.]
+ etc, (B)
ou celle-ci

Empa:'=q; r s.in.z---f; sin. ax + iuin. 3z~ etc.

!

. E - I .
— " | 80, Z—=— SiN. 22 + - 8i0. 32— etc.
¢ 2’ 3

+ "% lin.m-—-:l, sin.ax + ;-gsin. 3x—ete.

L.

. .
—e"x k!lin.:::-—%r sin. 2::——‘51; sin. 3z —etc. }
+ etc. ‘ (€

218,

On peut appliquer 'une ou l'autre de ces formules, toutes
les fois que I'on aura & développer une fonction propasée,
en une série de sinus d’arcs multiples. Si par exemple la

*

fonction proposée est e” —e , dont le développement ne
contient que des puissances impaires de x, on aura
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X —
- 1 . i .
| i (sm.x—; 81I.2.x 4 3 sin. 3.1'-—9“:-)

s (sin.x-—_—;l;sin.ax+ %sin. 3.::—-etc.)

+ (sin. x-——;'—,; sin. ax + al,sin. 3x—etc.)

. I . I .
— (sin. 2 —gsin. 2z + 3;51n.3x——etc.)

+ ( sin. z—isin. 2+ %; sin. 3z —etc. )

et etc-
En distinguant les coéfficients de sin. x, sin. ax, sin. 3z,
. ' o I 1 ) 4
sin. 4, etc., et mettant au lieu de ~ — — 4+~ —— + etc.,
sa valeur ——, on aura
41t

1 (s’-—-—e_ ) sinnx Ssin.ax . sin.3x  sin.{x
" " '-—-—- : " skt .
2 = —a 145 a3 I+5 447

8 —¢

-~

-+ etc.

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plu-
sieurs séries remarquables. On a choisi I'exemple précédent
parce qu'il se présente dans diverses questions relatives 4 la
propagation de la chaleur.

21g.

Nous avons supposé jusqu’ici que la fonetion dont on de-
mande le développement en séries de sinus d'arcs maltiples,
peut étre developpée en une série ordonnée, suivant les puis-
sances de la variable x, et quil n'enire dans cette derniére
série que des puissances impaires. On peut étendre les mémes
conséquences a des fonctions quelconques, méme & celles
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qui seraient discontinues et entierement arbitraires. Pour

établir clairement la vérité de cette proposition, il est néces-

saire de poursuivre l'analyse qu fournit l’équation preécé-

dente (B) et d'examiner quelle est ]a nature des coéfficents

qui multiplient sin.z, sin. 22, sin. 3 z, sin. 4z. En désignant
s i . . g 3 . o

par - la quantité qui multiplie dans cette équation ~sin. nz,

. 3 . I . . g
81 n est 1mpair, et-—;; sm.nx, 81 n est pair, on aura

T I I . 1
Smem— S Ft S T—0 n + €elc.

Considérant s comme une fonction de =, différentiant deux
P , 1 &

fois, et comparant les résultats, on trouve s+ 5 Im T
équation & laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire.

ld.

Or, I'équation s+ — -—;’;:9 z, dans laquelle s est considérée

comme une fonction de x, a pour intégrale

d==acos.nx + bsin.nx+n sin.nzfcos. nr.ox.dx

——noos.n.::fsin. nz.oxdzx.

n étant un nombre entier, et la valeur de x étant égale & =,
onas=ztnfex.sin. nx dz. Le signe+ doit étre choisi lors-

que n est impair, et le signe — lorsque ce nombre est pair.
On doit supposer x égal a la demi -circonférence =, aprés
lintégration indiquée; ce résultat se vérifie, lorqu'on déve-
loppe au moyen de I'intégration par parties, le terme

[?xsin.nx.dx,
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en remarquant que la fonction ¢ ne contient que des puis-
sances impaires de la variable et en. prenant l'intégrale de-
puis z==0 jusqu'a r==x. - , A

On en conclut lm\medmtement que ce terme équivaut i

= o (tpwmtp T -—+tp"1r —e  x- +tp""'n:-’—l—5 + etc.)-

- ¥ a .‘ L] - o
Si 'on substltue cette valenr de — dans I'équation (B), en

prenant le signe + lorsque le terme de cette équation est de
rang impair, et le signe. — lorsque r est pair; on aura en
géneéral S(px.8in. nx.dx) pour le coéfficient de sin. nz; on
pament de cette maniére & un résultat tres-remarqua.ble
exprime par I'équation suivante :

gmp.rzsin..rs (sin.z.9gx.dx)+sin.azS(sin.az gz dx)
+sin. 3x S(sin. Jx.px dx)....+sin. ix §{sin. iz px d z) f-elc.;
| (D)
le second membre donnera toujours Ie developpement cher-
ché de la fonction gz, si 'on eﬁ'ectue les integratmns de-
puis z=—o0 ]usqu ‘A x—m=. '
220.

On voit par-la que les coéfficients abcde/. .. etc., qui

entrent dans I'équation

intpx:a sin, x+b gin, 3 x4 ¢ sin. 3 x4 d sin. § x-§ etc.

et que nous avons trouveés précédemment par la voie des éli-
minations successives, sont des valeurs intégrales définies
exprimées par le terme général S (sin.iz.ex dz), ¢ étant
le numéro du terme dont on cherche le coéfficient. Cette |

30
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“remarque est importante ; en- ce qu'elle: fait connaitre com-
ment!:les fonttions entierement arbitraires peuvent aussi
étre développées en séries de sinus-d’arcsmultiples: En effet,
si la‘fonction ¢z est représentée partlordonnée. variable
d’'une courbe quelconque dont I'abscisse s'étend depuis z—o
jusqua ===, et si I'on construit sur cette méme partie de
I'axe la courbe trigonométrique connue , dont l'ordonnée est
y==gin. z; il: sera facile de se représenter'la valeur d’'un
- terme  intégral. 1. faut concevoir gque pour chaque phscisse x,
+ & faquelle répond. une wabeur de ¢ x, et une yaleur de sin, x,
~pnmultiplie cetteidernire waleur par la premitre, et qu'an
‘mémepoint de Taxe oniékeve une ordonnée proportionnelle
au produit ¢ z.sin. x. On formera, par cette opération coati-
nuelle , une troisibme courbe, dont les ordonnées sont celles
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement
aux ordonnées' de la courbe arbitraire qui représente ¢ .
Cela posé, l'aire de la courbe réduite étant prise depuis r=0
.jupqu'a ==n, donnera lavaleur exacte du coéflicient desin, x ;
- et quelle que puisse étre la conrbe donnég qui-répond & ¢z,
soit qu'on puisse lui assigner une €quation analytique, soit
qu'elle ne dépende d'aucune loi réguliere, il est évident
qu'elle servira toujours & réduire d'une maniére quelconque
la courbe trigonométrique; en sorte que lair€ de la courbe
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée
qui- donue. celle: du coéfficient de sin. z.dans- le-développe-
ment de la fonction. Il en est de méme du coéfficient sui-
vant douS(gxisin.ax dx).
‘11 faut en général, pour construire-les valeurs-des eoéffi-
cients abcde. .. etc., imaginer que les courbes; dont les

équations sont
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y==sin.z, y==sin.az, y=sin. 3z, y==sin. {4 z, etc.,

ont €t ¢racoes pour ua méme intervalle sur I'axe des x, de-
puis r==o0 jusquia z=x; et qu'ensuite om a changé ces
courbes en multipliant toutes leurs ordonuées par les or-
données correspondantes d'une méme courbe, dont I'équa-
tion est y=¢z. Les équations des courbes réduites, sont:

y=$in.z.px,y=Sin.az.pz,y==sin.3z.pz,y=sin.fz.¢x.. etc.
Les aires de ces dernitres courbes, prises depuis 2=o jus-

quh z==w, seront les valeurs des codfficients b d etc.,
dans I'équation

%mp.r=a sin. x 4 5 gin, 3 x 4 ¢ sin, 3 x 4 sin. § x + ete.

2al.

On peut aussi vérifier I'équation précédente (D) (art.220),
en déterminant immédiatement les:quantités g, ,a,..., etc.
dans I'équation -
pT=a, 8iD.T + G, 8i0. 2 X 4- &, 8i0. 3T 4-...4;8iD. ] T +... etc. ;

pour cela on multipliera chacun des:membres de la derniere
équation, par sin. ix.dz, { étant un nombre entier, et 'on
prendra l'intégrale depuis x=o0 jusqua z=rx, on aura

S(¢xsin.ix.dx)=2a, S(sin. x sin. i x.d x)+a, S(sin. 2 x.sin, izx.dx)

4., a;S(sinjx.ainix.dx)+4... e,

Or on peut facilement prouver, 1° que toutes les inté-

grales qui entrent dans le second . membre, ont une valeur

nulle, excepté le seul terme z, S(sin.iz.sin. ix dx); 2° que

la valeur de S(sin.ix.sin. ix.dz) est + =; d'ou l'on con-
Jo.
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clura la valeur de a., qui est s &2 s‘_n“”' 23 Tout se ré-

duit A considérer la valeur des intégrales qui entrent dans
le second membre, et 3 démontrer les deux propositions
précédentes. L'intégrale 2 S(sin. jz.sin. iz.dx), prise de-
puis z = 0" jusquwi z == =, et dans laquelle i et j sont des
nombres entiers, est

I . R
7 8in- (z-—_}:.x)—-'-:} sin. (47 )+ C.

L’'intégrale devant commencer lorsque =0, la constante C
est nulle, et les nombres i et étant entiers, la valeur de I'in-
tégrale deviendra nulle lorsquon fera r=r; il s'ensuit que
chacun des termes tels que

a,5(sin. x sin. i z.d x), a,8(sin. ;x.siﬁ. é.r.d.r) >3, S (sin. 3 rsin. ix.dx)ete
s'évanouit, et que cela aura iieu tbﬁtés ‘1es Ifois, gue les nom-
bres ;etj seront différents. Il n’en est pas de méme lorsque -
les nombres 7 et sont égaux, car le terme ;—I_; sin. (i—jx)
anquel se réduit I'intégrale, devient g, et sa valeur est x. On

‘a parconséquent 2 8(sin. £z.sin.lz.dx)=x; on obtient ainsi.
de la maniere la plus briéve, les valeurs de a, g, 4, 4;...q, etc.
qui sont : '
__S{px.sin. z. d.r) S(?'.r.sin. ar.dx)
T .. im § == im =
S(p.r sin.J z. d.r) = _ S{p=z.sin.ix.dx)

@3 = . a
S T i Ix

@, =

En les substituant on a
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Emp:r:sin. x S(qa.zf sin.z.dz)+sin, axS(px.in. 2 k. dg) .,
+ sin. 32 S{p.zsin. I 2.dx).... + sin. iz 5 (px sin. ix.dx) |
+ etc.-
22%.

_ Le cas le plus simple est celui ou Ia fonction donnée a
'une valeur constante pour t toutes Ies valeurs ae la vanab]e x
comprises entre o et »; q dans ce cas, lmtegrale f sin.izdx

est: égale 4 > si le nombre § est impair, et. egal 3, {0 si le

nombre { est pan' On en déduit l’équanon o

r.j‘.n'-. ] PR ‘1

I
;w._.sm .1:+351n 3a:+551n 5a:+731n 7x+95m ga:+etc.

‘que Yon a trouvée précedemmem:' U U SR

-+11 faut remarquer que lorsqu'on a devel,oppe nge fonctmp.
¢ = en une snite de sinus d’arcs multiples la valeur, de la
série @ sin.x + bsin. a3z + esin. 3z + dsin. fz + etc. est ia
méme que celle de la fonction ¢ z tant que la variable z est
comprise entre o et »; mais cette égalitd cesse en général
d’avoir lieu lorsque la valeur de z surpasse le nombre =.

Supposons que la fonction dont on’ demande le develop«
pement soit £, on aura, d'aprés, le théoréme précédent,

ey

;w.r::sm.xﬁ&m.wd.p.—l—sm.s.rfxsm-,zxdx a7 e g

4 sin. Bxfrsm 3a:dx+ sin. 4.1:{.::51:1 4.2:’d'a'r:'+ etc.

1o
L'integrale fx'sin.’ iz dx €quivaut A i-?,'fe?s‘.'i_‘l;ldices O'Gt:_'n:
o . & 5 , ) fi ©
qui sont joints au signe /' font connaitre les limites de ['in-
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ou ms.x:;:[G- & g)sin.a; + G-p g) sin. 4z
+ (%+ ;) sin. 6.r+ (-'—7(+ é) §in.8z + (é + {—;) sin, f0. + etc.

Ce résultat a cela.de remarquable quiil offre le- développe-
ment du cosinys en une syite de foncthns dont cha,cune ne
contient que des puissances mpmm 51 lon fait dans I'é equa-
tlon précedente r=1;r,0n trouvera

I = I I I I I I I

L |
Y Ev-inar A Ul & 5-—'7'+3 ETRI = T -l'-'?'m)

Cette dernitre série est connue ( mzmd ad analysin. infinit.
cap. X). ;
2a4.

On peut employer une. analyse semblahle pour dévelop-
per une fonction quelconque en série de cosinus d'arcs mul-
tiples.- Soit ¢ x la fonction dont on demande le développe-

. mgnt , on €crira

yx=a, 05,0 X+a, COS. Z+a, 0s. 2. +a; Cos. 3z+...a;co0s. ia:...+etc. (m)

..Si l'on, mpltiplie, les deux membres de cette, équation par

. €08. Jx et_que l'on mtegre chacun des termes du_second
membre depuis =0 jusqu’a z==x; il est [&Cll¢ de g'assurer
que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté pour le
seul terme qui contient d€ja cos. j x. Cette remapque donne
immédiatement le coéfficient ; il suffira en. generaT de
considérer la valeur de lintégrale /" cos. jz cos. ix dx,
‘prise depuis £ = o jusqu'a ==, en sq_ppb\sant quej et
sont des nombres entiers. On a

fgos_.j_xlcos.:ixd,_.r_ 7 +8)st +ix +—Gl_—) sin. j —ix+c.



afo -  THEORIE DE LA CHALEUR.

Cette intégrale, prise..depuis =0 jusqua £=1=, est
évidemment nulle toutes les fois que j et i sont deux nom-
bres différents. Il n'en est pas de méme. lorsque’ ces. denx

.nombres' sont égaux‘. .-Le dernier terme- sin, j —Ix

o
a{y—}
dewent —, et sa valeur est ~ 1:, Iorsque Tar¢ x est egal i
i 'done on mulhphe les deux termes de lequatloq prece-
dente (m) par cos. iz, et que Fon intégre depuis o jus-
qu'a %, 0n aura™ fpz cos. iz dx = E = @, équation qui fera
-connaitre ]a valeur du coéfficient a,. Pour trouver le premier
coéfficient @,, on remarquera que dans l’inte’gralel

+

sm.j +ix+ (JL") 8in. i X,

 §
a } 2
8l jm==0 et i=Zo chacun des termes. devnent — et la valeur
de chaque terme est ;=; ainsi Vintégrale fcos.) 2 cos.iz d =,
- prise depuis x==o0 jusqu’a x=r est nulle lorsque les deux
nombres entiers ; et ¢ sont differents ; elle est ; = lorsque les
deux nombres ; et { sont égaux; mais différents de zéro,

elle est égale a = lorsque ; et i sont F'un et l'autre égaunx a
' zéro, on obtient ainsi équation suivante : '

;x?.‘t-—-—;ﬁx .‘Z—I-(“_DS..‘B./;J:.ZCOS'..-T X

+ cos. 2 zfgzcos. 2zdx + c0s. 3z fo zcos. 3z dz + ete. (n)

o o

Ce théoréme et le pre’ce’deni conviennient A toutes les fonc-
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tions possibles, soit que I'on en puisse exprimer la nature -
par les moyens connus de Panalyse, soit qu'elles correspon-
dent a des courbes tracées arbitrairement.
2ab.
Si la fonction proposée dont on demande le développe-
ment en cosinus d’arcs multiples est la variable z elle-méme;
on écrira ['équation

inx—a,+a,cos.x+a,cos. ax+a,€08.3x+ ... +a; cos. Lx+ etc.

et I'on aura, pour de'terminer, un coéfficient quelconque 4;,
I'équation «; f.rcos izdz. Cette intégrale 2 une valeur

nulle lorsque # est un nombre pair, et est égal A —5- lorsque :

i est impair. On a en méme temps @, = ; =. On formera
donc la série suivante,

1 cos. x cos. 3 .x c0s.5 = €0s. 7 x
gt (T T gontE o]

~ etc.

On peut remarquer ici que nous sommes parvenus a trois
développements différents de : z, savoir :

I - X . ; S 1
;.r=sm.a:-—;mn.ax+§sm.3x—-—

4sin.4x+ -,::sin.S.r—-—etc.

1 1 . 2 . F | . ’ a . '
SE= 8.2+ o—8in 3z +sin. bz 555 8in. 7 7 + ete.

lz=1x—2c08.2 ni-c08. 32— —,—cos ha——etc.
2 4 P Ix b=

Il faut remarquer que ces trois valeurs de : x ne doivent
point étre  considérées comme égales, abstraction faite de

; 31
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toutes les valeurs de z; les trois développements précédents
n'ont une valeur commune que lorsque la variable x est
compnse entre o ¢t + =. La construction des valeurs de ces
trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment
les ordonnées rendraient sensibles la coincidence et la dis-
tinction alternatives des valeurs de ces fonctions.

Pour donner un second exemple du développement d’une
fonction en série de cosinus d'arcs multiples, nous choisi-
rons la fonction sin. x qui ne contient due des puissances
impaires de la variable, et nous nous proposerons de la

développer sous la forme
a+ bcos, z + ccos. ax+ dcos. 3z + ete.

. . ' . C . e s
En faisant 4 ce cas particulier I'application de V'équstion
générale , on trouvera, pour I'équation cherchée,
cos.ax cos.4xr cosBbx cosBax

I - 4
.zwsm.a:_.._;—— 1_.3 — g 5.7 — o —etg.

On parvient ainsi & développer une fonction qui ne contient
que des puissances impaires en une série de cosinus dans
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si
on donne  z la valeur particuliére : =, on trouvera:

& oot X 1 x

41':—-—9-}-1-3“'3"3-{”5':5 _7_9+etc.l_
Or, de I'équation connue

TRk e—g 4 p—s 4~ ——  ete
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On tire ;
I I LT WP M W
g~ ="2.3 7 g.ar  13.15 ’
et aussi
4 1 I o X I 1 .
Tabeaihaut % feal-sriant-rar Sac v dnal

en ajoutant. ces deux résultats, on a, comme précédemment,

1 | I I I I
oot st e
) 226.

L'analyse précédente donnant le moyen de développer
une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinus
d’arcs multiples , nous l'appliquerons facilement au cas ol
la fonction 2 développer a des valeurs déterminées’, lorsque
la variable est comprise entre de certaines limites et a des
valeurs nulles, lorsque la variable est comprise entre d’au-
tres limites. Nous nous arréterons a l'examen dc ce cas
particulier, parce qu'il se présente dans les questions phy-
siques qui dépendent des équations aux différences partielles,
et quil avait été proposé autrefois comme un exemple des
fonctions qui ne peuvent étre développées en sinus ou.
cosinus d'arcs multiples. Supposons donc que on ait a
rédnire en une série de cette forme une fonction dont la
valeur est constante., lorsque x est qomprise entre o, et a, et
daont toutes les valeuys sont nulles lorsque x est comprise
entre o et =, On, emploiera. I'équation générale (m). dans
laquelle les intégrales goivent étre prises. depuis z = o
jusqu'a x=—n. Les valeurs de ¢ z qui entrent sous le signe /°

I
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étant nulles depuis r=—q jusqu'a x==x; il suffira d'intégrer
depuis £==0 jusqu'a z==a. Cela posé, on trouvera, pour la

série demandée, en désignant par % la valeur constante de
la fonction,

| 4 I—~C08.2 . : I-—COS5.2& .
;ﬂq:x:}l ————8i0. T + -~ 5IN. 2 X

1—cos. 3« I—cos. 4o

sin.3x + === sin.4.z:+etc.l

Si Yon fait A=1 =, et que l'on représente le sinus verse de
I'arc « par sin.V.x, on aura:

gx==8in.V.esin.z+1sin. V.22 6in. 22+ 8in. V. 3a8in. 3z

+ ;sin. V. fesin. 4o+ +sin. V. 5asin. 5z + ete.

Cette série tonjours convergente est telle r_iue si I'on donne
a r une valeur quelconque comprise entre o et «, la somme:
de ses termes sera ; = ; mais si 'on donne a2 x une valeur
quelconque plus grande que a et moindre que : = la somme
des termes sera nulle.

Dans l'exemple suivant, qui n’est_paé moins remarquable,
les valeuf$ de ¢z sont égales a sin. x pour toutes les valeurs
de & comprises entre 0 et a, et sont nulles pour toutes les
valeurs de x comprises entre « et x. Pour trouver la séne
qui satisfait a cette condition , on emploiera I'équation (m).
" Les intégrales doivent étre prises depuis x=—=o jusqu’a
x = x; mais il suffira, dans le cas dont il s'agit , de prendre
ces intégrales depuis x—o0 jusqu'd x==a, puisque les valeurs
de ¢ z sont supposées nulles, dang’ le reste de Vintervalle.
On en conclura:
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sin.gdin.ax _ sin.aasin,ax sin.dasin 3z

pr=—2a

n—a’ #enn? Cl’ e, 3: a:_ 3
sin, fasin, 4 x
=+ ""'-;‘;_—‘_—4';—";—'— + etc.

Si Yon supposart u---t, ‘tons les termes de la série d'évanoui-

raient, excepté le premier qui devnendralt o €t qul a pour
valeur sin. z, on aurait donc ¢ & ==sin. z.
22y, _

" On peut etendre Ia méme analyse au cas o lordonnee
représentée par R, serait celle d'une ligne comiposée de
différentes parties, dont les unes seraient des arcs de courbes
et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction
dont on demande le da'veloppemeqt en séries’.de cosinus

d’arcs multlples a pour valdur ( )—- x, depms Zw==0 ‘]'us-

5
i

qua £ =1 x, et est nulle depuls z=1xw ]usqu& £ =='r!
On emplmera 'équation générale (n), et en effectuant les
intégrations dans les limites données, on trouvera quele

terme général f ((E)-.-—x') cos. iz dax est égal A 3, lorsque ¢
est 1mpanr, Al 'lorsqtne ¢ est double d'un nombre i 1mpur., et
a—z lorsque i est quadrup!e i | un nombre lmpalr D'un

autre cété, on trouvera = T pour la valeur du premler terme

f px dx. On anra donc le developpe.ment él.‘uvant

3 A
oos.ax  cos.fx conbr -

—_ —-t

N 2'. '/ 4.. o i 6‘ it i e ot

cos.r cos.3x cos.5x - cos. 7.:‘
"?x 23() Tt et + ]
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Le second membre est représenté par une ligne composée
d'arcs paraboliques et de lignes droites.
o E . o 228.

On pourra trouver de l2 méme maniére le développement
d'une  forction. dé 7 aqoi exprime $'ordonnse du comtour
d’'un trapeze Supposons que ¢ soit égale & x depuis x=o0
]usqua r=a, que cette fonction soit égale a « depuis r—==«
jusqua x=n—a,et enfin égale a » —z, depms r=x—a
Iusquz; == Pour la redulre en une série de sinus d'arcs
T txPI on se serv:ra de quuatxon Benerale(m) Le terme

W }ll
genera '/‘? ."r sin. iz, dx sera compqse de trois parttes (hﬂ'e-

yesites, ¢t I'qm aura, apres les rgduptmns., -—sm ($«) pour le
coéfcient ‘de sin. 7z, TorsquE ?'est 'mn normbre impair; ct
261p Pour. ce; aaeﬂicnentflom\qnw ¢st ya nombre pair. On

arvnent amsl a iy atlon "
p Qq}l L-.; “ A N I

boBeshgl P
E,.?_r_'n[sm u.sm :r+3—sm 3asm 3.r+—-sm.5usin.5x

i 5

Ve LA A L psingasingge et ()
8i V'on:'suppossit ¢ == { =, le trapere se, confondrait avec le
triangle isoscele, et lon aurait, comme précédemment, pour
lequqt:on du contour de ce tnangle -

7 AR S T l- 'y } : ! " ‘ L P

1

;mpx:rag(;.?’l}p z A a, sin. 3.1: - B‘Sln Sz +’7”§L"I 7 + ete. )
sene wi est, toujqurs, convergente quelle que s soit Ja valeur
de 2. En général les suites trigonométriques auxquelles nous
sommes paryenus, em -d¢veloppant h_?.?'_di}ferses fonctions,
sont toujours convergentes : mais il me nous a point paru
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nécessaire dé le démohtrer ici : car les ‘teemmes . qui ¢om-
posent ces suites ne sont que les coéffictents’ des termes des
séries qui donngnt lgs. valeurs des cempevatures ;iat -ces
coéfficients affectént des qubntités sxpondntitiies qui décrois-
sent tres-rapidement, en sorte. que oes ‘derniies series sont
tl-es-convergentes A I'égand de celles oil: o} A'entre igue des
sinus ou des cosmus d'arcs maltiples, il est également facile
de prouver qu'elles sont convergentes, quoiqu'elles repre-
sentent les ordonnées des llgnes discontinueés. Cela ne résulte
pas seulement de ce gue les valeurs des termes diminuent
continuellement; car cette condition ne suffit pas pour établir
la convergence d’une série. Il est mécessaire que les valeurs
auxquelles on parvient, en augmentant: continuellement e
nembre ‘des lermes ; sapprochent de plus.en plus Hune
limite fixe, et ne s'en éartent que d'une quamité: qui pew
devenir moindre que toute grandeur donnée : cette limite
est la valeur de la série. Or on démontre rigoureusement
que les suites dont il s'agit satisfont’ cette dernitrs condltion.

22Q.

Nous reprendrons l'équation précédertte (p) ddiis Taquetle
on peut donner & z une valeur quelconque ; on’eonsidérera
cette quantité comme une uouvelle ordennge, ce qui
donnera Keu & la construction sulveite.

Ayant trace sur le plan des z'et y (fub_y' fig. 8) le-rectangle
dont la base’ o = est gale & 1a demi-circonférence , et duiit I
hauteur est % =, sur le milieu m du -céré paralléle A la base
on élevera perpendiculairement au plan du rectangle une
ligne égale a4 ¢ x, et par lextrémité supérieure de cette
ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle.
On formera ainsi upe pyramide quadrangulaize, Si l'on
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porte maintenant sur le petit c6té du rectangle, A partir du
peint o, une ligne queiconque égale a a, et que par l'ex-
trémité de cette ligne on meéne un plan parallélé a la base
-0 =, et perpendiculaire au plan du rectangle, la section com-
‘mune a ce plan et au solide sera le trapéze, dont la hauteur
-est égale a «. L'érdonnée variable du contonr de ce trapéze
‘est égal, comme nous venons de le voir, a

L (sm « sin., x+3,51n Jasin.3z + 5 5, sin.5zsin. 5z

Il suit de la qu'en appelant x, 7, z, les coordonnées d'un
point quelconque de la surface supérieure de la pyramide
quadrangulaire que nous avons formee, on aura pour I'équa-
tion de.la snrface du polyedre, entre les limites

I v
[HE 1 R I

=0, =R =0, y=1w:

"i‘l’”‘ sin, zs:ny+ sin, 3:;3:11 3_r+ sin. 5.1.;:11 5y R
Cette série convergente donnera toujours Ia valeur de l'or-
donpée z ou de la distance d'un point quelconque de la
surface au plan des x et y.

Les suites formées de ‘#inus ou de cosinus d’arcs multiples
sont donc propres a représenter entre des limites déter-
minées , toutes Les. fonctions possibles, et les ordonnées des
lignes ou des surfaces dont la loi est dlscontlyue Non seu-
lement la possibilité de ces développements est démontrée,
mais i1 est facile de calculer les termes des séries; la valeur
d'un coéfficient quelconque dans V'équation : |

pr=a, 8in. Z +'a, 5in. 22 + @, 8in. 32 +....+a, sin. i x+etc.
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est celle d'une intégrale définie, savoir :
2 . '
;f@;c gin. i x.dz.

Quelle que puisse étre la fonction ¢x, ou la forme de la
courbe qui la représente, I'intégrale a une valeur déterminée
qui peut étre introduite dans le caleul. Les valeurs de ces
intégrales définies sont analogues i celle de l'aire totale
S ox dx comprise entre la courbe et I'axe dans un inter-
valle donné, ou a celles des quantités mécaniques, telles
. que les ordonnées du centre de gravité de cetté aire ou d’un
solide quelconque. Il est évident que toutes ces quantités
ont des valeurs assignables soit que la fignre des corps soit
régulitre, soit qu'on leur donne une forme enti¢érement
arbitraire.

230

Si Fon applique ces principes & la question du mouvement
des cordes vjbrantes,'on résoudra les difficultés qu'avait
dabord présentées 1'analyse de Daniel Bernouilli.-La solu-
tion donnée par ce géometre suppose quune fonction quel-
conque peut toujours étre développée en séries de sinus ou
de cosinus d'arcs multiples. Or de toutes les preuves de
cette proposition la plus complete est celle qui consiste a
résoudre en effet une fonction donneée en une telle série
dont on détermine les coéfficients.

Dans les recherches auxquelles on applique les équa-
tions aux différences partielles, il est souvent facile de
trouver des solutions dont la somme compose une intdgrale
plus génerale : mais I'emplol de ces intégrales exigeait que
Ion en déterminidt l'étendue, et que l'on pit ‘distinbmer

' Ja
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clairement les cas ou elles représentent l'intégrale générale
de ceux ou elles n'en comprennent qu'une partie. 1l était
nécessaire sur-tout d'assigner les valeurs des constantes, et
c'est dans la recherche des coéfficients que consiste la diffi-
culté de Yapplication. Il est remarquable que l'on puisse
exprimer par des séries convergentes, et, comme on le verra
dans la suite, par des intégrales definies, les ordonnées des
lignes et des surfaces qui ne sont point assujéties a une loi
continue. On voit par-la qu’il est nécessaire d'admettre
dans l'analyse des fonctions qui ont des valeurs égales,
toutes les fois que la variable regoit des valeurs quelconques
comprises entre deux limites données, tandis qu'en substi-
tuant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un
nombre compris dans un autre intervalle les résultats des
deux substitutions ne sont point les mémes. Les fonctions
qui jouissent de cette propriéteé sont représentées par des
lignes différentes, qui ne coincident que dans une portion
déterminée de leur cours, et offrent une espace singulitre
d’osculation finie. Ces considérations prennent leur origine
dans le caleul des équations aux différences partielles; elles
jettent un nouveau jour sur ce calcul, et serviront a en
faciliter I'usage dans les théories physiques.
231.

Les deux équations générales qui expriment le dévelop-
pement d’une fonction quelconque en cosinus ou en sinus
d'arcs multiples donnent lieu a plusieurs remarques qui font
connaitre le véritable sens de ces théorémes, et en cﬁngent
application.

Si dans la série

a+ bcos. T+ ccos.2x 4 dcos. 3x+ecos 4x+etc
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on rend négative la valeur de z, la série demeure la méme,
et elle conserve aussi sa valeur si {'on augmente la variable
d'un multiple quelconque de la circonférence ax. Ains
dans lequatlon

En;;x:-:—fq;.rlx +cos.xf9xcos.xdz

+ca.s.a.rfp.rcos. 33dz +c0s.3zf pxcos.32dz + ete. ()

la fonction ¢ est periodique, et représe:?tée par une courbe
composée d'une multitude d’arcs égaux, dont chacun cor-
respond sur ['axe des abscisses a4 un intervalle égal a 2 =. De
plus chacun de ces ares est composé de deux branches
symétriques qui répondent aux deux moitiés de I'intervalle
égala 2w

Supposons donc que l'on trace une ligne d'une forme
quelconque 9pa et qui réponde 2 uwa intervalle égal i =,
{voyez fig. g). Si I'on demange une série de la forme

a+bcos.x+ccos.ax+dcos.3x+ etc.

telle qu'en mettant au ken de # wne valeur quelcongue X
comprise entre o et =, on trouve pour la valeur de la série
celle de 'ordonnée X ¢, il sera facile de réseudre cette ques-
tion: car les coéfficients donnés par I'équation (v) sont

%fgxd:.%fpxms_; azdzx, ;fp-a:cos.?).::d.v, etc.

Les dwerses mtegrales qui sont prises de r==0 & x—=,
ayant toujours des valeurs rhesurables comme celle de laire
03 a =, et la sériec formée par ces coéfficients ctant toujours

32.
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est représentée par ‘une ligne formée de deuz ares égaux
placés symétriquement de part et d'autre de Y'axe des y, dans
l'intervalle de'—= & + = (voy. fig. 11); cette condition est
exprimée ainsi gz==¢ (—z). La ligne qui représente la
fonctival § = ‘edt 4t contraite formed dari le méme inter-
valle de’ ﬁeux ares ‘opposés , ¢ qa'exprime Tégnation

"I’.H]f s +‘r__g'(_x>

Ulm'd'ancbon :qndnbnqne He, mprﬁtumt par uhe ligne
tracoe arhitrairethent .dans {intervalle de. .~ w 2 + x, peut
mmtemepartag& e deux fohctions tebles gue ¢ 2 et |x.
Bu effet, si‘'la ligne F' F'm F F représente la fonction ¥ z,
et.qué Lonvslade par e jpoinb o. Fordonnée o, on tracera
par le pointi m - droite de Kaxe-oxa V'are m '/ semblable
a Yirc m B -Blide da: coarbe dbomee, et a gauche du méme
ax¢ on trxcers Lase 'm /7 f* semblable 2 Farc m F F ; ensuite
on fera passer par le point m une ligne. 'y’ m 3o qui
‘partagera en deux pames égales la différence de chaque
ordonnée = F oy, f & Vordonnde cqnnespdndan&e zf ou
' F. On tracera aussi:la ligne §' § 0§ §, dant Tordonnée
mesure la différence de l'ordonnée de F'F' m F F i celle de
S f m ff. Cela posé, les ordonnees de la ligne F'F' m FF
et de la ligne ff m ff étamt désign€es I'une par Fret Ia
seconde par f&z,an anra dvidemment fz=F (- 2); désignant.
aussi l'ordonnée de ¢'¢’' m ¢¢ par 9.1:, et celle de §' ' 0 ¢¥
PAX § Fo OB BYTAYy (55 1y gy o0 b L
Fz—q>x+ x+ etfx-—*g:.r-—-¢.a:-F(-——.r)

-l..)._‘—‘li'I'I.-.
-+ [

doné -

KT 200 F 2 (G etyz==iRam 1F (=2),
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on en conclut

_ pr=p(+ex) €t §T==—{(—x); -
ce que Ta construction hetid &allfears dident v %

Ainsi les deux fonctions ¢ z et ¢ z, dont la sommie équi-
vaut 2 Fz, peuvent étre développées I'une en cosinus d’arcs
muttiples et I'autre en sinus. SERLY S ST o

Si I'on applique & la premigre fonctmn lequatlon (v), eta
la seconde I'équation (i}, en prenant dans I'ume et l'autre les
iutégrales depuis rxr=—aijupquh po=w, et d ionalplu iles
deux résultats, on aura

. +cos.zfoxdz4cos. a.rf_qa.rcos. sxdx—+ etc,
x(¢x+ ¢x)=x Fo—- fqaxdx e
+sin.xf{xdr+sinazf{xsin.2xdr+ete.
les intégralus doivent dtve prises depuis by jUdqud
r==n. Il faut remarquer mainteriant que chﬁs l‘mtegt-hle
i . : P 8 By
f gz cos.zdz on pourratt., sans en changer la valeur,
—_ ‘ ; _—
mettre ?.z+<px an hew de pz - éar la ﬁmchem cos. z dtant®
composée, a droite et a gauche de Paxe des x, de deux parties
semblables, et la fonction ¥z étant au contraire formee de

deux partles opposees Imtegra]eﬁa:cos .::da: est nulIe I

en serait de méthe si 'on mettait cos. 2.z on cos. 3::: et en gene-
ral cos. Zx an lieu de c0s.x, ¢ étantun des nombres entlers de-

puis o jusqu’a l'i.nﬂru Arn’sf Yintégmlf:f g Cos aa! A% est fa
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méme que lintégrale

—+=x _ +x

f(¢.r+4m:)cos. izdx oufFa: cos. iz dx;

) 4+

" On reconnaitra aussi que l'intégrale f Jx sin. iz dx est égale
- R R T : - .

u l’inte'g’ra'lefo sin. ; # dx, parce que l'intégrale

/
+n _
fq;.:l: sin. ix d

est nulle. On obtient par-la T'équation suivante (p), qui
sert a développer une fonction quelconque en une suite
formeée de sinus et de cosinus d’arcs multiples;

" " Jcos. zfFxcos. xdz+cos, 3zfFrcos.axdxietc.
sFa:"'-' fFa: dx (7}
+5in. 2/ Fzsip, zdx + sin, axfFxsin.axrd x4 etc,

234,

La fonction Pz, qui entre dans cette équation, est repré-
sentée par une ligne FF FF, d'une forme quelcongue. Liarc
FFFF,qui réponda’ Pintervalle de —-x &+ %, est arbitraire;
toutes les autres parties de la ligne sont determmegs et
Farc FF'FF est répété dans tous les intervalles consécutifs
dont la longueur est 2= Nous ferons des applications fré-
quentes de ce theoréme et deg equanons Précgdentes (m)
et (r),
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Si Fon suppose dans I'équation (p) que la fonction F x
est représentée, dans l'intervalle de —x 4 + x, par une ligne
composée de deux arcs égaux symétriquement placés, tous
les termes qui contiennent les sinus s'évanouiront, et l'o
trouvera P'équation (m). Si au contraire la ligne qui repre—
sente la fonction donnée F z est formée de deux ares égaux
de situation opposée, tous les termes qui ne contiennent
point les sinus disparaissent, et I'on trouve I'équation (n).
En assujétissant la fonction ' x a d'autres conditions , on
trouverait d’autres résultats.

On écrira dans 'équation générale ( p), au lieu de la va-

riable z, la quantité w;, x désignant une autre variable,
et 2r la longueur de Vintervalle dans lequel est placé 1'arc
qui représente F x; cette fonction sera F (1: f-:) , que nous
désignerons par fx. Les limites qui étaient z—=-—x et ==

deviendront x =~ = — x, == = x; on aura donc, aprés la
substitution o

o toos. () fFmcos. (32) da-+ cos. (ax)Ficon (an ) et
®

fx:;ff.‘c dz

w=iF + sin. (n':_f)f xsin.(L:) dx+ sin. (aw':)f x sin. (ar:;) d x4 etc.

toutes les intégrales doivent étre prises comme la premiére,
de 2=—r a4 x=+ r. Si V'on fait la méme substitution dans
les équations (r) et (m), on aura

-r_'f.r—-ffxd.z:—i—cos. —)ffa: Cos. )d.:c+cos (21-.- )ff.zcos (211.' )d.:c-l-etc
33 (N),
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données. Cette remarque s'applique a un nombre quelconque
de séries.

3o La série (P) (art. 234) qui donne le développement
d'une fonction Fz en une suite de sinus et de cosinus d’arcs
multiples, peut étre mise sous cette forme :
+ca§.foucoa.¢a'¢+coa.azfl"acoa‘:xd¢+em.

I
nFz—- f Fada

2 +sin.z/Fasin.ad a4 8in. 2 ./ F asin. 2 ada-jetc.
a étant une nouvelle variable qui disparait apres les intégra-
tions. On a donc

—+ €08, X €OS. o ++ CO3\ 3 2 CO8. 2o+ €08, 3 X cos. 3 24 ete.

+x

ou F.‘L"—;f( +cos a:—a+cos 2x-—=+cos.3 .1.‘—:+etc)

"
Donc, en désignant par I cos. iz— a, la somme de la série

précédente , prise depuis i=1 jusqu’a iz-'- » ON aura

F.z—_--_.fFu da ( 2CO8.LZ ~a +

"
e .

Lexpressmn +Icosiz—a repres-ente une fonction de z

et de a telle que si on la multiplie par une fonction quel-
conque Fa, et, si aprés avoir écrit da, on intégre entre les
limites g==-—x et a=x, on aura changé la fonction pro-
posée F a en une pareille fonetion de = multipliée par la
demi-circonférence . On verra par la suite quelle est la na-
ture de ces quantités,, telles que > + 3 c08. § £—a, qui jouis-

sent de la propriété que l'on vient d'énoncer.

4

2 sin. z sin. a -+ sin, 2 x sin. 2 ¢ + #in. 2 x 8in, 3 a4-etc.

} _
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4° Si dans les équations (M) (N) et (P} (art. 234) qui
étant divisées par r donnent le développement d'une fonc-
tion fz, on suppose que lintervalle » devient infiniment
grand ; chaque terme de da- série est un élément infiniment
petit d’'une intégrale; la somme de la série est alors repre-
sentée par une intégrale definie. Lorsque les corps ont des
dimensions déterminées, les fonctions arbitraires qui repré-
sentent les temperatures initiales,’et qui entrent dans les
intégrales des équations aux différences partielles, doivent
étre développées en séries analogues a celles des équations
(M), (N}, (P); mais ces mémes fouctions prennent la forme
des intégrales définies, lorsque les dimeénsions des corps
ne sont point déterminées , comme on l'expliquera dans
la suite de cet ouvrage, en traitant de la diffusion libre de
la chaleur. ' '

SECTION VIL
Application ¢ la question actuelle.

a36.

Nous pouvons maintenant résoudre d'une maniere géné-
rale la question de la proPagatxon de la chaleur dans une
lame rectangulaire BAG, dont I'extrémité A est constam-
ment échauffée, pendant que ses deux arétes infinies B et C
sont retenues a la température o. :

Supposons que la température initiale de tous les pomts
de la table BAC soit nulle, mais que celle de chaque point
m de l'aréte A soit conservée par une cause extérieure quel-
conque, et que cette valeur fixe soit une fonction fx dela
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On a
. e—U¥pv=  —aU+pv=r) , —30HPV=a
aF(y, p)= | _ e
, e—U—PVTT 2 UpV=) AV g
g = FPV'—3) g —lr=—pV=—s)
e -—(.r+pV-~') fmig SPV=1)
ou
F( )= cos.p—e o T
) ek #e ~-acos.p+e i
donc
o u:;s..t.'-—-a——-e'_’ Cos. x fu—a
g s d . i
Iw Iof“ * e"_-:—zcos.:—-;;+e_’ ls'_"—acos.:.+u+e_Jr
ou
- fcda :(a’«-—c“’)sin..r..lin.u
(c —2C08.X—a+¢€ ’)(/-—‘Jcﬁ&x+:+¢_‘r)

ou décomposant le cosflicient en deux fractions,

ﬂm_(/—e_ )ff“ 1 _ I \

— -—!.
c —acos, x—a+e ° ¢ —acos.xtate /

Cette équation contient sous la forme finie, et en termes

’ £} ’ L . d’ v d ' . N
réels, l'intégrale de 1'équation 7 FIr=9 appliquée a
la question du mouvement uniforme de la chaleur dans un

solide rectangulaire , exposé par son extrémité & l'action
constante d'un seul foyer.
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Il est facile de reconnaitre les rapports de cette intégrale
avec l'intégrale générale, qui a deux fonctions arbitraires;
ces fonctions se trouvent déterminées par la nature méme
de la question, et il ne reste d'arbitraire que la fonction f=,
considérée entre les limites « =0 et « = x. L'équation (a)
représente, sous une forme simple, propre aux applications
numeriques , cette méme valeur de » réduite en une série
convergente. )

* Si l'on voulait déterminer la quantité de chaleur que le
solide contient lorsqu'il est parvenu a son état permanent;
on prendrait 'intégrale/d x fdyv depuis x==0 jusqu'd r=r,
et depuis y==o jusqu'a y = é ;le résultat serait proportionnel
i la quantité cherchée. En général il n'y a aucune propriété
du mouvement uniforme de la chaleur dans une lame rec-
tangulaire, qui ne soit exactement représentée par cette solu-
tion. Nous envisagerons maintenant les questions de ce genre

sous un autre point de vue, et nous déterminerons le mou-
vement varié de la chaleur dans les différents corps.

34
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DU MOUVEMENT LINEAIRE ET VARIE DE LA CHALEUR

DANS UNE ARNILLE.

SECTION PREMIERE.

Solution générale de la question.

238.

L'ﬁqmwon_ qui exprime le mouvement de la chaleur
dans une armille a été rapportée dans I'article 105; elle est

dv K d'v Al - (b
@ ="TD dw  CDS )
1l s’agit maintenant d’intégrer cette équation, on écrira sen-

, K
Iemenl: K ~—h v, la valeur de K représentera =5,

celle de % sera— (,hnzs’ z désigne la longueur de Varc compris

entre un point m de I'anneau et Porigine o, v est la tempé-

rature que I'on observerait en ce point m aprés un temps

donué ¢. On supposera dabord »=e~* 1, u étant une
R ; . d a4

nouvelle indéterminée, on en tirera '&_l::Kd_';; or cette

derniere équation convient au cas ou lirradiation serait

nulle a la surface, puisquon la déduirait de la précédente
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en y faisant A==o0: on conclut de 12 que les différents
points de l'anneau se refroidissent successivement , par
Faction du milieu, sans que cette circonstance trouble en

aucune maniere. la loi de la distribution de la chaleur.

du

du .
En effet, en intégrant Féquation —— =K ~—;, on trouverait

les valeurs de u qui répondent aux différents points de
I'annean dans un méme instant, et 'on connaitrait quel serait
I'état du solide si la chaleur s’y propageait sans qu'il y eiit
aucune déperdition a la surface; pour déterminer ensuite
quel aurait été I'état du solide au méme instant, si cette
déperdition efit eu lieu, il suffirait’ de multiplier toutes les
valeurs de & prises pour les divers points, et pour un méme
instant, par tne méme fraction qui est e~4*. Aimsi le refroi-
dissement qui s'opere a la surface ne change point la loi de
la distribution de la chaleur; il en résulte seulement ‘que la
temperature de chaque point est moindre qu'elle n'eitt été
sans cette circonstance, et elle diminue pour cette cause
proportionnellement aux pulssanct:s successives de la frac-
tion e~ -

¥

23g.

La question €tant réduite a intégrer lequahon K

on cherchera, en premier lien, les valeurs parmcuhcres les
plus simples que l'on puisse attribaer 4 1a wariable ¢; onen
composera ensuite une valeur générale, et 'on démontrera
que cette valeur est aussi €tendue que lthgmle qui
contient une fonction arbitraire | en x, ou plutdt qu ‘elle “est
cette intégrale elle-méme, mise sous la forme qu'exige la
question, en sorte qu'il ne peut y avoir aucune solution
différente.

34.
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On remarquera d’abord que I'équation est satisfaite si 'on
donne 4 u la valeur particuliere a e™* sin. n x, m et n étant
assujétis a la condition m=—Ks'. On prendra donc pour

N . —knt .
une valeur particuliere de u la fonction c e ‘ sin. nz.

Pour que cette valeur de u convienne 1 la question, il faut
qu'elle ne change point lorsque la distance « est augmentée
de la quantité 2 x r, rdésignant le rayon moyen de I'anneau.
Donc 2 n = r deit étre un multiple ¢ de la circonférence 2 =;

: ' ) ;
ce qui dqnne n==. On peut prendre pour / un nombre
entier quelconque; on le supposera toujours positif parce

que, s7il était négatif, il suffirait de changer dans la valeur

"‘"‘k t - - w - -
ae” """ “sin. na le signe du coéfficienta, Cette valeur parti-
i ' ' ' kv e ' , ’ ’

- i ix “ i . N .

. culiére @ ¢ r7 sin. — ne pourrait satisfaire 4 la question
proposée qu'autant qu'elle repreésenterait I'état.imitial du

i ; . @
solide, Or en faisant ¢ = 0, on trouve n:==a sm,-;'15 : sup-
posons donc que les valeurs initiales de u soient exprimées

. I‘x [l 4 ] e . -
€n el_'fet par a sin. —, ¢ est-a-dire que les temperatures pri-
mitives des différents points soient proportionnelles aux
sinus des angles compris entre les rayons qui passent par
ces points ‘et celui qui passe par l'origine, le mouvement de
la chaleur daps lintérieur de l'anneau sera exactement

Do . 2 4 i : ;
s ’ ’ 2 # = i ! ——— o W [ : . 1
représenté.par I'équation u==ae - sin.—, et si lon a

égard 4 la déperdition de la chaleur par la surface, on
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f ]
— (A2
trouvera v —ae (A+5)¢ gin. Dans le cas dont il s'agit,

qui est le plus simple de tous ceux que I'on puisse con-
cevoir, les températures variables conservent leurs rapports
primitifs et celle dun point quelconque diminue comme
les puissances successives d’une fraction qm est la méme
pour tous les points.

On remarquera les mémes propri€tés si I'on suppose que
les températures initiales sont proportionnelles au sinus du

double de l'arc f, et cela a lien en général lorsque les tem-

7 ’ ’ ’ . o o [
peratures données sont representees par & sm. : 7 b etant

un nombre entier quelconque.
On arrivera aux mémes conséquences, en prenant pour

[ ]
. " . — k't
valeur particuliére de & la quantité a e COS. 7t X2 on
. . i 7 .
aaussiansr==3inetn=_: donc l’equanon

l £

—— Ex
U—aece r COS.

exprimera le mouvement de la chaleur dans l'intérieur de
. I'anneau si les températures initiales sont representées par

ix
COS. —-
-
ans tous ces cas, ol les températures donnée -
Dans to y ol les températures d s sont pro
portionnelles aux sinus ou aux cosinus dun multiple de
Tarc Z, les rapports établis entre ces temperatures subsis-
, r

tent continuellement pendant la durée infinie du refroidis-
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sement. Il en serait de méme si les températures initiales
) ix
el

v , ’ . . tx
étalent I‘epresentees pal' lﬂ. fonctlon a sin. “‘r- —+ b COS.

i étant un nombre entier, a et b des coéfficients quelconques.

240.
Venons maintenant au cas général dans lequel les tempé-
ratures initiales n'ont point les rapports que l'on vient de
supposer, mais sont représentées par une fonction quel-

conque F.z. Donnons a cette fonction la forme ® (;) en sorte

quon ait Fxr=¢ (-f) , et concevons que la fonction ¢ G')

est décomposée en une série de sinus ou de cosinus d'ares
multiples affectés de coéfficients convenables. On posera
I'équation

®
a sin. (o §)+a,si‘n.(! —T—_’—) + a,sin. (2;—:) + ete.

v(5)= ()

+ b, cos. (o ;) + b, CDS.(I f) + b, cos. (n%) + etc.

Les nombres @, 2, a,... b, b, b,... sont regardés comme
connus et calculés d’avance. Il est visible que la valeur de
u sera alors repreésentée par I'équation :

A e

- i x PR
a, sm.; e r* a,sm.:e-; e rt
u==5"+ + + etc.
x o
b,cos.; b,cos.2 &

En effet, 1° cette valeur de u satisfera & I'équation

du d>u
E’_E—Kd.t"
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parce quelle est la somme de plusieurs valenrs particu-
lieres ; 2° elle ne changera point lorsqu'on augmentera la
distance z d'un multiple quelconque de la circonférence de
I'anneau; 3° elle satisfera a I'état initial, parce qu'en faisant
¢==0, on trouvera I'équation (¢). Donc toutes les conditions
de la question seront remplies ,-et il ne restera plus qu'

b —_he
multiplier par ¢ cette valeur de u.

241.

A mesure que le temps ¢ augmente, chacun des termes
qui compose la valeur de u devient de plus en plus petit; le
systéme des températures tend donc continueliement a se
confondre avec I'état régulier et constant dans lequel la

différence de la température u a la constante 4, est re-
4t

présentée par (a sin. -':_5 + & cos. ;) e >, Ainsi les va-
leurs particulieres que nous avons considérées précédem-
ment, et dont nous composons la valeur générale, tirent
leur origine de la question elle-méme. Chacune d'elles re-
présente un état €lémentaire qui peut subsister de lui-méme
dés qu'on le suppose formé; ces valeurs ont une relation
naturelle et nécessaire avec les propriétés physiques de la
chaleur. '

Pour déterminer les coeflicients a.a.a.a,... &,b, b, b, etc.
on emploiera I'équation (II) art. 234, qui a été démontrée
dans la derniere section du chapitre précédent.

L'abscisse totale désignée par X dans cette équation sera
2 = r, x sera l'abscisse variable, et fx représentera I'état
initial de I'anneau, les intégrales seront prises depuis z==0
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jusqu'a z==2 = r, on aura donc

cos. C—") fcos. (‘D Szdz + cos. (a%) fcos (ag) Sxdz
+4
sin. ('E) sin.('—::)f.r dx -+ sip. (2-”:: fsin. (2§)fx dz

Connaissant ainsi les valeurs de a, a, a, a,.. .5, 6, b, b, , etc.
on les substituera dans I'équation, et I'on aura I'équation
suivante, qui contient la solution complete de la question

“ruze—h:(qﬁz sin. f(sm —-f:.-:d.z') 7:' sm —ﬁm( --)f::d.rc
f(cos f.rd.::) cos.(nu j::os( ) f::d.r

Toutes les intégrales doivent- étre prises depms Hz=0
(fz.dx)
2

©r

m‘f.r:iffxd.ti—

jusqu’a z =2 x r. Le premier terme y qui sert a

former la valeur de », est évidemment la température
moyenne initiale, c'est-a-dire, celle qu'aurait chaque pomt
si toute la chaleur initiale était également répartie entre
tous les points.

24a.

On peut appliquer I'équation précédente (E), quelle que
soit la forme de la fonction donnée fx. Nous considérerons
deux cas' particuliers, savoir: 1° celui qui a lieu lorsque
I'anneau ayant eté élevé par l'action d'un foyer & des tempé-
ratures permanentes, on supprime tout-ﬁ—-coup le foyer;
2° le cas ou la moiti¢ de I'annean échauffée également dans
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tous ses points serait réunie subitement a l'autre moitié qui
aurait, dans toutes ses parties, la température initiale o.
On a vu précédemment (art. 106) que les températures

permanentes de 'anneau sont exprimées par I'équation

i P Y o
v=aad +ba ~,etla quantité = a pour valeur & Vs,

{ est le contour de la section génératrice, et s la surface de
. T - . v
cette section. Sil'on suppose qu'il y ait un seul foyer, il sera

, . ] . 1 - d - 7 oa
nécessaire que l'on ait I'équation 41_:::0 au point opposé a

celui qui est occupé par le foyer. La condition aa”—ba “==0
sera donc satisfaite en ce point. Regardons, pour plus de
facilité dans le calcul, la fraction -2—;— comme égale 2 J'unité,
et prenons le rayon » de I'anneau pour le rayon des tables
trigonometriques, on aura v=ae + be ,donc I'état ini-

tial de 'anneau est représenté par I'équation
v=be (e_“+'r+ e'_x)-

11 ne reste plus qu'a appliquer 'équation générale (E), et
en désignant par M la chaleur moyenne initiale, on aura

~ht t cos.x —kt cos.azx —2'kt cos.3x —3kt cos.{x —fkt
M(—ne T me T FR € Tl | —ee)

Cette équation exprime J'état variable d’un anneau solide
qui, ayant été échaufié par un de ses points et élevé i des
températures stationnaires, se refroidit dans l'air apres la
suppression du foyer.

35



274 THEORIE DE LA CHALEUR.

243.

Pour faire une seconde application de l'équation géné-
rale (E) nous supposerons que la chaleur initiale est telle-
ment distribuée,, qu'une moitié de l'anneau comprise depuis
Z==0 jusqu'a x==x a dans tous ses points la température 1
et que l'autre partie a la température o. Il s'agit de déter-
myner I'état de l'anneau aprés un temps écoulé ¢.

La fonction fx qui représente I'état initial est telle dans
ce cas que sa valenr est 1 toutes les fois que la variable est
comprise entre o et x. Il en résulte que 'on doit supposer
Sfxz=1 et ne prendre les intégrales que depuis z=o¢
jusqu'd ==, les autres parties des intégrales sont nulles
d'apres 'hypothése. On obtiendra d’abord I'équation sui-
vante qui donne le développement de la fonction proposée
dont la valeur est 1 depuis z=—=o0 jusqu'a x=—= et nulle
depuis ¥== jusqud z=a=

L !

2 . I
So=—-+: (sm..z: + 3
2 r

35in. 3x+1sin5x +; sin. 7'.1: + etc.)

5

Si maintenant on substitue dans I'équation géneérale les
valeurs qu'on vient de trouver pour les coéfficients con-
stants, on aura |'équation

i-:w:em_m G‘n+sin..re_“+ %sin.3xe“3’&‘t+%sin.5xeh5'“+ etc‘} |
qui exprime la loi suivant laquell® varie la température 4
chaque point de l'anneau, et fait connaitre son état apres
un terme donn¢, nous nous bornerons aux deux applica-
tions précédentes, et nous ajouterons seulement quelques
observations sur la solution générale exprimée par 1'équa-
tion (E)
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244-
1° Si I'on suppose % infini, I'état de l'anneau sera exprimé
e —h
ainsinro=—¢ % S [Sxdx, ou desngnant par M la tem-

perature moyenne mluale ve=e MM La temp<rature d’un
point quelcongue deviendra subitement égale a la tempéra-
ture moyenne et les différents points conserveront toujours
des températures égales, ce qui est une conséquenee néees-
saire de Fhypothese ou Fon admet une conduceibilité infinie.

2° On aura le saéme rémltat si le rayon r de 'anneau est
infiniment petit.

3¢ Pour trouver la tempeérature moyenne de 'anneau
apres pn temps ¢ il faut prendre l'intégrale /' fz dx depuis
Z=— 0 jusqua ¥==23xr, et diviser par 2 = r. En intégrant
entre ees limites les différentes parties de la valeur de u, et
“supposant emsuite r==13=r, on trouvera que les valeurs
totales des intégrales sont nulles excepté pour le premier
terme; la température moyenne a donc pour valeur, apreés

le temps ¢, la quantité e M <Ainsi, la temperature
moyenne de I'anneau décroft de la méme manieré que si la
conducibilité était infinie, les variations occasionnées par la
propagation de la chaleur dans ce solide n'influent point
sur la valeur de cette température. -
Dans les trois cas que nous venons de considérer la tem-
pérature décroit proportionnellement aux puissances de la

. '-'-'h . A 1 s
fractione ", ou, ce qui est J]a méme chose, a l'ordonnée

d'une courbe logarithmique, l'abscisse €tant égale au temps’
€coulé. Cette loi est connue depuis long-temps, mais il faut

35.
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remarquer quelle n’a lien en général que si les corps ont
une petite dimension. L'apalyse précédente nous apprend
que si le diametre d'un anneau n’est pas tres-petit, le refroi-
dissement d'un point déterminé ne serait pas d'abord
assujéti 4 cette loi, il n'en est pas de méme de la tempé-
rature moyenne qui décroit toujours proportionneilement
aux ordonnées d'une logarithmique. Au reste, il ne faut
point perdre de vue que la section génératrice de I'armille
est supposée avoir des dimensions assez petites pour que les
points de la méme section ne different point sensiblement
de tempeérature.

4° Si lon voulait connaitre quelle est la quantité de
chaleur qui séchappe dans un temps donné par la superficie
d’'une portion donnée de l'anneau, il faudrait employer l'in-
tégrale k. fd¢tfudx, et prendre cette intégrale entre les
limites qui se rapportent au temps. Par exemple, si l'on

s . s 1 .
choisit 0, 2 = pour les limites de z, et o, - pour les Li-

mites de ¢, cest-A-dire si I'on veut déterminer toute la
quantité de chaleur qu# s'échappe de la superficie entiere
pendant toute la durée du refroidissement, on doit trouver
apres les intégrations un résultat égal a toute la chaleur
initiale , ou 2 x » M, M étant la température moyenne
initiale.

5¢ Si l'on veut connaitre combien il s'écoule de chaleur
dans un temps donné, 4 travers une section déterminée de

¥ ] 1 ’ d )

Panneau, il faudra employer l'intégrale — K § f dt 4=, en
d i i ;

mettant pour :T': la valeur de f:ette fonction, prise au point -

™

dont il s'agit.
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6° La chaleur tend a se distribuer dans I'anneau , suivant

une loi qui doit étre remarqyée. Plus le temps écoulé aug-

mente et plus les termes qui.composent Ja valeur de v dans

I'équation (E) deviennent petits par rapport a ceux qui les

précedent. Il y a donc une certaine valeur de ¢ pour laquelle

le mouvement, de la chaleur commence 2 étre sensiblement
représenté par, l'équation. L

F s . x C R e,
u=a°+(a,51n.-;-+b,cos.7)e r.

Cette méme relation continue & subsister pendant la durée
infinie du refroidissement. Si dans cet état on choisit deux
points de l'anneau,-situ’e's[‘aux denx extrémités d'un méme
diametre; en représentant par g, et z, leurs distances- res-
pectives & lorigine, par %, et %, leurs températures corges-
pondantes au temps £; on aura

I ke
. i ¥ - — P .
v, = (a, + (a, sm.'z;' + &, cos. -—;‘) e r’) e

ke

' D I x,\ ——\ At
m,=(a,+(a,sm.7+b.cos.-—;)e 7 )e

. x, x, ; ' .
Les sinus des arcs— et -2 ne different que par le signe, et

. a F x, x
il en est de méme des quantités cos. —-et cos.—*; donc

v, +7, _____de—ht
a — 7

ainsi la demi-somme des températures des points opposés
]

e —At . . 5 .
donne une quantité z e qui serait encore la méme si
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*’on avait choisi deux points sitwés aux extrémités d'un autre

diamétre. Cette quantite' a e-"“' est, comme on I'a va plus
haut, la valeur de la temperature moyenne aprés le temps ¢.
Donc la' derni- somme des températures des deux pomts
oppOses quelconquesv décroit contm'uel’l'ement avec ha tempe-—
rature moyenne de l'anneau, et en représente la valeur
sans erreur sensible, aprés que le’ refroidissement a duré un
certain temps. Examinons plus partlcuherement en quoi
consiste ce dernier-¢tat qui est exprim¢ par ['équation

° I ¢ A

'm(a.—h-(a.sm. + b-.eo&.-—) m)e

"t li'l Vgl
Si,low ehenche i abasd }e.pomt de Lme&uponr lﬂquekon
ale conditian . .

.'

éz sin. (—) +b cosl-—__uo QuL. - I—.--~—a.rc. (—-)

On voit e | la température. de ce point est a chaque instant
la température moyenne de I'anneau : il en est de méme du
-point djamétralement opposé : car I'abscisse x de ce dernier
point satisférait encove 4 I'équation précédente

Z —s arc. tang. (_ é—*)_

r a,
Désignons par X la distance 4 laquelle le premier de ces
points est placé, on ayra
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etswsﬁtmtceﬂewleurdebl, oh a ' N T] S

‘v#(d ~P sm (4%'—*) % .1r )e AR

% o . '
Si I'on prend maintenant pour ongme des abscisses le point
qui répondait a I'abscisse X, et que lon-dm‘sgns par x la
nouvelle abscisse z — X, omguma,, . . .

_ Izr F ¥
ve==g (a +bsm;~e r‘)-
A Torigine ot l'abscisse & est o et au pomt oepose yla tem-
perature 2 est toujours egale a la temperature - moyehﬁe H
ces deux pomts d‘gwsent la ’c:rcbhf‘erence de l’anneaﬂ en
deux ‘parties dont ['état’ et parell mals de sigtie’ oppose"
chaque point de I'uné de’ ces’ pames a'umie temperature q’ul
excede la température moyenme et la quantité de, cet exces
est proportionnelle au sinus de la distance 4 l'origine.
Chaque point de l'autre partie a une tempe’rature moindre
que la température’ mbyerine et Ta différerice est'la mérhe
que l'exces dans le'point opposé. Cétte distribution symé-
trique de la chaleur subsiste pendant toute la durée du
refroidissement. Il s'établit aux deux extrémités de la moitié
échanffée , deux flux de chaleur dirigés vers la moitié froide
et dont leffet est de rapprocher qontmueﬂement lune et
I'autre moitié de I'armille de la temperature moyenne.
246.
On remarquera maintenant que ddns l’équation genérale

qui donne la valeur de » chacun des temies est de la forme
@ : ' R ! oo o L

Al

N tog . . o *‘I
(a,- sin. & = + b, cos. i -;) e ,
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on pourra donc tirer, par rapport & chaque terme, des
conséquences analogues aux précédentes. En effet, dési-
gnant par X Ia distance pour laquelle le coéfficient -
- - o
a,58n. L~ 4+ b, co8. 1 —
RN L r
' P . . X
est nul, on aura l'équation b,= g tang. ¢ —, et cette
r

substitution donne, pour la valeur du coéfficient

wsln 3

—3X
=Y,

a etant une‘constante Il suit de 1a qu'en prenant pour
longme des coordonnees le pomt dont T'abscisse était X,
et demgnant par u la nou.;velle absmsse .:n—-—X on aura pour
Enmer les changements de cette Qartne de la valeur de v
3 ke
lat“fdnctibri‘a e -M sin: = e_"'rT. B0
St - cetbe meme partle de la valeur de v subsxstalt seule
en sorte que les coéfficients de toutes les autres fussent nuls,
I'e;at de lannean serait représenté par la fonction

‘ ——ht '-;'l -'-;'
rae ™ sin. (z.

et la temperature de chaque point serait proportlonnelle au
sinus du multiple i de la distance de ce point a longme.
Cet état est analogue & celui que nous avons décrit précé-
demment, il en differe en ce que le nombre des points qui
ont une méme temperature toujours €gale a la température
moyenne de I'anneau n'est pas seulement 2, mais en géngral
€gal a a i Chacun de ces points ou nceuds sépare deux
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portions contignés de l'anneau qui sont dans un état sem-
blable, mais de signe opposé. La circonférence se trouve
ainsi divisée en plusieurs parties égales dont I'état est alter-
nativement positif ou négatif. Le flux de la chaleur est le
plus grand possible dans les nceuds, il se dirige toujours
vers la portion qui est dans I'état négatif, et il est nul dans
le point qui est a égale distance de deux nceuds consécutifs.
Les rapports qui existent alors entre les tempeératures se
conservent pendant toute la durée du refroidissement, et
ces températures varient ensemble trés-rapidement propor-
tionnellement aux puissances successives de la fraction |

ek —PL

Sil'on donnesuccessivement 4 7 les valeurs 0, 1,2, 3, 4, etc,
on connaitra tous les €tats reguliers et €lémentaires que Ia
chaleur peut affecter pendant qu'elle se propage dans un
anneau solide. Lorsqu'un de ces modes simples est une fois
établi, il se conserve de lui-méme; et les rapports qui existaient
entre les températures ne changent point; mais quels que
soient ces rapports primitifs- et de quelque maniére que
l'anneau ait été échauffé; le mouvement de la chaleur se
décompose de lui-méme en plusieurs mouvements simples,
pareils a ceux que nous venons de décrire, et qui s'accom-
plissent tous a-la-fois sans se troubler. Dans chacun de ces
états la température est proportionnelle au sinus d'un cer-
tain multple de la distance & un point fixe. Le somme de
toutes ces températures partielles , prises pour un seul point
dans un méme instant , est la température actuelle de ce
point. Or, les parties qui composent cette somme décrois-

- 36
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sent beaucoup plus rapidement les nnes que Jes autres. Ii
en résulte que ces états élémentaires de I'anneau qui corres-
pondent aux différentes valeurs de i, etdont, la superposition
détermine lo mouvement totdl de la chaleur, disparaissent en
quelque sorte.les ums apres les autrks. ils cessent bientét
d’avoir une influence sensible sur la valeur de la tempéra-
ture, et laissent subsister-seul le premier d'entre eux pour
lequel la valpur de 2 est la- mosndre de toutes. On se formera
de cette ‘maniére uns.idée enacte de la loi snivamt lagmaelie
la chalqur se distribue davs. ume. armille, et se dissipe par sa
surface. L'état de I'armille devient de plus en plus symé-
trique; il ne tarde point®a se confondre avec celui vers
lequel il a une tendance naturelle, et qui consiste en ce que
les temperatures des differents points doivent étre propor-
tionnels aux 'sinus d'un méme multiple de l'arc qui meésure
la distance a longme La dlS‘pOSlthﬂ initiale n apporte
ancun changemcnl:a ces. resultats o

S 'SEJC‘TION I
De’ ?a commumcahon de la chaleur entré de.s masses
W ”'”zﬁgowte.r ' .

; Sl T Y 1 LR 2 B oadFFY

s Wi . 7 P 247, - v "';: b
“Nous a‘vons maimtenant &' faire remarquer 1a conformité
de lanalysc précédente avec delle que F'on doit emproyer
pour  déterminer es' 1ois de Ta propagation de la chaleur
entré ‘des masses dlSJOlrlteS' nous arrWerons ainsi & ‘une
seconde solution de Ia quesnon du mouvcment de la chaleur

dans une armille, La comparaison“de deux résultats fera

oty I;:-.---.
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connaitre les véritables fondements de la methode Gue nous
avons suivie, pour intégrer les équations de la propagation
de la chaleur dans les corps continys. Nous examiperons en
premier lieu un cas extrémement simple, gui est celui de la
communication de la chaleur entre deux magses égales.
Supposons que deux: masses, cubiqwes m et. n d'égale
dimension et de méme matiere soient inégelement. dchauffées ;
que leurs températures respectives. soient @ e} &, et qu'elles
soient dune conducibilité infinie. 8i 'on .mettait ces deux
corps en contact, la température deviendrait subitement
égale dans Fune et Vautre i la te_mpe'réttire__moyenne t{a+b).
Supposons que les detx” masses soient-séparées par un trés-
petit intervalle, qu'une tranche infiniment petite du premier
corps sen detache pour se joindre au'second., et qu'elle
retourne au premier 1mmedzatement apres le contact. En
continuant ainsi de se porter’ alternatlvement et dans des
temps egaux et infiniment petits, de Fune des masses &
Yautre, la tranche interposée fait passer successivement la
chaleur du corps le plus échauffé dans celui qui T'est moitls;
il s'agit de déterminer quelle serait, aprés un temps donné,
la température de chatjue corps, 8'tls ne perdaient par leur
surface aucune partie de la-chaleur_quils contiennent. On
ne suppose point que la transmxssmn de la chaleur daus les
corps solides contmus sopere dune maniere semblable a
celle que T'on vient de déerire : on veyt ‘selilement déter-
miner par le calctl I¢ tésultat d'uné telle hypothése.
Chacune des deux masses joulssaut d'une couducibilité
parfaite, la quantité de chaleur contenue dans la tranche
infiniment petite, sajoute subltemeut a celle du corps avec
lequel elle est en contact; ct il en résulte une température

36.
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commune égale au quotient de la somme des quantités de
chaleur par la somme des masses. Soit w la masse de la
tranche infiniment petite qui se sépare du corps le plus
échauffé dont la température' est @ ; soient « et p les tem-
pératures variables qui correspondent au temps ¢, et qui
ont pour valeurs 1mt1ales a et b, Lorsque la tranche o se
sépare de la masse m qui devient m —e, elle a comme cette
masse la température «, et des qu'elle touche le second
corps affecté de la température g, elle prend en méme temps

que lui une température égale a % La tranche « re-
tenant cette derniére température, retourne au premier
corps dont la masse est m -— et la température «. On trou-
vera donc pour la température apres le second contact

o (_u) ——

m-4- & M+fd :

Les températures variables « et p deviennent, apres I'in-
stant d ¢, « + (a — B) —Eet B+ (a—B) %; on trouve
ces valeurs en supprimant les puissances superieures de w.
On a ainsi da==—(a— B) = et dp=_(a—p) —; la'masse
qui avait la température initiale p a regu, dans un instant,
une quantité de chaleur égale & m 4 B ou (¢ —B) w, laquelle
a été perdue dans le méme temps par la premiere masse.
On voit par-la que la quantité de chaleur qui passe en un
iustant du corps plus échauffé dans celui qui l'est moins,

est, toutes choses dailleurs égales, proportionnelle a la
différence actuelle des températures de ces deux corps. Le
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temps ¢étant divisé en intervalles égaux, la quantité infini-
ment petite @ pourra étre remplacée par kd ¢, k étant le
nombre des unités de masse dont la somme contient » au-
tant de fois que I'unité de temps contient d ¢, en sorte que

l'on a % = % On obtient ainsi les équations
d::-—(;-——p)%dtetdedﬁ:(a—ﬁ)%dt.
248.

Si 'on attribuait une plus grande valeur au volume « qui
sert, pour ainsi dire, a puiser la chaleur de 'un des corps
pour la porter a lautre la transmission serait plus prompte;
il faudrait, pour exprimer cette condition augmenter dans
la méme raison la valeur de K qui entre dans les équations.
On pourrait aussi conserver la valeur de o et supposer que
cette tranche accomplit dans un temps donné un plus grand
nombre d'oscillations, ce qui serait encore indiqué par une
plus grande valeur de K. Ainsi ce coéfficient représente en’
quelque sorte la vitesse de la transmission, ou la facilité
avec laquelle la chaleur passe de 'un des corps dans l'autre,
c'est-d-dire leur conducibilité réciproque.

alg.

En ajoutant les deux equations précédentes, on a

da -+ dp=o0, et si I'on retranche I'nne des équations de

lautre, ona da—dpf + 2 (a~—p) % dt=o, et, faisant
«a—B=1y,dy+2 ‘E y d ¢==o0. Intégrant et déterminant
la constante par la condition que la valeur initiale soit

K
a—b,0onay=(a—b)e *n’. La différence y des tem-
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pératures diminue donc comme l'ordonnée d’une loga-

rithmique, ou comme les puissances successives de la frac-
K ;
tion ¢ "m. On a pour les valeurs de « et 8

-t

K .
a=1(@+b)—(a—b)e "n', p=1(a+b)+ (a—b)e =

250.

On suppose, dans le cas qui précede, que la masse infi-
niment petite » , au moyen de laquelle s’opere la transmis-
sion , est toujours la méme partie de l'unité de masse, ou,
ce qui est la méme chose, que le coéfficient K qui mesure
la conducibilité réci proque est une quantité constante. Pour
rendre la recherche dont il s’agit plus générale, il faudrait
considérer le coéfficient K comme une fonction de deux
températures actuelles = et g. On aurait alors les deux

équations [Zu:-—-.(a—-—ﬂ)g dt, etdp :(a-—-ﬁ).g de,

dans lesquelles K serait égal 4 la fonction de « et 8, que
nous désignons par ¢ (a, ). 1! sera facile de conmattre la loi
que suivent les températures variables « et.2 lorsqu’elles
approchent extrémement de leur dernier état. Soit y ume
nouvelle indéterminée égale a la différence entre a et la
derniere valeur qui est i ( a + &) ou c. Soit z une seconde
indéterminée égale a la différence c—g. On substituera au
lieu de «, et g leurs valeurs ¢ —yetc—z; et, comme i
s'agit de trouver les valeurs de y et de z, lorsqu’on les sup-
pose tres-petites, on he doit retenir dans les résultats des
substitutions que la premiére puissance de y et de z. On
trouvera donc les deux éyuations
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Ay =—(1—y) 5, le—y; cmD)dt et—dz==" 12y} g (c —y, c~-3) d2,

en développant les quantités qui sont sows le signe o et
omettant les puissances supérieures de y et de z. On trou-
vera dy=(z-—y) %‘ pdt etdz=—(z—y) ;:;'np.dt. La quan-
tité ¢ étant constaute , il s'ensuit que les équations p]"ecg_
dentes donneront ploir la valeur de la différence z— y, un
résuitat semblable & celui que l'on a trouvé plus haut pour
la valeur de a— B. :

On en conclut que si le coéfficient K, que l'on avait
d’abord supposé constant , était représenté par une fonction
quelconque des températures variables, les derniers chan:
gements qu'éprouvent ces temperatures, pendant un temps
infini, seraient encore :issupetnes 3'la méme' loi que si la
conducibilité rec1p1‘0que était constante. I} sag{t actuelle-
mént de ‘déterminer les lois de a | propagatlon de la chalcur
dans un nombre indéfini de masses egales qu1 ‘ont actuelle-

. ment des températures différentes.
abix. .

On suppese que des masses prismatiques en nombre z, et
dont chacune est égale a3 m, sont rangées sur une méme ligne
droite, et affectées de températures différented.a, b, ¢, d, etc.;
que des tranches infiniment petites qui ont chacune la masse
o se séparent de ces différents corps excepté du dernier, et
se portent en méme temps du premier au second , du second
aun tréisitine, du troisieme au. quatriéme; ainsi de suite ;
quiaussitdt apres le contact ces mémes tranches retournent
aux masses dont ellés s'étaient séparées; ce double mouve-
ment ayant lieu autant-de fois qu'il y a d'instants infiniment
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petits d¢; on demande & quelle loi sont assu]em les chan-
gements de temperature

Soient «, B, y; 8.... @ les valeurs variables qui correspon-
dent au méme temps ¢, et qui ont succédé aux valeurs
initiales @, &, ¢, d, etc. Lorsque les tranches » se seront
séparées des n— 1 premieres masses, et mises en contact
avec les masses voisines, il est aisé de voir que les tempé-
Tatares seront devenues

a(m—uw) B(m—u)taon y(m-—u)+pw 8(m-—-m)+-yu.m om+Yu
me—w m ! m m mtae

ol a, B+(¢--—B) E, Y +(B—-'r)§, 3+(1——3)%,_u+ (H—;)g.

Lorsque les tranches » seront revenues a leurs premieres
places, on trouvera les valeurs des nouvelles températures
en suivant la méme regle qui consiste 4 diviser la somme
des quantités de chaleur par la somme des masses, et l'on
aura pour les valeurs de 4, B, v, &, etc. apres I'instant d¢

am (a—B)5» B+ (a—B—B—Y) s Y+ (B—y—1—d) 3y 0+ (§—0) -

e - -] + r » ’
le coéfficient de — est la différence de deux différences con-
sécutives prises dans la suite a, 8,y... §, w. Quant au premier
. . . @ . A "y
et au dernier coéfficient de - ils peuveut étre considérés

aussi comme des différences du second ordre. Il suffit de
supposer que le terme a est précédé d’'un terme égal i a, et
que le terme » est suivi d'un terme égal 4 u, On aura donc,
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en substituant, comme précédemment kd¢ a w, les équa-
tions suivantes:

da=£dt((p_-u)_(a-a))
= dt((1—B)—(p—x))
=2 de((3—y)—(—0))

i

dmz —dt ((w——@) ("'_"'*l'))

25a.
Pour intégrer ces équations, on fera, suivant la méthode
connue,

a=—a,e'" B=a,e" y==a;e.. v==a.e'; k,a,,a,a,a,

étant des quantités constantes qu'il faudra déterminer. Les

substitutions €tant faites, on aura les équations suivantes :
=

a, h=£(a,-—a,)
h =£ ((a,—-a,)-—-(a,-%a,))
ayh :% ((a.,—-—a;)—-—(a; ?-—a,))
= & ((@up—a)—(0:—a.-.))

Si I'on regarde a, comme une quantité connue, on trouvera
expression de a, en @, et %, puis celle de a, en a, et Ay

37
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il en est de mémede toutes les autres indéterminées a, a;, etc.
La premiere et la derniere équations peuvent étre écrites
sous cette forme

a, =§; {(a,-—-a,)——-(a,"—a.)l
et a,h=£ {(a.+.——a.)——(a.—-a._.)]

en retenant ces deux conditions a,==a, et a,—a,,, la
valeur de a, contiendra la premiére puissance de 4, la valeur
de a, contiendra la seconde puissance de 4, ainsi de suite
jusqua @.4. qui contiendra la puissance n*™ de A. Cela
posé , a.4, devant étre égal a a,, on aura, pour déter-
miner A, une équation du »*~ degré, et a demeurera indé-
termineé.

Il suit de la que Fon pourra trouver pour 2 un nombre n
de valeurs, et que d'aprés la nature des équations linéaires
la valeur générale de a sera composée d'un nombre » de
termes, en sorte que les qumntités a, 8, y, etc. seront déter-
minées au moyen des équations

bt , k't , bt
e=—a,e +a,e +a, e —+etc

ht , Rt , bt
f=a,e +a, e +a, e —+elc
he , bt . h't
==a;e +a;e —+a; € -+ etc.
“
ht , bt , bt
w—a, e +a, e +a,e -+ etc.

LLLIEW |

les valeurs % &' 2", etc. sont en nombre n et égales aux n
racines de l'équation algébrique du rn* degré en 4, qui
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Il

a, comme on le verra plus bas ,. toutes ses racines reelles.
Les coéfficients de la premiere équation a, @, @, a", etc.
sont arbitraires ; quant aux coéflicients des lignes inférieures,
ils sont déterminés par un nombre r de systémes d'équa-
tions semblables aux équations précédentes. Il s'agit main-
tenant de former.ces équations. '

253.

Ecrivant la lettre ¢ au lieu de %’5, on aura les équations
suivantes *
a,=a,
a,=—a,
a,=a,(qg+2)—a, .
ay=a, (qg+2)—a,

Cpgs = 1Q, (q+ 2)'— a,

On voit que ces quantités appartiennent a une série
récurrente dont l'échelle de relation a les deux termes
(¢+2) et — 1. On pourra donc exprimer le terme général
a. par l'équation a,=A sin.mu + Bsin.m—1u, en déter-
minant convenablement les quantités A, B et . On trouvera
d’'abord A et B, en supposant m égal 4 o et ensuite égal 2
1, ce qui donne a,=Bsin.u, et a,=—=Asin.u, et parconsé-
quent a,==a,8in. ML ~— 31:-—2 sin.m—1«. En substituant

ensuite les valeurs de a, a._, a._,, etc. dans Féquation
genérale a,—a._, (g + 2)— a,_,;-on trouvera

sin, mu==(g +2)s8in. (m—1) u—sin (m—2)u,
37.
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en comparant cette équation a celle-ai

sin.mu==2co8.usin.m— 1 L—Sin.m —2a.u,

qui exprime une-propri€té connue de sinus d’arcs croissants
en progression arithmétique, on en conclut g + a=cos. s,
ou ¢ = — 2 sin. vers. u; il ne reste plus qua déterminer

la valeur de l'arc u. -
La valeur générale de a, étant

al
sin. &

(sin. mu—sin, m— 1 u)

& e s 21
on aura, pour satisfaire a la condition a, ., = a,, I'équation

sin.R+ 1 u—8in, U==8IN. P& —SIN. N~ I U,

§ i . T e
d'ol1 I'on tire sin. nu =0, ou u ==¢ -, = étant la demi-cir-

conféregce et ¢ un nombre enticr quelconque, tel que
0, 1,2, 3, 4... —1; on en peut déduire les n valeurs de

q ou EE Ainsi toutes les racines de I'équation en %, qui
donnent les valeurs de A &' 2" A" sont réelles négatives et

fournies par les équations:

h::—-aisin. vV (o'f)
[ n

= — £ sin. V (1 f)
i1 n

» k. T

h.:—z—sm.V(aﬂ) )
n R

2P e 2 X in v (n—— I 1_:) '

[ n

Supposons donc qu'on ait divisé la demi-circonférence =
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en un nombre n de parties €gales, et que l'on prenne pour
former l'arc uz un nombre entier ¢ de ces parties, ¢ étant
moindre que z, on satisfera aux équations différentielles
en choisissant pour 2 une quantité quelconque, et faisant

.
sm w—sin.oy —a—-¢tsin.Vu
a—=4a, e L

T osimuw

i . O
(sm. 2n—8in, 1 u) ~—8o - tsin, VH
- e m
= sin. i

p=a

. ; .
sin. 3 & —sin. 2 u —2—tsin. Vi
a, : e m :

sin. i "

- s uy

———

: ; oo
(sm.nu-—-sm.n-—-xu) e-——z; tsin. Yu
£ sin. &

0 r—

Comme il y a un nombre » d'arcs difféerents que I'on
*

peut prendre pour &, savoir o it al e i 1 ya
n n Fi [
aussi un nombre n- de systémes de valeurs particuliéres
pour a, B, y, &, etc. et les valeurs générales de ces variables
sont les sommes des valeurs particulieres.
254.
- On voit d’abord que si F'arc u est nul, les quantités qui

multiplient ¢, dans les valeurs de «, 8, v, &, etc. deviennent
sin.u—sin.ou
sin. &

lorsque l'arc « est nul; et il en est de méme des quantités
qui se trouvent dans les €quations suivantes. On conclut de
la qu’il doit entrer dansg les valeurs générales de a, 8, v, 3...0
des termes constants. -

toutes égales a l'unité, car a pour valeur 1
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De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulieres cor-
respondantes de a, 2,y... etc., on aura

. £,
sin. nu —3_—¢sin. Vu;
Sin, ¥

a+B+y+d... etc.—=a,

équation dont le second membre se réduit & o toutes les

fois que l'arc u n'est pas nul ; mais dans ce cas on trouvera
sin. n u

n pour la valeur de - On a donc en général

¢+§+T+8+ll. etc-znal;

or les valeurs initiales des variables étant 4, 4, ¢, d... etc.,
il est nécessaire que l'on ait n @, =—a + b+ ¢ + d + etc.; il
en résulte que le terme constant qui doit entrer dans chacune
des valeurs générales de

@, Byys 8. best: (a+b+c+dete),

c'est-a-dire , la température moyenne entre toutes les tempe-
ratures initiales.

Quadnt aux valeurs générales de a,8,y. .. w, elles sont ex-
primées par les équations suivantes :

: ) . " ]
1 sin.u—simouy —a—¢sn. V.4
¢—--,—l—(a+6+c+etc.)+q._(——ﬁﬁ1—.-r——-)e m

e : Y
sin. &' — ain. 0.4’ —n;t.sm.v.u'

+b, .

* .
sin. u"—sin, 04" -3 —f8in, V,u"
B B A oo = 2T TR ete
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. . P
p:—';(a-{- b+c+etc)+a, (-—~—-———-————-—5’"' 2;.:;""‘")5"5“’“' Vu

sin. 2k’ —sin. u' —2£tsin VYu'
T e
sin. u

sin. al" —-sin. u" nz.tsin Vu
+c,( - - )e m- T

sin ; uu- "l" et(‘.

R . A .
8=—I~(a+ b+c+etc)+ a‘(—-——m—-————sm'h.'“sm'")emaEt sine Vs
k) M. &

u 5 & ooy
sin.3u' ——sin.ay" —a—rfsin, Vu"
+ b, — e m

sin, u

sin. 3u* —sin. 3"
+ ¢, sin. &" €

£ o
—a—¢sin, Yu
" -+ etc,

. | — F S
SIN. A E-——8IN. N 1.6 —a—7¢8in. Vi
e n

w=—(a+b+c+etc)+a, :
n 51N, U -

sin.ag —sin.n— 1.4 —:—ftsin Yu
+ 9B, — e m )
sin. 4

. V| — £k .
sin. nu" —sin, n — 1 4" e--: = tain. V¥V u*
ain. &'

a55. =
Pour déterminer les constantes a, 4, ¢,d.... etc., il faut
considérer l'état initial du systéme. En effet, lorsque le
temps est nul les valeurs de «, 8,7y, 8... etc., doivent étre
égales a a, b, ¢, d etc.; on aura donc n équations semblables
pour déterminer les » constantes. Les quantités

-+c,

-+ ete.

sin, u-—sin. 0 &, 8in. 2u~—8i0. U, sin. 3u—sin. au,...

S$I0. RY~SIN, B—1 .U,
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peuvent étre indiquées de cette maniere,

A sin. o u, Asin. u, Asin.2u, Asin. 3u, Asin fu... Asin. n—1 u;

les équations propres a déterminer les constantes sont, en
représentant par ¢ la température moyenne initiale,

a=c+a,+ b, + ¢, +etc.

Asin. i Asin.u' A sin, k"
= —_— - : = ete,
b=c+a, sin. & aal sin. ut 'osin. i *
. Asin, 2 i Asin.2 u Asin,au”
= —_— - C - .
. c+‘a, SiN. % ' osin.u’ +¢, sin. u” + ele
asin,3u asin. 3o’ Asin. Ju’”
d—=c+a, —— = C,— =+ etc.
sin. 4 sin. i sin. g
etc.

Les quantités a, &,¢,d, et ¢ étant déterminées par ces
équations , on connait entierement les valeurs des variables
a, B, ¥s SN w.

On peut effectuer en général I'élimination des inconnues
dans ces équations, et deéterminer les valeurs des quantités
a,b,c. d, etc., méme lorsque le nombre des équations est
mfini ; on emploiera ce procédé d’élimination dans les articles
sulvants: @

' 256. :

En examinant les équations qui donnent les valeurs gé-
.nérales des variables a, 8, y... w, on voit que le temps
vepant a augmenter les termes qui se succedent dans la
valeur de chaque variable décroissent tres-inégalement : car
les valeurs de u, «, u’, ", etc. étant

lm2m
"n? T'p?

W
= -;t, 4-;, etc.?
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les exposants sin. Vu, sin. V', sin. V &, sin. V u”, etc. devien-
nent de plus en plus grands. 5i I'on suppose que le temps ¢ est
infini , le premier terme de chaque valeur subsiste seul, et
la température de chacune des masses devient égale a la

tempeérature moyenne E (e+b+c+... etc.). Lorsque le

temps ¢ augmente continuellement chacun des termes de la
valeur d'une des variables, diminue proportionnellement
aux puissances *successives d'une fraction qui est, pour le

k.
—n—sin.Vu
m

second terme e s pour le troisieme terme.....

ko

B "', ainsi de suite. La plus grande de ces frac-
tions étant celle qui répond a la moindre des valeurs de u,
11 sensuit que, pour conmaitre la loi que suivent les der-
niers changements de température, on ne doit considérer
que les deux premiers termes : car tous les autres devien-
nent incomparablement plus petits 4 mesure que le temps ¢
augmente. Les dernieres variations de température a,8,y,8,
etc., sont donc exprimeées par les équations suivantes:

. . A .
==1 (a+b+c+d, etc‘)+a'(sln.u-7-sln. o.u)e-——:;n—t sin. V.u
n sin. &

k.
sin. au— sm.u) —a—{sin.V.u
e "n

p-——(a+b+c+d etc. )+a( S

. . ’ & g
sin. 3 u—sin, :u)‘ —a= ¢sin.V.u
e m

T=;l;(“+b+-c+d’ etc.)+a,( -

etc.
257.
Si lI'on divise la demi-circonférence. en un nombre n de

parties égales, et quayant abaissé les sinus, on prenne les

38



298 . THEORIE DE LA CHALEUR.
différences entre deux sinus consécutifs; ces n différences

i
: - . —a~—t5in. ¥
seront proportionnelles aux coéfficientsdee™ *m “¥™ ¥ ¥ on

aux seconds termes des valeurs de a, g, y...u. C'est pourguoi
les dernieres valeurs de «, 8,y .. @ sont telles que les diffé-
rences “entre ces températures finales et la température

i & | 3 =
moyenne initiale ~ (@ + &+ ¢ + etc.) sont toujours propor-

tionnelles aux différences des sinus consécutifs. De quelque
maniere que les masses aient d'abord été échauffées, la dis-
tribution de la chaleur s'opéere i la fin suivant une loi con-
stante. Si P'on mesurait les températures dans les derniers
instants, ou elles different peu de la température moyenne,
on obscrverait que la différence entre la température dune
masse quelconque et cette température moyenne, décroit
continuellement comme les puissances successives de la
méme fraction; et, en comparant entre elles les températures
des diftérentes masses prises pour un méme instant,on ver-
rait que ces diflérences entre les températures actuelles et
la température moyenne, sont proportionnelles aux diffé-
rences des sinus comsécutifs, la demi-circonférence étant
divisée en un nombre n de parties égales.
258.

Si I'ou suppose que les masses qui se communiquent la
chaleur sont en nombre infini, on trouve pour l'arc z une
valeur infiniment petite; alors les différences des sinus con-
sécutifs , prises dans le cercle, sont proportionnelles aux

sin. mid—s$in.m—1.4u

cosinus des arcs correspondants: car .
sin. &

€quivaut & cos. mu, lorsque l'arc u est infiniment petit.



CHAPITRE IV. 299

Dans ce cas, les quantités dont les températures prises au
méme instant, different de la température moyenne a la- ‘
quelle elles doivent toutes parvenir, sont proportionnelles
anx cosinns qui correspondent aux différents points de la
circonférence divisée en une infinité de parties égales. Si les
'masses qui se transmettent la chaleur sont situées a distances
égales les unes des autres sur le périmétre de la demi-cir-
conférence =, le cosinus de l'arc a l'extrémité duquel une
masse quelconque est placée, est la mesure de la quantité
dont la température de cette masse differe encore de la tem-
pérature moyenne. Ainsi le corps placé au milieu de tous les
autres est celui qui parvient le plus promptement i cette
température moyenne; ceux qui se trouvent situés d'un
méme coté du milieu ont tous une température excédente,
et qui surpasse d'autant plus la température moyeane, qu'ils
sont plus éloignés du milieu; les corps qui somt placés de
l'autre coté, ont tous une température moindre que la tem-
pérature moyenne, et ils s'en écartent autant que ceux du
cOté opposé, mais dans un sens contraire. Enfin ces diffé-
renges , 30it positives, soit négatives, decroissent toutes en
méme temps, et proportionuellement aux puissances succes-
sives de la méme fraction ; en sorte gqu'elles ne cessent pas
d'étre représentées au méme instant par les valeurs des
cosinus d'une méme demi-circonférence. Telle est en gé-
neral, et si 'on en excepte les cas singuliers, la loi a laquelle
sont assujéties les derniéres températures. L'état initial du
systéme ne change point ces résultats. Nous allons présen-
tement traiter une troisieme question du méme genre que
les précédentes, et dont la solution nous fournira plusicurs
remarques utiles. "

N 38.
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‘a5g.

On suppose un nombre n de masses prismatiques égales,
placées 4 des distances égales sur la circonférence d’'un cer-
cle. Tous ces corps qui jouissent d'une conducibilité par-
faite, ont actuellement des températures connues, diffé-
rentes pour chacun d’eux; ils ne laissent échapper & leur
surface aucane partie de la chaleur qu'ils contiennent ; une
tranche infiniment mince se sépare de la premiere masse
pour se réunir a la seconde, qui est placée vers la droite;
dans le méme temps une tranche parelele se sépare de la
seconde masse en se portant de gauche a droite, et se joint
4 la troisieme; il en est de méme de toutes les autres masses,
de chacune desquelles une tranche infiniment mince se sépare
au méme instant, et se joint a la masse suivante. Enfin, les
mémes tranches reviennent immédiatement apres, et se réu-
nissent aux corps dout elles avpient €té détachées. On sup-
pose que la chaleur se propage entre les masses au moyen
de ces mouvements alternatifs , qui s’accomplissent deux fois
pendant chaque instant d’une égale durée; il s’agit de trouver
suivant quelle loi les températures varient , c'est-a-dire que,
les valeurs initiales des températures étant données, i] faut
connaitre aprés un temps quelconque la nouvelle temperature
de chacune des masses.

On désignera par @,a,4;... a.. .. 4, les températures ini-
tiales dont les valeurs sont arbitraires, et par a, 2, a;.... a....a.
les valeurs de ces mémes températures apres le temps écoulé
t. Il est visible que chacune des quantités « est une fonction
du temps ¢ et de toutes les valeurs initiales 2, @, a;,. .. a,: ce
sont ces fonctions qu’il s'agit de déterminer-
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. abo. - - - .

On représentera par « la masse infiniment petite de la
tranche qui se porte d’'un corps4 {'matre.:On remarquera en
premier lieu que lorsque les tranches om été séparées des
masses dont elles faisaient partie , et'mises respectivement
en comtact avec les masses placées vers Ia droite, les quan-

tités de chaleur contenue dans les dlfferents corps sont;

(m—-—-u)a +m¢.,(ﬂ2«—w)a,+ma,,(mr—w) a,+ma., i 1(”3_‘-#)1.4-&:._.,

en divisant chacune de ces quintités de chaleur par la
masse m, on aura pour les nouvelles valeurs des tempéra-
tures

-] L ] ¥
x, + Py (a.-ﬂ-u‘ ), o, + e, (u,—u,),a, -+ = (a,-——-a,)
(7] ) t w s
a;+ ;(a._z —a;)ela + — (2rei—a.);
c’est-a-dire que, pour trouver le nouvel état de la tempéra-
ture aprés le premier contact, il faut ajouter a la valeur

qu'elle avait auparavant le produit de'% par l'exces de Ila

température du corps dont la tranche s’est séparde; syr. pelle
du corps auquel s’est jointe. On trouvera, par la méme
regle, que les températures, apres le second contact , sont

WER_Y WE NI, LY .
(\-

a, +—;:; (a, —a,)+~;— (a;_——a,)

«;+ %(a;_, a.)+ (a,+,—a)

€+ (ans—a)+ — (@, —a.)
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Le temps étant divisé en instants égaux, on désignera
per d¢ la durée de cet instant, et si I'on suppose que o
soit contenu dans un nembre & d'unités.de masse autant de
fois .que d¢ est contenu dans I'unité de temps, on aura
or=k dt. Eﬂ np}ﬂ.ﬂﬂt d.a,. i'm da,. . s d.x;. - du.-. i i du, les
accroissements infiniment petits gque regoivent pendent l'in-
stant.d¢ les températures a,,a,...a;,«,, on aura les équations
différentielles suivantes :

Cf\u,#;“- de (a,—2a, +.a_z.)

da,—id t (a,——-Za, -+ a;)

m

fga,.z_j; B A )

dﬂa-—l=‘:f:' dt (5:-—-2""""335-—1 -+ ﬂ-.)

d¢'=7f; dt (c....,-—-ﬂ«..—‘lr- ¢.+.)

261.

Pour résoudre ces équations, on supposera en premier
lieu, sutvant la méthode connue

m.:b, e'fu

PR

«, =

A
l'.;:-b; e ¢

" ¢
C;:b; eh

a.==b, e M.
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Les quantités 4, ), by....b, sont des constantes indéter-
minées , ainsi que Fexposant 4. 11 est facile de voir que ces
valeurs de a,a, a;... ¢, satisfont aux équations différenticlles,
si Fon a les conditions suivantes:

bh=-= (b, —2b, +b,)
bh=2 (b,—2b,+8,)

: B :
b.:b:;; (bi_:—ﬂ b, + b.‘+:)

: i . i -
bn-—l k:'; (bn-—:_zbn—l + b.)

bh=" by —ab.+ buys),

. hm " ’
soit g==-7~, on aura, en commengant par la derniere équa-
tion, '

b,==b, (g +2)—bs,
ba=bl (q + 2)""!):.
by=b, (¢ +2)—0,

bim=biy (g +23)—bi_,

bk, (g + 2)bues.

1l en résulte que T'on peut prendre pour 4,5, b;... b,... b,,
les n sinus consécutifs que lI'on obtient en divisant la cir-
conférence entitre 2 = en un nombre r de parties égales.

En effet, en appelant u l'arc. 2 =, les tites,
3 PP 2% €8 quan

sin. o, sin. 1%, sin 2, sin. 3u..... 5in. n— 1 &
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qui sont en nombre r appartiennent, comme on le sait,
une série récurrente dent I'échelle de relation a deux termes,
savoir: 2¢0s. & et — 1 ; en sorte que 1'on a tonjours la con-
dition sin. { u=2 cos. & sin. ({— 1) &.—sin. (i —2) u. On
prendra donc pour b, b,y by.... b,.o.. b, les quantités
sin.ou,sin. I u, sin.a &... sin.n—1 u et lon aura en-
suite ¢ + 2=2 c0s.u on g=—sin. V. (u) ou

b=—=— 25in.V(zE). On a mis précédemment la lettre g au
: ak .

lieu de %™ en sorte que la valeur de % est — sin. V (’—:—) .

k
en substituant dans les équations: ces valeurs de b, et de 4,

on aura

k i
——2— 25n. V.2
m -

wlaA

@, =—Ssin. 0.u. €

k 2
z w—a2tsin. V.2 ¥
a,==8IN. 1.U.Le m
L

A .
—a— ¢8in, V.2
m n

¢,=sin. a.u.e

A 3
—a- tsin.V.aT,
m

2, =S§in.n—I{.u.e =

a6a.
Ces dernieres équations ne fournissent qu'une solution
tres-particuliere de la question proposée : car si l'on sup-
pose £==0,0n aura, pour les valeurs'initiales de «,,a,, ay... 2,

les quantités sin. o, sin. 14, 8in.2u4... sin.r— 1z qui en
général different des valeurs données a,, a,, a,. .. a, : mais
la solution précédente mérite d'étre remarquée parce qu'elle
exprime, comme on le verra par la suite, une circonstance
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qui appartient & tous Jes cas possibles, et représente les
dernieres variations des températures. On voit par cette
solution que, si les temperatures nmt.lalea 2.4.a,,....a,
etaient proporuomle!les aux sinus il

sm.o.an sin. 1. :a—., §in.2.2>.... sin.n 1. n—-
elles demeureraient continuellement proportionnelles a ces
mémes sinus, et fon aurait les équations

X
—hke et h—a—snVa®
' g b P m n

a,=a,e
—ht
‘ _-,’;g Risiss
a;:d;e
3 —ht
«,=a.,e T

C'est- pourquei si les ,masses qui sont placées 2 djstances
egales sur la carconfegem:e -dn cercle, avaient des: tempé-
ratures _initiales pmportlonnelles aux perpendiculaires
sbaissées ' sur le ‘diamdtre qui-passe par lé premier point;
les températures varieraient avec le temps en demeurant
pmpomnnnelles a ces perpendlculalres \ €t ces tempera-
tures' dimindéraient toutés i-la-fois comme lés termes d’une
méme. pragression geometrique dont da raison est la fraction

'mﬂism.v ﬂ.—. e vyl R Topr o ! ‘:' T et
e P\: v ! '1_.|‘- . . T 1 = E " E i
R 263..
Pour 'former la SOlutlon generale on remarquera en pre-—
mier’ lieu que fon pourralt prendre pour &,, b,,5,..'... b,

les 7. cosinus correspondants aux points de divisiori de la
39
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circonférence partagée en un nombre n de parties égales.

Ces quantités cos. ou, €08. 1%, €08.2%... c0S. n— 1« dans
lesquelles u désigne Fart. o E forment aussi une série recur-
rente dont I'échelle de relation a les deux termes 2 cos. u et
__1,cest pourquoi Fon pourrait prendre pour satisfaire aux
équations diflérentielles, les équations spivantes :

]

|
w—z—¢8in. V.u
a,==CO08.0.UE m

-~ tsim V.u
a,==C0s. L.ue m ;

‘, . i
—a—¢tein. V.u
wy=—C08.2U.€ L

[T1TY

3 O
~a—ftan V.u
%, ==COS.Nn— L .6 m .

Indépendamment des deux solutions précédentes, on
pourrait ChOlBll’ pour les valeurs de 3,5, b,....b,1les quantités

sin.0.2u, Sin. 1.2, sin. a. au, sin. 3 2 U... sm.n—-l 2u

ou celles-ci,

€05.0.2%4, COS. 1.2, COS.2.3Y4, CO§.3.2u..,CR8, R— .21
En effet, chacune de.¢en séries est recuzrente:et formde de
n termes ; ['échelle de relation a les deux termes 2.cos. 2.u et
— 1 et, 81 'on continuait la série an-dela de n termes, on
en trouverait n autres, qpl seraient, respectlvement égaux

auxn preced.ents En general silon demgne DA B, 8, Uy o U U,

aT ﬂ'ﬂ’
les arcs 0.3—,1 — 3, ,...(n_-,--r};:— etc.; OR Ppourra
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prendre pour les valeurs de 6,56, 4,. .. &, lés n quanhtités

. - . . - : = e
sin.o.u;, sin.1.u;, sin.2u,, sin.3.x....sin. n— 1.4,
1l § P

ou celles-ci,

C0S.0.4%,, ¢08. § cU;, €OS.2u,, €0S.3.u...co8.n— 1.1,
la valeur de A correspondante a chacune de ces séries est
[ AR

donnée par I'équation hameet S gin V.i,.
; m

On peut donner &  n valeurs différentes, depuis 7==1 jus-
qua i==n. En substituant ces valeurs de ,4,4,... &, dans
Tes equatmns de I'art. 261 ; on aura, pour Sansf'alre aux equa-
tions différentielles de lart 260 Ies résultats sulvants

&ta:nVu ’ z‘tsmVu
€, ==Sin. 0.2, & m Ou . &, TC05.0.u;€e " n ' ¢
} k 3
] tein. V. u, —a-—zsin. V. u
x, — 8iM. ’!“-‘8 ’i‘ 5 B &::CDS.II.U,-B m 1 '
& . Yo, | { LI B T 1
—a~tsin. V.. i 2 —¢sth. Vou
e ==3810. 2.4, € m i @y —==COS. 2.1; e *m .
é W ' T —— ,.; . T “ -
" . " -
. F— i—a—fsin V.x4 ; . —a—gan YV.u,
L.=SIN.a—Ilu,e  m- '  ‘bdroqhnewsl.lke m

w864 i s b
On satisferait également aux équations de l'art. 260 en
composant les valeurs de chacune des variables a,4,4;. .. ¢,
de la somme de plusieurs valeurs particuliéres que Pon au-
rait trouvées pour cette yn¢me  vapiable, ¢t Len peut aussi
multlpller par.des coéfficients constants quelconques chacun
des tetmes qui entrent dang la valeur géndrale d'une ‘des va-

39.
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riables. Il suit de la qu’en désignant par A,B,-A,B, A,B,... AB,
des coéfficients quelconques, on pourra prendre, pour
exprimer la valeur générale d'une des variables, par exemple,
de a .., I'équation

B} R, P
® ny o = (Assin.mu, + B, cos. mu,) B P e Gl

i
+ (A,sin.mu, + B, cos.mu,) e .95”‘“ i

&
.+ (A.sin.mu,+B_cos.mu_) e Mt Vit

S

Les quantités A A A,... A, B,B,B, B, qui entrent dans
cette équation , sont arbitraires, et les arcs w,u,u,. ... u,
sont donnés par les équations

2T aw ax

Les valeurs des variables genérales «,4,a,... «, sont donc
exprimees par les équations suivantes :

P
«,==(A,sin. o.u,+ B,cos. 0.u,) e 2 nfon V.u,

k.
+(A,siﬂ: o.u,+ B, cos. O.IU,) e"-!;tnn. V.ou,.

i
z . preftiioy = - -v-
+ (A;sin. o.u,+ Bycos. o0.u,) e S

B o . oy B o i ) ; i

£
T e b pa F o r-.--’l-l- ‘t minl, vl'
a, = (A, sin. 1.u.+B.cos. u)
toin. V.,
. o : — t®
- <+ (A;sin. 1.1, -+ B;cos. 1'.u)a -’h TR
‘ S ——53 c'sm.V iy
. m

+ (A, sim. ;l.ia,_+,B,cos. I. u,)e |+ ete.
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.
. _ —a—~—5in. v. 4,
az==(A,sin. 2.u,+ B,sin. 2.u,) e nt

oo
' . . g — Y
+ (A,sin. a.u,+B,cos. 2.u,) e by U,

— 2 L + sin.vas,
m

+ (A, sin. 2.u;,+ B,cos. 2.u,) e +ete.

. A
. — — == — -8in. V.U,
a,=(A,sin.2—1.u,+ B,cos.n—r1.u,) e m T .

P
 — —a — sin. v.u,
+ (A 80— 1.u, 4+ B,cos.n—1.u,) e ‘m T g

F 3 .
—= 2 — —{ 81N, V.l
m

+ (A;sin.n—1.u;+B,cos.n—1.u,) e +etc.

a65.

Si Yon suppose le temps nul, les valeurs «,q,a; a, doivent
se confondre avec les valeurs initieles @,4,a;... g, On
tire de l2 un nombre n d’équations qui doivent servir a de-
terminer les coéfficients A, B, A, B, A, B,. On reconnaitra
facilement que le nombre des inconnues est toujours égal A
celui des équations. En effet, le nombre des termes qui en-
trent dans la valeur de chacune des variables, dépend du
nombre des quantités différentes sin. Vu, sin. V o sin. V u,...
etc., qu'on trouve en divisant la circonférence 2 ~ en un
nombre n de parties €gales. Or, le némbre des quantités
sin. V.0.2 E., sin, V.I.EE, sin, V.2.2 E ..... etc. , est beau-
coup moindre que n, si fon ne compte que celles qui
sont différentes. -En désignant le nembre n par 2:i+ 1,
.8'll est impair, et par az, s'il est pair, i+ 1 désignera tou-
jours le nombre des sinus verses - différents. D'un autre
coté lorsque dans la suite des quantités

. T . r . T :
sin. V.0.2 5 S V.12 -, sin. Viaa -, etc.
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On parviendra a un sinus verse, sia. V.)..Enfégal a l'un des

récédents sin. V.32, Les deux termes des équations qui
P s eq q

contiendront ce méme sinus verse, n'en formeront qu'un
seul; les deux arcs différents u, et u., qui auront le méme

sinus verse, aurorrt aussi le méme cosinus, et les sinus ne
differeront que par le signe. Il est aisé de voir que ces arcs
u, etu,, qui ont le méme sinus verse, sont tels que le

cosinus d'un multiple quelconque de u, est égal au cosinus
d’'un méme multiple de «,, et que le sinus d'un multiple
quelconque de z, ne differe que par le signe du sinus du
multiple de u,,. I suit de 13 que lorsqu'on réunit en un

seul les deux termes correspondants de chacune des équa-
tions, les deux indéterminées A, et A, qui entrent dans les

équations, sont remplacées par une seule indéterminée, sa-
voir: A, —A,,. Quant aux deux indéterminées B, et B, ,

elles sont aussi remplacées par une seule, qui est B, + B, .:

il en résulte que le nombre des indéterminécs est égal dans
tous les cas, au nombre des équations; car le nombre des
termes est tonjours -+ 1. Il faut ajouter que Findéterminée
A disparit d'elle-méme dans tous les premiers termes,
parce qu'elle multiplie Je sinus d'ua arc nul. De plus, lors-
que le mombre r est pair, il se trouve a la fin de chaque
éguation un terme dans lequel une des indéterminées dis-
parait d’elle-méme , parce qu'elle y multiplie un sinus nul;
ainsi le nombre des inconnues qui entrent dans les équa-
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tions est égal a 2({+ 1)—2, lorsque le nombre » est pair;
par conse'quent le npombre des inconnues est le méme dans
tous les cas que le nombre des équations.
a66.
L'analyse précédente nous fournit, pour exprimer les va-
leurs géneérales des temperatures a,a,a,... a,, Jes équations

& 2
——a-—rsm V.o.-=2

a—...(A sin. 0. o.-——+B C08.0. o.—) n

k B Axw
. an . 2%\ -—ua-=¢8in. ¥V.1, -
+(A,sm.o.r.—’-'—+B,cos.o.l.—;;- e m n

k.o, 2
—a—£8in. V.a,~2
m n

i ar : aw
+ (A,sm.o.a. T;+B,cos.o.2.—r;—)e

-+ etc.

e _g V, —
-__(ASInlO—+BCOBIO.--) a dain., °n

. am ; aw -—-a'i ¢ sin. V.1 22
+CA,su:..1.1.;—+B,cos.1.t.;—)_e m n

. i
iz aw L% ) NEe— g T, v.ﬂ
+(A;_sm.l.a.«-;_-+B3cos.1.2.;-)e m =

+ efc.

k ;
— a ar am\ —a-— tsin. V.o. 2%
us—(A.sm.a.o.-——n +B,cos.2.o.-w—)e m n

n 2w an —-:itsin.v.l.?-—
+(A,sm.n.o-.-;—+B,cos.2.o.;-)c m n

. ) - } & . 7
cL 27 - A —o—¢tan V.3,
o+ (Assm.:z.:a._T+B,cos.2.3.-$)e m _

4 ete. I ' = ' ! (p.)
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e - & 2 3
= A._si — aw A7\  —a2— S
a ( SIN.A-—1.0. o + B.cos.n—1.0. . é ~-sin. v.o =

, g a
. ar e T —— ML
+ (ASSIH‘"'_I'I-?""B,(:OS-R——I.I.%)e ’m+mn'1 R

- & i »
i % —— am\ —a— -sin .2,
+(A,sm.n—1.2.7 +B,cos.n—1.2.— e I TRy

+ etc.

Pour former ces équations, il faut continuer dans chacune
la suite des termes qui contiennent

. % . amw ‘. at
sin. v.0.~, sin, V.i.—, sin. V.3.-—E-, etc.

jusqu’a ce qu'on ait épuisé tous les sinus verses différents , et
omettre tous les termes subséquents, en commencant par
celui. or.il entrerait un sinus verse €gal a 'un des précé-
dents. Le nombre des équations est #. Si 2 est un nombre
pair €gal a 27, le nombre des termes de chaque équation
est { + 1; si le nombre n des équations est un nombre im-
pair représenté par 2 I + I, le nombre des termes est encore
égal a ; + 1. Enfin, parmi les quantités A,B, A,B, etc. qui
entrent dans ces équations, il y en a qui doivent étre omises
et disparaissent d’elles-mémes, comme multipliant des sinus
nuls. - ‘
267.

Pour ' déterminer les quantités A,B, A,B, A,B, etc., qu
entrent dans les équations précédentes, il' faut' considérer
I'état initial qui est connu : on supposera ¢==0, et l'on écrira
au lieu de 2, 0,1, etc., les' quantités données 2,4, q; etc, qui
séut les valeurs mmales des temperatures. On aura donc,
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pour déterminer A, B, A, B, A; B, etc., les équations sui-
vantes :

- ax . aw " i
a,=A, sin. 0.0.°— + A,sin.o.1 e A,sin.0.2.2% 4 ete.
n

aw ar )
+B,cos.o.o.? + B,cos.1.1 — B;cos.0.2.2T 4 etc.
n

. aw aTw -
a,==A sin. 1 0. — +A,cos.0.1 -+ Aysin. 1 2. 2% 4 ete.
n

aTm aw
+ B, cos. 1 0. —+ B.sin.1,1. s B, cos. 1.2.’—;+ ete.

i aw . 2T ' 2T
zy === A, sin. 2.0.— + A,sin.2.1 st A,sm.a.z.—; + etc,

aT 1%
+B,c0s.2.0.2= + B,cos.2. 1.2~ + Bycos.2.2.27 4 etc,
n

\

. T ax . il arw . o e—
a. ==A,8in.n—1 0.+ Asinp—1.1 o A,sin. n—1
' - etc.

+B.cos.n—1.0.2+ Bcos.n—1.1.-" + Bysin.n—1

{m)} © -4 ete.
, 268. ‘

Dans ces équations, dont le nombre est 7z, les quantités
inconnues sont A, B, A|B, A;B;... etc.,il sagit deffectuer -
les éliminations et de trouver les valeurs de ces indéter-
minées. On remarquera d'abord que la méme indéterminée
a un multiplicateur différent dans chaque équation, et que
la suite de ces multiplicateurs compose une série recurrente.
En effet, cette suite est celle des sinus croissants en pro-
gression arithmetique, ou celle des cosinus des mémes arcs;
elle peut étre représentée par

Ao
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sin. O ... sin. 1W4...Sin. 2&... 8in. 3 &...sin, n—+1 .z,

ou par €os. O ... COS. I&...COS. 2 U... COS. 3u..cos. n—1.u.
¥ v A +f2T - s » . » . .
L'arc u est €gal a ¢ ('}s_) si I'indéterminée dont il s'agit

est A,  ou B, ;. Cela posé pour déterminer l'inconnue

+
Ao s au moyen des équations précédentes, il faut comparer
a la suite des équdtions la série des multiplicateurs sin. ou..
$in. T w.. sin. a .. sin, 3u.. sin. n—1.u, et multiplier
chaque équation par le terme correspondant de la série. Si
Pon prend la somme des équations aimsi multipliées , on
éliminera toutes les inconnues, excepté celle quiil s'agit de
- déterminer. Il en sera de méme si I'on veut trouver la valeur
de B, 4o il faudra multiplier chaque équation par le multi-

plicateur de B, e dans cette méme équation , et prendre

ensuite la somme de toutes les équations. Il s'agit de démon-
trer qu'en opérant de cette maniere, on fera disparaitre en
effet des équations toutes les inconnues, excepté une seule.
Pour cela il suffit de faire voir 1° que si l'on multiplie terme
a terme les deux suites,

sin. 0., Sin. 1.k, sin. 2.4, sin. 3.z, sin. 4.4... sin.n—1.u

sin. o, sin. L.v, 8in.2.%v, sin. 3.2, sin. 4%... SIN.R-——1.7
la somme des produits
8iN. 0 & &IN. 0 ¥ + 81N, 1.1, 81N, §.v + 8in, 2 & .8iN. 2v + etc.

sera nulle, excepté lorsque les arcs u et v, seront les mémes,
chacun de ces arcs étant d'ailleurs supposé vn multiple d'une
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»

partie de la circonférence. égale & Z——-"; 2° que si 'on mul-
tiplie terme a terme les deux séries,

COS. O, COS. Fi, COS. 2, COS. 3u, cos. 4u, cos. Su... etc.
€0S. 0, COS. 1, COS. 22, €0S. 32, cos. 4, cos. Hv... ete.
la somme des produits sera nulle, excepté le cas ol u est
égal a v; 3° que si Yon multiplie terme a tezme les deux
swites , ~
sin. ou, 8in. ru, sin. 2x, sin. 3, sin. 4u... ete

CO8. 0V, €08, k¥, COS. 27V, €O0S. 3v, cOS. 4v... etc.

la somme des produits sera toujours nulle.
26qg.

On désignera par ¢ l'arc ?,par-pq' Yarc u, et par v g
I'arc v, i et v étant des mombres entiers positifs moindres
que r. Le produit de deux termes correspondants des deux
premieres s€ries sera représenté par

$in, jug . 8i0. Jvg ou - COS. Jp—vg—> COS. Ju +¥q

la lettre ; désignant un terme quelconque de la suite, o. ..
I...2...3...3... ... n—1;o0ril est facile dé prouver
que si l'on donne a j ses n valeurs snccessives, depuis o
Jusqu'a n— 1, la somme

———mpne I st

I — I
=C08.0p-—y g + ~€O0S. 1. p—vq + -~ C08.2p—4¢

b i . I = Y| 3
“+ . COs. 31.1.-———vq'—l- vee F ;COS.(_R—T-‘l .p.-—-v.q)

4o.
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aura une valeur nulle, et qu'il en sera de méme de la suite,

X I I
£€05.0p +vg -+ 2 COS. L.+ vg -+ 2 COS.Op-+vg

I T e T I
+5cos.3y.+vq... +;cos.(n—l.p.+v.q)-

En effet, en représentant 'arc p—v.g par a, qui est par

r . - 1 .
conséquent un maultiple de ~—» on aura la suite recurrente

¢0s.0a, COS.la, COS.2a... CO8. n— I «, dont la somme est
nulle. Pour le faire voir, on représentera cette somme par
s, et les deux termes de l'échelle de relation étant 2 cos. «
et — 1, on multipliera successivement les deux membres
de I'équation

$==CO0S, Oa+ COS. 2a—+ COS. Ja... +COS. n—1a

par —2 cos.a et par + I, puis ajoutant les trois équations,
on connaitra que les termes intermédiaires se détruisent
d'eux-mémes d'apres la nature de la série recurrente.

Si I'on remarque maintenant que na €étant un multlple

de la circonférence entiére, les quantités cos. n—1 a..

€0S. B—2a... €08. n—3a... etc. sont respectivement les
mémes que celles que I'on désignerait par cos. (—a)...
€os. (—aa)... ¢0s. (—3 a}... on en conclura 25-—25cos. a=0;
ainsi la somme cherchée s doit en général éwe nulle.
On trouvera de méme que la somme des termes dus au deé-

veloppement de > cos. (fp +vg) est nulle. Il faut excepter

le cas ou l'arc représenté par « serait nul, on aurait alors
1—coS.a==1I; cest-a-dire, que les arcs u et v seraient les
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% ' ’ 1 —
mémes. Dans ce cas, le terme - cos.jp+v g donne encore

" un développement dont la somme est nulle: mais la quan-

tité = cos. ju —v ¢ fournit des termes égaux dont chacun
o ]
a pour valeur ;—; donc la somme des produits terme a

. r e I
terme des deux premitres series est - 7.

On trouvera de la méme maniére la valeur de la somme
des produits terme 4 terme des deux secondes séries, ou
I (cos. j pg.cos. jvg); en effet, on substituera a.........

cos.jpg.cos.jvq la quantitég cos. jp—v.q + 5 €oS.jp+vg

et 'on en conclura comme dans le cas précédent, que

4 .
2-C0o8. Jputvyg

est nulle, est que X i cos. ju—v g est nulle, exéepte' le cas

ou p==v. Il suit de la que la somme des produits terme i
terme des deux secondes séries ou X cos. jrg.cos. jvgq est
toujours nulle, lorsque les arcs & et v sont différents, et

egale a i n lorsque uw=—=w. Il ne faut plus que distinguer les

cas ou les arcs pg et vg sont tous les deux nuls, alors on a
o pour la valeur de 3 (sin. j ug.sin.j v¢), qui désigne la
somme des deux produits terme & terme des deux premieres
séries. Il n’en est pas de méme de lasomme 3 (cos.j p.g.cosjvq),
prise dans le cas ou pg et vg sont nuls; cette somme des
produits terme 2 terme des deux secondes séries est €vi-
demment égale a2 n. Quant & la somme des produits terme
a terme des deux séries
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sin. ou, sin. &, sin. au, sin. 3u, sin. 4u... sin. n—1 .u

C0S. 0, COS. %, €OS. 2, CO8. 31, COS. ... COS. n— 1.1

elle est nulle, dans tous les cas, ce qu’il est facile de re-
connaitre par Fanalyse précédente,
- a70.

La comparaison de ces séries fournit done les consé-
quences suivantes. St I'on partage la circonférence ax.én un
nombre n de parties égales, que I'on prenne un arc u com-
posé d'un nombre entier . de ces parties, et que I'on marque

les gxtrémités des arcs u, 2u, 3u, 4u... n—ru, il ré-
sulte des propri€tes connues des quantités trigonométriques
que les quantités

sin. ou, sin. &, sin. au, sin. 3u... sin. n—1.u,

ou celles-ci,cos. on, cos. 1u, cos. 2u, cos. Ju...cos.n—1u
forment upe série recurrente periodique, composée de »
termes; si l'on compare une de ces deux séries correspon-

M 3“ 1 F & 1
dantes & un arc z ou g ~ & une série correspondante & un
aT ' . . 1
autre arc v ou v.~— et qu'on multiplie terme & terme les deux

. deux séries comparées; la somme des produits sera nulle
lorsque les arcs u et » seront différents. Si les arcs u et »

sont égaux, la somme des produits est égale a —En lorsque

Yon compare deux séries de sinus, ou lorsque I'on compare
deux séries de cosinus; mais cette somme est nulle, si 'on
compare une série de sinus 4 une série de cosinus. Si l'on
suppose nuls les arcs u et », il est manifeste que la somme
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* des produits terme a terme est nalle, toutes les fois que
I'une des deux séries est formée de sinms, £t lorsqu'elles le
sont toutes les deux, mais la somme des produits est », si
les deux séries composées sont formées de cosinus. En gé-
néral, la somme des produits terme a terme est égale a 0 ou

I : - . > .
~ 2 ou n; au reste, les formules connues conduiraient direc-

tement aux mémes résultats. On les présente ici comme des
conséquences evidentes des théorémes c¢lémentaires de la
trigonometrie.

271. )

Il est aisé d’effectuer au moyen de ces remarques I'élimi-
nation des inconnues dans les équations précédentes. L'indé-
terminée A, disparait d'elle-méme comme ayant des coéffi-
cieuts nuls ; pour trouver B, on multipliera les deux membres
de chaque équation par le coéfficient de B, dans cette méme
équation, et l'on ajoutera toutes les équations ainsi mul-
tipliées, on trcuvera a,+a,+a;+.... a,==B..

Pour déterminer A, on multipliera les deux membres de
chaque équation par le coéfficient de A, dans cette équation

r . [} axT 1 . . ’
et en désignant l'arc — par ¢, on aura, apres avair ajouté
les équations

. ] - - - T : §
@,5i0.0.4 +a,610. 1.+ 2,810, 2.4 + ... A, SID.R— L.g=_7 . ™

On aura pareillement pour déterminer B,

&, C06.0 §+a, €05, 1.4 +3;€05. 3G+ ... @, C08. 28— 1}g=§ nB,.

En général, on trouvera chaque indéterminée en multi-
pliant les deux membres de chaque équation par le coéffi-
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cient de lindéterminée dans cette méme équation, et en
ajoutant les produits. On parvient ainsi aux résultats suivants:

7n B‘:-__a,: . +a, : + a, —+ete., =Sa,

gnA,za, sin. 0.3;+a,, sin. 1 3;:-' + a, 8in. 2. 3;F+etc. ==8a,sin. ({—1i
EnB,za, cos. O. 3£+ @,cos. I .2—:+ a,Ccos. 2. a--;F+etc. =8a,cos. (i—)
inA,za, sin.o::h..'.’).-’l’;13 +- a, sin. 1.2, 3’-:5+ a,sin. 2.2, 2—:—‘+etc. =8 a,cos. (i—
gnB,=a,cos. o.3. 35 + a, cos. 1.3.? + a, cos. 2.3.3;+etc. =Sa;cos. (I—
gnA,,=a, sin.o0.3. ? + q, sim. 1.3. 35 + a, sin. 2.3. ?+etc. =8a:sin. ({—

I axr 1™ © .
;nB,,: a, cos.0.3. — +a,c05. 1 3 — +a,cos. 2.3. 3;— +etc. —=Sa;cos.(i—
+ etc.

I faut, pour trouver le développement indiqué par le signe
S, donner a ¢ ses n valeurs successives ... 2... 3... 4... etc.
ct prendre la somrme, on aura en genéral

‘nA;=S$ a,‘sin.(?::-f.j-—-l : ?) et > nB;=Sa.cos. (T:*T.j—l.’f}
Si I'on donne au nombre entier ; toutes les valeurs suc-

cessives I... 2... 3... 4... etc. quil peut avoir, ces deux for-

mules fourniront les équations, et si 'on développe le terme

sous le signe S, en donnant a 7 ses n valeurs 1...2... 3... 4... ete.

onaura les valeurs des inconnues A, B, A, B, A; B, A, B,... etc,,

et les €quations (m) art, 267 seront entierement résolues.
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a7a.
Il faut maintenant substituer les valeurs connues des

coéfficients A, B, A, B, A, B,... etc., dans les équations (),
art. 266, et I'on trouvera les valeurs suivantes :

£ sin. V.q,

in.V.q,
«, =N, ‘ + '8 + N.S“m 4 +-ete.
¢3in. V.q, ) f8in. V.q,
«,==N, + (M,sin.q, + N, cos. ¢,)¢ 1 + (M, sin.4,+ N, cos. ¢, )¢ 4 ~-ete.
tsin. V.q, . £3in.V.q,
&, =N, +(M, sin.24,+N,cos.2q,)e 1 +(M, sin.2 ¢,+N.cos.24,) s s +esc.
: e — . t3in.V.aq, e — . fsin.V,
o, =N, 4(M,sin.j~14,+N, cos.j-14.}s +(M,sin.j—1¢,+N,cos.p—14,)s
: ' ' +etc.
o — _ tsin. Vg, _— e £3in,V.q
s =N,4+(M, sin.n—1¢,+N,cos.n—14,)e +(M,sin-n-14,+N,cos.n~14,)¢
) +etc.
dans ces équations
'—'-ai ar T
t==e m,q,=I1.—, §,=8.—, §;=3.—, ete.
N,==18ga,
n

P —

N,ﬁgSa,-cos. i—1q, M‘=E Sa,-sin.;*f q.

e

a = "2 . o
N,=38a,c08.0—19, M,=-Sasin.i—1¢q,

r il

. A . a -'. ‘. :
N;=-Saicos.i—1¢4; M,=>Sa.sin.i—1g,

nr
etc. etc. -

_41
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273.
Les équations que l'on vient de rapporter, renferment la
solution compléte de la questian proposée; elle est repré-
sentée par cette équation generale

s ———

k . 1:

e 2. =——ax . T a® _ 2 ; amy —a— £sin. Vi

fae X : = G : —I.— 4~ y J— —= ¥ @
q}-_nSd,-!-(nSlﬂ.j H = Sa,Sln b [ § = JI_II'CO-.?DJ 1 n)e

a% ——i
-;Sa,-cos.z— I.

. 1
26in—1.2.278a sin. I—1.2. 2= 4 2¢08.]—1.2. 4~ 5 a,c0s r—faaf)eﬂaﬁtm'v"'f
+(;‘Sll1._]—l.2.n .sin. 2=+ ~C08.J—1.2.—5 2,08, i-—1.2.—

+ etc. (.)

dans laquelle il n’entre que des quantités connues, savoir :
a,...a,...a...a...a,,quisont les températures ini-
tiales, K mesure de la conducibilité, m valeur de la masse,
n nombre des masses échauffées, et ¢ le temps écoulé.

Il résulte de toute Yanalyse précédente que si plusieurs
corps égaux en nombre n, sont rangés circulairement, et
quayant regu des temperatures initiales quelconques, ils
viennent 4 se communiquer la chaleur comme on I'a sup-
posé; la masse de chaque corps étant désignée par m, le-
temps par ¢, et par k¥ un coéfficient constant, la température
variable de chacune des masses qui doit étre une fonction
des quantités ¢, m et %, et de toutes les temperatures ini-
tiales, est donnée par I'équation générale (¢). Il faut d'abord
mettre au lieu de j le numéro qui indique la place du corps
dont on veut connaitre Ia tempeérature, savoir: 1 pour le
premier corps, 2 pour le second, etc.; ensuite il restera la
lettre ¢ qmi entre sous le signe S, on dennmera a i ses n va-
leurs successives 1... 2... 3... 4... etc., et on prendra
la somme de tous les termes. Quant au nombre des termes
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qui entrent dans cette équation, il doit y en avoir autant

que l'on trouve de sinus verses différents, lorsque la suite

ax ar aTw \ .
des arcs est O— e I5=s 3-;‘- etc., cest-a-dire, que le

nombre n étant égal 4 23+ 1 ou i a3 selon qu'il est im-
pair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans I'équa-
tion geneémale est toujours A + 1.

a74.

Pour donner un exemple de I'application de cette formule,
nous supposerons que la premiére masse est la seule que
l'on ait d'abord échauffée, en sorte que les températures ini-
tiales a,... a,... &,..... a, soieat toutes nulles, excepte la
premiére, il est visible que la quantité de chaleur contenue
dans la premiere masse se distribuera successivement entre
toutes les autres. Or, la loi de cette communication de la
chaleur sera exprimée par l'équation suivante :

. 2 a
a® —a-fsin. V.1.—
b ] "

1 2 g
¢,=Ea, —i—;:d, Cos.j—1I i

F . ix
a .= awr —3--¢sin.YV.a.—
+-a,c08.j—12.—a m n
n I .
& I
a —— 2% —2a f£sin V.3 —
+-a,c06.j—1.3—e 'm n + etc.
n ¥

Si la seconde masse était seule échauffée et que les tem--
pératures 4,.. @;... a,... a, fussent nulles, on Aurait

P o ;
e — —a2-¢8in. V. 1. 2%
m "

[ 2 = a% . A% 7 aT arw
a;,==-a,+ -a, (Slﬂ.]—l—.Slﬂ.——--i— C08.j-— 1 —. CO8, --—)e
n n n ] n n

F
2 s i ® . aT p— BT ar — a--28in. V.a.
“+ - @, sm.]—l.a.—-sm.2.—-—-+cos.]—l.:a.-*-.cos.2.-——)e m n
n n n.

41.

2z
— a2 ped
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et si 'on supposait que toutes les températures initiales
fussent nulles, excepté @, et 2,, on trouverait pour la va-
leur de @, la somme des valeurs trouvées dans chacune des -
deux hypotheses précédentes. En général, il est facile de
conclure de I'équation genérale (¢) art. 273 que pour trouver
la loi suivant laquelle les quantités initiales de chaleur se
répartissent entre les masses, on peut considérér séparé-
ment les cas ou les températures initiales seraient nulles,
excepté une seule. On supposera que la quantité de chaleur
contenue dans une des masses se communique a toutes les
autres, en regardant ces dernitres comme affectées de tem-
pératures nulles, et ayant fait cette hypothese pour chacune
des masses en particulier 4 raison de la chaleur initiale
qu'elle a recue, on connaitra quelle est,apres un temps donné,
la température de chacun des corps en ajoutant toutes les
températures que ce méme corps a dii recevoir dans chacune
des hypothéses précédentes.
a75.

Si dans I'équation générale (¢} qui donne la valeur de «,,

on suppose que le temps a une valeur infinie, on trouvera

£,

1 .
== - Sa,, en sorte que chacune des masses aura acquis

la température moyenne; résultat qui est évident par lui-

méme. s

A mesure que la valeur du temps augmente, le premier
X .

terme - S (a,) devient de plus en plus gram# par rapport

au suivant, ou a la somme des suivants. Il en est de méme
du second par rapport aux termes qui le suivent; et, lors-
que le temps a acquis une valeur considérable, la valenr de
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a, est représentée sans.erreur sensible par I'équation suivante:

I a . ———12Th = r B )
uj__;Sa,A—q— & (sm._]-p 1 —_-;.Sd,—mn.l-—-—l =

o 3 s Tk 2 e wh
- g — g\ —z—~fsin. V.—
+COS.]-—I.—a-S¢;COS.l-—l.-‘;-=-)c m .

En désignant par a et b les coefﬁcnents de sin. ( -

T ‘—uagrsmvad‘
et de cos. (J— I ;-),et la fraction e m % parw on

; . i ) ol ol
I s m— e ——amy ,
aura ;= -Sa, + (asm.;—l -+ beosj—1 —;) w'. Les
guantités 2 et b sont constantes, c'est-a-dire, indépendantes
du temps et de la lettre ; qui indique le rang de la masse

dont la temperature variable est 2. Ces quahtités sont les
mémes pour toutes les masses, La différence de la tempéra-

ture variable q, & la temperature ﬁnaLle = Sa, décront donc

U T

pour. chacune des masses, propqrtlonnellemeut aux puls—
sances successives de la fraction ., Chagun dgs,_‘gorp_s tend
de plus en plus & acquérir la temliémm_i'eﬁnalo'-'- 8 (a.); et
la différence’ entre cette dermere lumte et la temperature
variable du méme corps. finit toujours Pal décroitre comme
les puissances successives d’'une fraction. Cette fraction est

la méme, quel que soit le corps dont on ‘considére les chan-
gements de t:emperature le coefﬁclent de o ou a sm u,+

b cos. u;,.en déSJgna.nt par u, la,rc (7 J-—— l) peut etre mls

sous cette forme A sin. (z,+B):-en prenant Alet B, tels que
'on ait a==A c0s.B et b:=A sin. B::Si 1'on .voulait déter-
miner le coéfficient de w’' qui ‘se-rapporte aux .corps sui«
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vants ;' dont la température est CTPRTEL S 3o It

" i " 3 am . aw _ . .
faudrait ajouter 4 u, Farc — ou 23.—, ainsi de suite ; c'est-a-

dire, que I'on a les équations

a.—-Sa,=A.sin.(B+u)o + etc.
J n

. —ESa,-u—A.sin.(B+u,-+r.ﬂ)a‘+etc.
J¥+r =& n

! . % 3“ ) +
?:J._'_E—ESG.‘———A.SID. (B-I-‘ u,+2.-n—)m -+ etc.

aj_'_B-l—-—:;Sa,--l-_:'A.sin. (Bfuj-+ 3.5 )w +ete.

Z-e-tc‘ P . e 5 B
o 276.

On voit, par ees équations, que les derniéres différences
entre les températures actuelles et les températures finales,
sont representées par les dquations précédentes, en ne con-
servant que le premier terme du second membre de chaque
équation. Ces dernieres différences varient donc selon la loi
suivante : si Fon ne considere qu'un seul corps, la différence
variable dont 1l s'agit, c'est-a-dire, exces de la température
actuelle du corps sur la température finale et commune,
diminue comme les puissances successives d'une fraction, le
temps augmentant par parties égales; et, si l'on compare pour
un méme instant la température de tous les corps, la diffe-
rence dont il s'agit varie proportionnellement aux sinus
successifs de la circonférence divisée en parties égales. La
températire d'un méme corps, pris & divers instants succes-
sifs égaux, est representee. par les ordonmees d'une logarith-
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mique , dont I'axe est divis¢ en parties égales, et la tempé-
rature de chacun de ces corps, prise au méme instant pour
tous, est représentée par les. ordonnées du cavele dont la
circonférence est divis€e en parties, égales. 1l est facile de
voir, comme on l'a remarqué plus haut, que si les tempéra-
tures initiales sont telles , que les différences de ces tempéra-
tures a la température moyenne ou fnale sotent proportion-
nelles aux sinus successifs des ares multiples, ces differences
diminueront toutes a-la-fois sans cesser d'étre proportion-
nelles aux mémes sinus. Cette loi qui régnerait entre les
températures initiales ne serait point troublée par l'action
réciproque des corps, et se. conserverait jusqui ce qu'ils
eussent tous acquis, une température commune. La diffé-
rence diminuerait pouri cheque corps comme. les puissanoes
successives. dune méme fracdion. 'Felle est ka loi la plus smm-
ple a laquelle puisse étre assujétie la ‘communication de la
chaleur eutre une suite de masses égades. Lorsque cette loi
est ctablie entre lea températures initiales, slle se. causerve
d'elle-méme , et'lorsqu’elle ne regae point ‘entra let tempéra-
tures imitiales, c'est-i-dire lorsque-les différences de ces tem-
‘pératures a la tempeérature moyenne ne sont pas proportion-
nelles aux sinus successifs des arcs multiples, la loi dont
il s'agit tend togjours A s'établir, et le systéme des tempé-
ratres variables finit bientdt par se confondte senmblement
avec celui'qui dépend des ordodnées du cercle et de ceIles
de la logarithmique. ' ' , ol

Puisque’ les Hernieres ‘différences entre lexces de 1a tem-
pérature d’un corps sur la température moyenne, sont pro—
portionmelles aux sinus de Yarce & Iextrémité duq'uef le corps
est placé, Tl s'ensuit 'que si Yon cies:gne deux’ corps placés
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aux extrémités du méme diametre, la température du pre-
mier surpassera la température moyenne et constante autant
que cette température constante surpassera celle du second
corps. C'est pourquoi, si I'on prend a chaque instant la
somme des temperatures de deux masses dont la situation
est opposée, on trouvera une somme constante et cette
somme aura la méme valeur pour deux masses quelconques
placées aux extrémités d'un méme diamétre.:

Gy 83 . 2.

Les formules qui représentent les temperatures variables
des masses disjointes s'appliquent facilement 2 la propaga-
tion'de la chaleur dans les:corps continus. Pour en donner
un .exemnple  remarquable, nous -déterminerons le mourve-
ment de la chaleur dans une armille, au moyen de I'équa-
tion: géemérale qui a été rapportée précedemment.

'On supposera que le nombre-n des masses croit successi-
vement , et'qu'en méme temps-la longueur de chaque masse
déeroit dans le méme rapport, ‘afin’ que la longueur du
systéme ait une val¢ur constante égale 2 a . Ainsi le nombre
R des mnakses seru successivement a ou d, ou 8 ou 16, a

l"mﬁni "et chacune 'des masses sera r o Zou’ ouz g» ete. 1l

4
est necessalre de ‘supposer auw que, la facnlxte avec laquelle

la chaleur s¢ transmet , augmente dans le méme rappart que
e pombye des masses m; ainsi la quantité que représente
K lorsqu’il o'y a que deux masses , devient double lorsquiil
y n, a,quatre, quadruple 5'il y ep.a huit, .ainsi de suite. En
deSIguant par g, cette. quantité op voit que le nombre K
devm etre succespwement remplacé par g, 2, 4¢, etc. Si
lon Passe []halptenant a la suppomtmn du corps. contmu,



CHAPITRE IV. J2g

on écrira au lieu de m, valeur de chaque masse infiniment

petite, I'élément dz; 4u lieu du nombre » des masscs on

aTw . n 0
mettra —— , au lieu de * on mettra g ; ou—=>.

Quant aux températures initiales a,, a,, a,, a;, a,, elles
dépendent de la valeur de larc z, et, en considérant ces
températures comme les états successifs d'une méme variable,
la valeur générale a; représente une fonction arbitraire de x.

L'indice i sera alors remplacé par di_r. A l’e’gafd des quan-

tités «,, 2,, a;, ces tempeératures sont des variables qui
dépendent des deux quantités = et £. En désignant par »
cette variable on aura »==¢ (z, ¢). L'indice j qui marque

1 ' dx
la place que I'un des corps occupe sera remplacé par —.

Ainst pour appliquer I'analyse précédente au cas ou Yon
aurait une infinité de tranches, formant un corps continu
dont la forme serait celle d’'une armille, il faudra substituer
aux quantités n, m, k, a., i, «, j celles qui leur corres-

. 2% xg S x o
pondent, savoir : —, dz, 52, fz, —, P (#, £)s75-On fera
ces substitutions dans I'équation (¢) art. 273 et I'on écrira

E dx* au lieu de sin. Vdz, eti et jau liende i —r et j—1.
Le premier terme 5 S a, devient la valeur de lintégrale
I ' - - . ] T .
~/f/fx dx prise depuis =0 jusqud x=2ar; la quantité
sin. (j—1) 3; devient sin. j 4. ou sin. x; la valeur de
’ .

. axn . 2 . . 2% est
€0s. (j=—1) 5= est cos. z; celle de Ef(“" sin. ({—1) —
b | . 1 ’ ’ . . .
;_ff.z: sin. « dz, lintégrale étant prise depuis z==0 jus-

42
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a T 3%
qu'a z==2a, et celle de _5 a; cos. Q-—q — ) est

::_f(fx cos.z dx),

Vintégrale étant prise entre les mémes limites, on obtient
par ces substitutions I'équation

$ (.r,t)=q;=z—!*5f.rd.r+ 1%(sin.:z:S_)":z:sin. xdx+co§.xSfxcos.xdx)e-g

1, . . » -—S’Ig'l'!
+-(sin.axSfzsin. azdz+cos.2z8 fxcos.axdz)e

+ etc.

et représentant par K la quantit€ g=, on aura

ﬂq;:gffxd.r_-l-(s'in.xffx: sin.xdx-+ cos. xffx cos.xdx) g

+(sin. azfpxsin.2xdx+cos.2Zfpx cos, a:cd.z:)e_"“

-+ etc.
‘ 278.

Cette solution est la méme que celle gui a été rapportée
-dans la section précédente, pag. 272; elle donne lien
diverses remarques. 1° Il ne serait pas nécessaire de recourir
& lanalyse des équations aux différences partielles pour
obtenir l'équation géneérale qui exprime le mouvement de
la chaleur dans une armille. On pourrait résoudre 1a ques-
tion pour un nombre déterminé de corps, et supposer ensuite
ce nombre infini. Cette méthode de calcul a une clarté qui
lui est.propre, et qui dirige les premiéres recherches. Il est
facile ensuite de passer a une méthode plus concise dont
la marche se trouve naturellement indiquée. On voit d'abord

t
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que la distinction des valeurs particulieres qui, satisfaisant
a I'équation aux différences partielles, composent la valeur
générale, dérive de la regle counue pour I'intégration des
équations différentieiles linéaires dont les coéfficients sont
constants. Cette distinction est d’ailleurs fondée , comme on
T'a vu plus haut, sur les conditions physiques de la question;
a° Pour passer du cas des masses disjointes a celui d'un
corps continu, nous avons supposeé que le coéfficient K aug-
mentait proportionnellement au nombre n des masses. Ce
changement continuel du nombre K est une suite de ce que
nous avons démontré précédemment, savoir que la quantité
de chaleur qui s'écoule entre deux tranches d'un méme

- - d’v ’or ..
prisme est proportionnelle i la valeur de —, zdésignantlab-

scisse qui répond a la section, et v la température. Au reste
si I'on ne supposait point que le coéfficient K augmente
proportionnellement au nombre des masses, et que l'on
retint une valeur constante pour ce coéfficient ; on trouve-
rait, en faisant » infini, un résultat contraire a celui qu'on
observe dans les corps continus. La diffusion de la chaleur
serait infiniment lente, et de quelque maniere que la masse
elit eté échauffée, la température d'un point ne subirait
aucun changement sensible, pendant un temps déterminé,
ce qui est opposé aux faits. Toutes les fois que I'on a recours
a la considération d'un nombre infini de masses séparces
qui se transmettent la chaleur, et que I'on veut passer au
cas des corps continus; il faut attribuer au coéfficient K, qui
mesure la vitesse de la transmission, une valeur proportion-
nelle au nombre des masses infiniment petites qui compo-
sent le corps donné.

.-52.'
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3o Si dans la derniere équation que nous venons d'ob-
tenir pour exprimer la valeur de » ou ¢ (x, ¢), on suppose
t==0; il sera nécessaire que |'équation représente I'état
initial, on aura donc par cette voie I'équation (p) que nous
avens obtenue précédemment , pag. 256, savoir :

© sinxffrsinxzdz+sinax ffxsin. axdx 4 et
I 2z
= fx.—:;_[fxdx
+cos.xffxcos.xdx 4 cos.axffzrcos. axdx+etc..
Ainsi ce theoréme ui donne¢, entre des limites assignées,
le développement d'une fonction arbitraire en séries de
sinus ou de cosinus d’'arcs multiples se déduit des régles
élémentaires du calcul. On trouve ici l'origine du procédé
que nous avons employé pour faire disparaitre par des inté-
grations successives tous les coéfficients, excepté un seul
daps I'équation

1

4 a,sin.z-} 2,90 2.2 4 a,sin. 3 x4 ete.
pXr=a

4+ &, cos. x4 b, cos. x4 5,c08.3x 4 ete.
ces intégrations correspondent aux éliminations des diverses
inconnues dans les équations (m) p. 313 et 320, et I'on recon-
nait clairement par cette comparaison des deux méthodes
que P'équation (B) page 334, a lieu pour toutes les valeurs de
x comprisgs entre 0 et 2 r, sans que I'on soit fondé a l'appli-
quer aux valeurs de £ qui excedent ces limites.

‘ 279.
La fonction ¢ (2, £) qui satisfait 4 la question, et dont la

valeur est déterminée par I'équation (E) pag. 330 peut étre
exprimée comme il suit
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zﬁp(x,.t)zfdafa-l— (2sin.xfdafasin.a+ 2C08. i‘fdufacos. a) 8_-_}‘

+ (2sin.az/dafasin. 2a+2c08,2%/dgfac08.2 1) ek

4 (2sin.3zfdafasin. 3a+2005. 32/ dufacos. 3a)e > ¥

-+ etc,

onaxe(x, t=/dafa (1-+(28i0.2 80, 2+ 2C08. 208, n)e'.'”’“

. 5 . — a2kt
+(2sin. 250, 22+ 2¢05.22€05.2a) e

: +(nsin.3:sin.3a+'2cos.3wcos‘..3a)e—3’“

+ ete.)

— fdefu(1 + 8 Zcos. i(em)e"H)

Le signe 3 affecte le nombre i et indique que la somme doit
étre prisede =1 2 ==_. On peut aussi comprendre le

premier terme 1 sous ce signe Z, et l'on a

L itk
2x¢(x,0)=fdafa cos. i (a—x)e

11 faut alors donner A : toutes ses valenrs en nombres en-
tiers depuis -—-—(—') jusqu’a + E; c'est ce que P'on a indiqué
en écrivant les limites — & et + I aupres du signe 2, 'une
de ces valeurs de 7 est 0. Telle est I'expression la plus
concise de la solution. Pour développer le second membre
de l'équation , on supposera i=o et ensuite i=1,2, 3,4, ete.
et I'on doublera chaque résultat excepté le premier qui



3347 THEORIE DE LA CHALEUR.

répond i i=o. Lorsque ¢ est nul il est nécessaire que la
fonction ¢ (x, ¢) représente l'état initial dans lequel les tem-
“pératures sont égales & /z, on anra donc I'équation identique

+5

.fx;—-_;%fc.iafaz c.os.i(a_;:) (B

On a joint aux signes fet X les.indices des limites entre
lesquelles l'intégrale et la somme doivent étre prises. Ce
théoréme a lieu généralement quelle que. soit la forme de la
fonction fz .dans lintervalle de #:20 & z—=2a=; il est le
méme que celui qui est exprimé par les équations qui don-

nent le développement de F z, page 260, et nous verrons
dans la suite que T'on peut démqntrer immédiatement la
vérité de Véquation (BJ, indépendamment des considéra-
tions précédentes. _

a8o. .

I est facile de reconmaitre que la question n’admet
aucune solution différente de celle que donne 'équation (E)
pag. 330. En effet la fonction ¢ (z; ¢) satisfait entierement
a la question, et d'aprés la mature de |'équation différen-

: dv» & v . b B
tielle — = % ——, aucune autre fonction ne peut jouir de

cette méme propriété. Pour s'en comvaincre il faut con-
siderer que le¢ premier état du solide étant représenté par

une équation donnde 2, = f z, la fluxion %1-’1 est connue,

puisqn’elle équivanta k25 4/= Ainsi en désignant par », ou
d

w,+ k —2? dt la température an commencement du second

instant, on déduira la valeur de v, de I'état initial et de
- Péquation différentielle. On connaitra donc de la méme
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- mapiere les valeurs vy @, ... v, de la temipérature: d'un
point quelconque du solide au commencement’ de chaque
instant. Or la fonction ¢(x, £} satisfait a 1'état initial, puisque
Ion a ¢ (7, 0) = fx. De plus elle satisfait aussi a I'équation

différentielle ; par conséquent étant différentiée elle don-

: dv, do, d-u, tc. | i 1
nerat POlll' 22’ dt’ dz , € es mémes va urs que celles

qui résulteraient de 'application successive de cette équation
différentielle (2). Donc si dans la fonction ¢ (x, ¢) on donne
successivement 4 £ les valeurs 0, v, 26, Jo, fu, etc. o dé-
signant I'élément du temps ; on trouvera les mémes valeurs
v, v, v, v, etc. que Von aurait déduites de I'état initial et
de l'application continuelle de I'équation %%’: k 3—5 Done
toute fonction ¢ (&, ¢} qui satisfait a l'e'quatioﬁ différentielle
et a Y'état initial se confond nécessairement avec la fonction
¢ (%, t): car ces fonctions donneront I'une et Fautre une
méme fonction de &, si lon y suppose successivement
E==0, uw, 2w, Ja. s La, etc.

On voit par la qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution
de !a question, et que si I'on découvre d'une maniére quel-
conque une fonction ¢ (.:c, t) qui satisfasse & V'équation diffé-
rentielle et 4 I'état initial, on est assuré qu'elle est la méme
que la précédente donnée par I'équation (E).

a81. |
- Cette méme remarque sapplique a toutes les recherches
qui ont pour objet le mouvement varié. de la chaleur; elle
suit évidemment de la forme méme de I'équation génerale.

Cest par la méme raison que l'intégrale de I'éguation
P q gra eq

dv
= k " ne peut contenir qu’une seule fonction arbitraire

-

en 7. En effet, lorsqu’une valeur de v est donnée en fonc-

Y —
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tion de z pour une certaine valeur dutemps ¢, il est évident
que toutes les autres valeurs de v qui correspondent 4 wu
temops quelconque sont déterminées. On peut donc choisir
arbitrairement la fonction de z, qui correspond a un certain
état, et la fonction de deux vamnables z et ¢ se trouve alors
déterminée. Il n'en est pas de méme de I'équation
v  dw
) T + Z —o0

que nous avons employée dans le chapitre précédent , et qui
convient au mouvement constant de la chaleur; son inté-
grale contient deux fonctions arbitraires en x et y: mais on
peut ramener cette recherche a celle du mouvement varié,
en considérant 'état final et permanent comme dérivé de
ceux qui le précedent, et par conséquent de I'état initial qui
est donné. ‘

L'intégrale que nous avons donnée

--l-— dafcze_i'i-t

cos. I (a—12)

cont:ent une foncnon arbitraire fz, et elle a la méme
etendue que lintégrale géneérale, qui ne contient aussi
qu une fonction arbitraire en x : ou plutot elle est cette inté
grale elle-méme mise sous la forme qui convient ala question.
En effet 'équation v, — fxz représentant l'état initial, et
v==¢ (2, t), représentant I'état variable qui lui succede;
on voit que d'apres la forme méme du solide échauffé la
valeur de v ne doit point changer lorsqu’on écrit, au lien
de x, x = i.ax, ¢ étant un nombre entier positif quel-
conque. La fonction

;!;fdufa b e-—--i'kr COS. ¢ (a—z)
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remplit cette condition; eile représente aussi I'état initial
lorsqu’on suppose ¢== o0 car on a alors

fx:';%fdafazcos.i(a-—x)

équation qui a €té démontrée précédemment, pages 260 et 333
et qu'il est d'ailleurs facile de vérifier. Enfin la méme fonc-
tion satisfait & I'équation différentielle %:K g—x,—v. Quelle
que soit la valeur du temps ¢, la température v est donnée
par une série tres-convergente, et les différents termes repré-
sentent tous les mouvements partiels qui se composent pour
former le mouvement total. A mesure que le temps augmente,
les états partiels de 'ordre le plus élevé g'aitérent rapidement,
et ne conservent aucune influence appreéciable ; ensorte que
le nombre des valeurs que 'on doit donner & P'exposant £
diminue de plus en plus. Aprés un certain temps le systéme
des températures est représenté sensiblement par les termes
que l'on trouve en donnant a 7 les valeurs o, 3= 1 et =2 ou
seulement o et = 1, ou enfin par le premier de ces termes

qui est ;‘; f d« fu; il y a donc une relation manifeste entre

la forme de la solution et la marche du phénomene physique
que {'on a soumis a l'analyse.
28a.

Pour parvenir a cette solution on a considéré d'abord
les valeurs simples de la fonction v qui satisfont a I'équa-
tion différentielle; on a formé ensuite une valeur qui
convient avec I'état initial, et qui a par conséquent toute la
généralité que la question comporte. On pourrait suivre une
marche différente et déduire la méme solution d'une autre

43
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expression de l'intégrale; car cette solution étant nne fois
connue , on en transforme aisément les résultats. Si on
suppose que le diametre de la section moyenne de V'anneau
devient de plus en plus grand a l'infini, la fonction ¢ (2, ¢t)
regoit, comme on le verra par la suite, une forme differente,
et se confond avec I'intégrale qui contient une seule fonction
arbitraire sous le signe d’intégrale définie. On pourrait aussi
appliquer cette derniére intégrale a4 la question actuelle;
mais, si 'on se bornait a cette application, on n'aurait qu'une
connaissance tres-imparfaite du phénomene: car les valeurs
des températures ne seraient pas .exprimées par des
séries convergentes, et l'on ne distinguerait point les
états qui se succedent 4 mesure que le temps augmente. Il
faudrait donc attribuer a la fonction qui représente I'état
initial la forme peériodique que la question suppose; mais,
en modifiant ainsi cette intégrale, on n’aurait point d'autre
résultat que celui-ci .

‘i;(x) t)#ﬁ‘[dufu Ec_f’kt cos. f(a—x)-

On passe aisément de cette derniere équation & l'intégrale
dont il s'agit , comme nous l'avons prouvé dans le Mémoire
qui a precédé cet ouvrage. Il n'est pas moins facile d'obtenir
Péquation en partant de I'intégrale elle-méme. Ces transfor-
mations rendent de plis en plus manifeste l'accord des
résultats du cakcul; mais elles n'ajoutent rien & la théorie, ‘
et ne constituent nullement une analyse différente.

On examinera dans nn des chapitres suivants les diffé-
rentes formes que peut recevoir l'intégrale de I'équation
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dv

f;.;’ =K = les rapports qu'elles ont entre elles, et les cas

-
ot elles doivent étre employées.

Pour former celle qui exprime le mouvement de la chaleur
dans une armille, il était nécessaire de résoudre une fonction
arbitraire en une série de sinus et cosinus d’arcs multiples;
les nombres qui affectent la variable sous les signes sinus et
cosinus sont les nombres naturels 1, 2, 3, 4, etc. Dans la
question suivante, on réduit encore la fonction arbitraire
en une série de sinus; miis les coéfficients de la variable
sous le signe sinus ne sont plus les nombres ¢, 3, 3, 4, etc.
ces coéfficients satisfont % une équation déterminée dont
toutes les racines sont irrationnelles et en nombre infini.

43.
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CHAPITRE V.

DE LA PROPAGATION DE LA CHALRUR DANS UNE
SPHRRE BOLIDE.

SECTION PREMIERE.

Solution gendrale.

b

a83.

L. question de la propagation de la chaleur a été exposée
dans le chapitre II, section 2, article 117 (page 111); elle

2 dv
consiste 4 intégrer lequatlon =K +_1|c ) en sorte

que Pintégrale satisfasse, lorsque = X & la condition

;-35 + h v =0, K désigne le rapport = et h désigne le rap-

port IY des deux conducibilités; v est la température que

Yon observerait aprés le temps écoulé £ dans une couche
sphérique dont le rayon est x; X est le rayon de la sphere;
2 est une fonction de x et ¢ qui équivaut & F x lorsqu'on
suppose ¢ — o. La fonction F x est donnée, elle représente
I'état initial et arbitraire du solide.

Si l'on fait y =2 x, y étant une nonvelle indéterminée,

on aura, apres les substitutions, ij—{: K g: ainsi il faut
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intégrer cette derniere équation, et 'on prendra ensuite
»="L. On cherchera en premier lieu quelles sont les valeurs

les plus simples que I'on puisse attribuer 2 y, ensuite on
en formera une valeur générale qui satisfera en méme temps
a l'équation différentielle, a- celle de la surface et a ['état
initial. Il sera facile de reconnaitre que lorsque ces trois
conditions sont remplies, la solution est complete, et que
I'on ne pourrait en trouver aucune autre.
284. )

Soit y = ™! 4, u étant une fonction de x, on aura

mu=K % 2—- On voit d'abord que la valeur de ¢ devenant

infinie, celle de » doit &tre nulle dans tous les points; puis-
que le corps est entierement refroidi. On ne peut donc
prendre pour m qu'une quantité négative. Or K a une
valeur numérique positive; on en conclut que la valeur de
2 dépend des arcs de cercle, ce qui résulte de la nature

| . P d‘
connue de 'équation m"“‘"de

+ B sin. » z; on aura cette condition m = — K »'. Ainsi

Ton peut exprimer une valeur particuliere de v par I'équa-
. e--.l nie

tion v=

Soit u=A cos. nx

(A cos. n z + B sin. nx), n est un nombre

positif quelconque, et A et B sont des constantes. On
remarquera d'abord que la constante A doit étre nulle; car
la valeur de » qui exprime la température du centre, lors-
quon fait x==0 ne peut pas étre infinie, donc le terme
A cos. & doit étre omis.

De plus le nombre n ne peut pas ére pris arbitrairement.
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- R . I3 - r d
En effet si dans l'équation déterminée 3—2— + Av==0 on sub-

stitue Ia valeur de », on trouvera
nxcos. nx (hx—1)sin. nx=o,

Comme l'équation doit avoir lieu a la surface, on y
supposera & =X rayon de la sphere, ce qui donmera

; X —FJ——hX Soit 2 le nembre 1 —AX et n X =,
tang. n X

t . vy
on aura o =3 11 faut donc.trouver um arc e qui, divisé
par sa tangente donne un quotient connu 1, et I'on prendra
n=—=. Il est visible qu'il y a une infinité de tels arcs, qui
b 9 o . .
ont avec leur tangente un rapport donné; en sorte que
nX
équation de condltmn-—-—*—g — 1+~ A X a une infipité

de racines réelles.

285- .

Les constructions sont tres-propres a faire connaitre la
nature de cette équation. Soit z = tang. : (voy. fig. 1a),
I'équation d'une ligne dont l'arc s est I'abscisse, et « Pordon-

’ - ‘ L4 i - ;1 )
née ; et 50it u == 5 1'équation d'une droite dont « et u dési-
gnent aussi les coordonnées. Si on é€limine u avec ces deux
équations, on a la proposee == tang . L'inconnue « est
donc I'abscisse du point d'intersection de la courbe et de la
droite. Cette ligne courbe est composée d'une infinité d’arcs;
toutes les ordonnées correspondantes aux abscisses 1 =, ; =,

2%, %=, etc. sont infinies, et toutes celles qui répondent
aux points o, =, 2x, 3=, 4=, etc. sont nulles. Pour tracer

.. b . ¢
la droite dont l'equation est & = izr—'%i" on forme le
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quarré o t o 1, et portant la quantit¢ A X de «» en &, on
joint le point % avec I'origine o. La courbe dont I'équation
est u==tang. ¢ a pour tangente a l'origine non une ligne qui
divise Yangle droit en deux parties égales, parce que la der-
niére raison de l'arc a sa tangente est 1.0n conclut de la que
si x ou 1— A X est une quantité moindre que I'unite, la droite
m om passe a l'origine au-dessus de la courbe non et qu'il y
a un point d'intersection de cette droite avec la premiere
branche. Il est également évident que la méme droite coupe
toutes les branches ultérieures » w2, 2 2 w 1, etc. Donce

' . ] b - . - ’
I'équation e ;=X a un nombre infini de racines réelles.

o * T
La premiere est comprise entre o et 5 1a seconde entre =
w5 310 ' . . . '
et 3 -, la troisieme entre 2= et 5 ;rainsi de suite. Ces ra-

cines approchent extrémement de leurs’ limites ‘supérieures
lorsque leur rang est trés-avanceé.
286,
Si I'on veut calculer la valeur d’une de ces racines, par
exemple : de la premiére, on peut employer ka regle sui-
vante: on écrira les deux. équations : = arc. tang. u et

u= %, arc. tang. u désignant la longueur de 'arc dont la

tangente est z. Ensuite prenant un nombre quelconque
pour z, on en conclura, au moyen de la premiére équa-
tion, la valeur de ¢; on substituera cette valeur dans la
seconde équation, et I'on en déduira une autre valeur de u;
on substituera cette seconde ‘valeur de x dans la premiere
équatiou ; on en déduira la valeur de « qui, au moyen de
la seconde équation, fera connaitre une troisieme valeur
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de u. En la substituant dans la premiére équation on aura
une nouvelle valeur de «. On continuera ainsi de déterminer
u par la seconde équatiou,, et ¢ par la premiere. Cette opé-
ration donnera des valeurs de plus en plus approchées de
linconnue s, la construction suivante rend cette conver-
gence manifeste. ‘

En effet, si le point z correspond (wvoy. fig. 13) ala
valeur arbitraire que l'on attribue & I'ordonnée u; et si l'on
substitue cette valeur dans la premiére équation e=arc. tang. »,
le point ¢ correspondra 4 'abscisse que l'on aura calculée,
au moyen de cette équation. Si l'on substitue cette
abscisse : dans la seconde équation u == %, on trouvera une
ordonnée &' qui correspond au point . Substituant #' dans
la premiére équation , on trouvera une abscisse ¢ qui répond
au point ¢'; ensuite cette abcisse étant substituée dans la
seconde équation fera connaitre une ordonnée #" qui, étant
substituée dans la premiere, fera connaitre une troisiéme
abscisse ¢’ ainsi de suite a l'infini. Cest-i-dire que, pour
représenter 'emploi continuel et alternatif des deux équa-
tions précédentes, il faut par le point z mener I'horizontale
jusqua la courbe, par le point d'intersection s mener la
verticale jusqu'a la droite, par le point d'intersection u
mener |'horizontale jusqu'a la courbe, par le point d’inter-
section ¢ mener la verticale jusqu'a la droite, ainsi de suite
a l'infini, en s'abaissant de plus en plus vers le point cherché.

287.

La figure précédente (13) représente le cas ou I'ordonnée
prise arbitrairement pour u est plus grande que celle gui
répond au point d’intersection. Si I'on choisit au contraire
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pour la valeur initiale de u, une quautité plus petite, et
que 'on emploie de la méme maniére les deux équations

] . .
. s ==arc. tang.u, ¥ ==, on parviendrait encore & des valeurs

de plus en plus approchées de I'inconnue. La figure (14) fait
connaitre que dans ce cas on s'éleve continuellement vers le
_point d'intersection en passant par les points ue &'s’ u' ¢, ete.
qui terminent des droites horizontales et verticales. On
obtient, en partant d'une valeur de u trop petite, des quan-
tités ¢ ¢ ¢’ ¢ 7, etc. qui convergent vers l'inconnue et sont
plus petites qu’elles; et 'on obtient, en partant d'une valeur
de u trop grande, des quantités qui convergent aussi vers
Yinconnue, et dont chacune est plus grande qu'elle. On
connait donc des limites de plus en plus resserrées, et entre
lesquelles 1a grandeur cherchée sera toujours comprise.
L'une et l'autre approximation sont représentées par la
fonnule

}==....arc. tang.G are. tang.G arc. tang. G arc. tang. ;) ))

Lorsqu'on aura effectué quelques-unes des opérations indi-
quées, les résultats successifs différeront moins et 'on sera
parvenu a une valeur approchée de s.
288.
On pourrait se proposer d'appliquer. les deux équations
¢=arc. tang. &, et &= ; dans un ordre différent, en leur

donnant cette forme u = tang. ¢ et : == . 'On prendrait
pour ¢« une valeur arbitraire, et, en la substituant dans la
premiere équation, on trouverait la valeur de u, qui étant
substituée dans la seconde équation donnerait une seconde

44
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valeur de ¢; on emploierait ensuite cette nouvelle valeur de
« de Ia méme maniere qu'on a. employé la premiere. Mais il
est facile de reconnaitre, par les constructions, quen sui-
vant le cours de ces opérations, on s'éloigne de plus en
plus du point d'intersection, au lieu de s'en approcher,
comme dans le ‘cas précédent. Les valeurs successives de «
que 'on obtiendrait diminueraient continuellement jusqu'a
Z€ro, ou augmenteraient sans limite. On passerait successi-
vement de ¢’ en &°, de &" en ¢, de ¢ en &, de & en ¢, ainsi
de suite a I'infini.
© La regle que I'on vient d'exposer pouvant s'appliquer au
calcul de chacune _des racines de 'équation $ =1-—hX
qui ont dailleurs des. limites dennées, on'.doit regarder
toutes ces racines comme des nombres connus. Au reste il
était seulement nécessaire de se convaincre que 'équation
a une infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce pro-
cedé d’approximation parce qu’il est fondé sur une construc-
tion remarquable, qu'on peut employer utilement dans
plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-le-champ la nature
et les limites des raciues; mais l'application qu'on ferait
de ce procédé a I'équation dont il s'agit serait beaucoup
trop lente; il serait facile de recourir dans la pratique a une
autre méthode d’approximation.
289.

On connait maintenant une forme partlcullere gue l'on
peut donner 4 la fonction v, et qui satisfait & deux condi-
tions de la questlon Cette’ solution est représentée par

ke ’sin nt —-kn’r sin. nx

l\‘:quat:on'v: e ouv==ae =

.
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coéfficient @ est un nombre quelconque et le nombre » est

tel gue Fon a ——%%-;i == [ - A& X. Tl en résulte qua si les

temperatures mlpales des dlﬂ"erentes couches etalent pro-

porttonnellas au qhotlem: el

, elles diminueraient toutes

a-la-fois; en conservant entre elles pendant toute la durée
da refroidissément les rapports qui avaient €té établis; et la
température de chaque point s'abaisserait comme l'ordonnée
d’une logarithmique dont l'abscisse désignerait le temps
écoulé. Supposons donc que, I'arc : étant divisé en parties
égales et pris pour abscisse, on éleve en chaque point de
division une ordonnée égale au rapport du sinus a l'arc. Le
systéme de toutes ces ordonndes sera celui des tempéra-
tures initiales, qu'il faut attribuer aux différentes couches,
depuis le centre jusqu'a la surface, le rayon total X étant
divisé en parties égales. Larc ¢ dont la longueur représente-
rait dans cette construction le rayon X ne doit pas étre
pris arbitrairement; il est ‘nécessaire que cet arc ait avec
sa tangente un rapport donné. Comme il y a une infinité
d'arcs qui satisfont a cette condition, on formerait ainsi
une infinité de systémes des températures initiales, qui
peuvent subsister d'eux-mémes dans la sphere, sans que

les rapports des tempeératures changent pendant la durée
du refroidissement., .. = . - . .,
4 o ago. _
Il ne reste plus qu'a former, un état initial quelconque,
au moyen d'un certain nombre ou. d'une infinité d'états
partiels, dont chacun représente un de ces systémes de

température que nous.avons considérés préeédemment, et

44.
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dans lesquels Pordonnée varie avec la distance x, propor-
tionnellement an quotient du sinus par I'arc. Le mouvement
geénéral de la chaleur dans I'intérieur de la spheére, sera alors
décomposé en autant de mouvements particuliers dont
chacun s’accomplira librement comme 5'il était seul.
Désignant par n, r, n, n, n,, etc. les quantités qui satis-

L e . nX - 3 :
font a lequat;on—-ﬁi 1—AX, et qug l'on suppose
rangées par ordre, en commencant pit | la plus petite; on
formera |'équation generale

L] k]

El n!

—kn't . —knit . .
vx=a,e Y sin.n, T+ a,e ' sin.n,T+ae Sill. 72; T+ ete.

Si T'on fait £==o0, on aura pour expnmer I'état initial des
temperatures

TV=—a,sin. n,T+a,si0. n, T+a; 8i0. B, X+ 2, 5n. n,x+etc.

La question consiste a déterminer, quel que soit I'état
initial, les coéfficients a, e, a, a,, etc. Supposons donc que
I'on connaisse les valeurs de » depuis z=—o0 jusqu'a r=X,
et représentons ce systéme de valeurs par F z; on aura

1 . . . .
Fa= - (a.sin.n,z+a,sin.n, T+ a,sin. n; T+a,sin. 2, x + ete.) (e)

agr.

Pour déterminer le coéfficient a,, on multipliera les deux

nombres de I'équation par x sin,nz dz, et l'on intégrera

depuis z=0 jusqu'a x==X. L'intégrale /'sin. mz sin. nx dx
prise entre ces limites, est

_ m (-—msm.anos.mX “+ n.sm.mXcos.nX)
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Si m et n sont des nombres choisis parmi les racines
. . 4 3 - ﬂx.
n. n, n; ng, et qui satisfont a 'équation R G 1—AhX,
ou aura

mX nX
tang. mX tang.z X
On voit par-la que la valenr totale de l'intégrale est nulle;
mais il y a un seul cas ol cette intégrale ne s'évanouit pas,

oumcos. mXsin.nX—nsin.mXcos.nxr=—o.

c'est lorsque m == n. Elle devient alors g, et, par l'applica-

- . x l »
tion des regles connues, elle se réduita _ X — s Sim-2n X.

II résulte de 1 que pour avoir la valeur du coéfficient a,,
dans Y'équation (¢), il faut écrire

2f.z:sin.n,.r.d.rF.r=d, (X_ZE;? sin, zn,X).

Le signe / indiquant que 'on prend l'intégrale depuis a:=o.
jusqu'a x =—X. On aura pareillement

nf.r sin. n,x dx Fx—a, (X-——;—I;'— sin. an, X)-

On déterminera de méme tous les coéfficients suivants. II
est aisé de voir que lintégrale définie 2 /z.sin. nx dz Fx -
a toujours une valeur déterminée, quelle que puisse étre la
fonction arbitraire F z. Si cette fonct.lon F z est représentée
-par Yordonnée variable d'une hgne quon aurait tracée
d’une maniére quelconque, la fonction = F z.sin. » z, cor-
respondra aussi 4 'ordonnée d'une seconde ligne que l'on
construirait facilement an moyen de la premiére. L'aire
terminéc par cette derniére ligne entre les abscisses « =o,

L
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x ==X fera connaitre le coéfficient a,, { étant l'indice du
rang de la racine n.

La fonction arbitraire F x entre dans chaque coéfficient
sous le signe de l'intégration, et donne a la valeur de v
toute la généralité que la question exige, on parvient ainsi
a l'équation suivante

sinnp,xfzxsinp, zFr.dx Ty sin.n,xfzsin.n,xFxdx
.

1 ' € ~+ I e+#u:‘
a X——sin.an, X X——sinan, X
P o i an,

+ ete.

Telle est la forme que l’on' doit donner a l'intégrale générale

42 dv
—+ - 77 pour quelle représente

le mouvement de la chaleur dans la sphere solide. En effet
toutes les conditions de la question seront remplies: 1° 'équa-
tion aux différences partielles sera satisfaite; 2° la quantité
de chaleur qui s’écoule a la surface conviendra a-la-fois a
I'action mutuelle des derniéres couches et %1 I'action de l'air

de lequatlon - "—K

dv
sur la surface; c'est-a-dire que I'équation —— + A v==0, &

laquelle ‘chacune des parties de la valeur de » satisfait
lorsque x ==X, aura lieu aussi lorsqu'on prendra pour v
la somme de toutes ces parties; 3° la solution donnée con-
viendra a J'état initial lorsqu'on supposera le temps nul.
. 292. ' :
Les racines r, n, R g, €C, de lequatlon b .._.l——hX
tang.nX
" sont tres-megales, d'olt Pon conclut que si la valeur du
temps écoulé ¢ est considérable, chaque terme de la valeur
de v est extrémement petit par rapport & celni qui le pré,
cede. A mesure que le temps du refroidissement augmente,
les dernieres parties de la valeur de v cessent d'avoir aucune

b
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influence sensible; et ces états partiels et élémentaires qui
composent d'abord le mouvement geénéral, afin qu'il puisse
comprendre l'état initial, disparaissent presqu'entiérement,
excepté un seul. Dans ce dernier état, les températures des
différentes couches décroissent depuis le centre jusqu’a la
surface , de méme que dans le cercle les rapports du sinus
a l'arc décroissent & mesure que cet arc augmente. Cette loi
régle naturellement la distribution de la chaleur dans une
sphere solide.. Lorsqu’¢clle commence & subsister, eile se
conserve pendant toute la durée du refroidissement. Quelle
que soit la fonction F = qui représente I'état initial, la loi
dont il s'agit tend de plus en plus a g'établir; et lorsque le
refroidissement a dure quelque temps, on peut supposer
qu'elle existe sans erreur sensible.
293. .

Nous appliquerons la solution générale au cas ou la sphére
ayant €té long-temps plongée dans un liquide, a acquis dans
tous ses points une méme tempeérature. Dans ce cas, la
fonction Fx est 1, et la détermination des coéfficients se
réduit 3 intégrer x sin. nx dx, depuis x.=o0 jusquh
sin.nX —nXcos.nX

>

leur d’'un coéfficient quelconque est exprimée ainsi

x—1X, cette intégrale est . Donc la va-

sin.aX —nXcos.nX
nX—sin.nXcos,.nX’

2
ad-——--
n

le rang du coéfficierit est déterminé par celui de la racine n,
Péquation qui donne ces valeurs de n est

r;)L-f:‘:m..vs‘K:__.l — hX.
sin.nX
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on trouvera donc @ == + — A X
T n nXcos.écnX —cos.nX

Il est aisé maintenant de former la valeur générale; elle
est donnée par I'équation

v eﬂku' £ sin. nzx e"k""‘

sin.n,x

aXA™ n.(n, X cosec. 7, X — cos. n, is + n{n X cosec. ”, X - cos.n,X) +

En désignant par s, ¢, ¢ 5, etc. les racines de I'équation
4

ungJ:[—_ﬁX, et les supposant rangées par ordre en

commengant par la plus petite; remplacant n, X, n, X, 2, X, ete.
pare, ¢, e, etc., et mettant au lien de K et 4 leurs valeurs

K
E-ﬁ €
ratures pendant le refroidissement d'une sphére solide qui
avait €té uniformément échauffée, I'équation

A . . s :
t g, on aura pour exprimer les variations des tempé-

K s_‘,'t K r,:‘
., ch¥x ineZ 4 CO X,

efc.

v=21X = =} + ete

K x - ; x
€ = £, COSEC, &, — COY, & s, X  t.cosec. s,—cos.e,

SECTION IL

Remarques diverses sur cette solution.

294.

Nous exposerons qnelquesg'-unes des conséquences que
I'on peut déduire de la solution précédente. Si 'on suppose
que le coéfficient 2 qui mesure la facilité avec laquelle la
chaleur passe dans lair, a une trées-petite valeur, ou que le
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rayon X de la sphére est tres-petit, la moindre valeur de s

sera extrémement voisine de zéro, en sorte ‘que l'équation
g

) (""E ‘) | AX

-:-___Iu-—Xaeredu.lth =l——--—K—', 01;, en

mang.s

8 — — gt

2.3

omettant les puissances supeérieures de ¢, ¢ = =34 T{-‘ D’uﬁ

E] r x r ‘ - "
autre coté la quantité —— — CO8. ¢ devient, dans la méme

- (5

,o, 3AX' i
hypotheése, 11{5—‘. Quant au terme ————= il se réduit i
| | }_i
1. En faisant ces substitutions dans l'équation générale,
A -

on aura v =¢ DX 4 ete. On peut remarquer que les
termes suivants décroissent tres-rapidement en comparaison
du premier, parce que la seconde raciqe n, est beaucoup
plus grande que zéro; en sorte que si les quantités A ou X

ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les
3h:

variations des températures, I'équation v==¢  CD.X. Ainsi
les différentes enveloppes sphériques dont le solide est
composé conservent une température commune pendant
toute la durée du refroidissement. Cette tempeérature diminue
comme ordonnée d’une logarithmique, le temps étant pris

pour abscisse ; la température initiale qui est 1 se réduit
3kr

apres le temps £ & ¢ TDX, Pour que la temperature initiale

X I m
devienne la fraction --,11 faut que la valeur de £ soit +-; 5'C og

Ainsi, pour des sphéres de méme matiére qui ont des dxa-

45
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I'on peut déduire de la . i ; — T AR
que le coéfficient 4 qu. - e - <o T
chaleur passe dans Fair, e~ <=
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k.2
V'équation va=e SCHE, Alnsi, en eomparant las temps
respectifs que deux petites spheres emploient 4 perdre la
moitié ou une partie aliquate de leur chalepr actoels, on
doit trourer ‘que ces mm.ps sont proportionnels aux du-

metres.

agb.

: ke

Le résultat exprimé par {'équation o = e_3m'ne con-
vient qu'a des masses d'une forme semblable et de petite
dimension, Il était connu depuis long-temps des physiciens,
et il se présente pour ainsi dire de lui-mdme. En effet si
un corps quelconque est assez pefit pour gue l'on puisse
regarder comme €gales les températures des différents
points, il est facile de reconnaitre 13 loi du refroidissement,
Soit 1 {a température initiale eommune a tous les* points,
et v la valeyr de cette température apres Je temps éeounlé ¢,
il est visible que la quantité de chaleur qui s'écoule pendant
linstant & ¢ dans le milieu supposé entretenu 4 la tempé-
rature o est ASwvd ¢, en désignant par S la surface exté-
rieure du corps. D'un autre eété C étant la chaleur gni est
nécessaire pour élever 'unité de poids de la températyre o
a la température 1, on aura C.D.V pour 'expression de la
quantité de chaleur qui porterait le volume V glu corps dont
la densité est D de la température o a la température 1.
ASwvdre
C.D.Y
nuée lorsque le corps perd une quantité de chaleur égale &

hSwd:. On doit donc aveir bequation dve=— 5%/,

Al

oupa=g FPV. Slleem'psah:formespha'lque., on aura,
45.

Donc est la quantite dont la température v est dimi- -
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Ihe
en appelant X le rayon total, I'équation »=¢ ¢D.X, -
297.
Supposons que 'on puisse observer pendant le refroidis-
sement du corps dont il s'agit deux températures 2, et v,,
correspondantes aux temps Z, et ¢,; on aura

AS  log. u,—log. v,

C.D.V L, —¢,

On conngitra donc facilement par 'expérience l'exposant
hS
C.D.¥
différents, et si l'on connait d'avance le rapport de leurs
chaleurs spécifiques C et C'; on trouvera celni de leurs
conducibilités extérieures 2 et A. Reéciproquement, si l'on
est fondé a regarder comme’ égales les valeurs 4 et A’ de la
conducibilité extérieure des deux corps différents, on con-
naitra le rapport des chaleurs specifiques. On voit par-la
. qu'en observant les temps du refroidissement pour divers
liquides et autres substances enfermées successivement dans
un méme vase d’une tres-petite épaisseur, on peut deter-
miner exactement les chaleurs spécifiques de ces substances.

Nous remarquerons encore que le coéfficient K qui mesure
1a conducibilité propre n'entre point dans I'équation

- Si T'on fait cette méme observation sur des corps

3 ke
pv—e¢e ~CDX

-

1

ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite
dimension ne dépendent point de la conducibilité propre ;°
et 'observation de ces temps ne peut rien apprendre sur
cette derniére propriété; mais on pourrait la déterminer en
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mesurant les temps du refroidissement dans des vases de
différentes épaisseurs.
298.

Ce que nous avons dit plus haut sur le refroidissement
d’une sphére de petite dimension , s'applique au mouvement
du thermometre dans I'zir ou dans les liquides. Nous ajou-
terons les remarques suivantes sur l'usage de ces instru-
ments. '

Supposons qu'un thermometre & mercure soit plongé
dans un vase rempli d'eau échauffée, et que ce vase se
refroidisse librement dans lair dont la température est
constante. Il s'agit de trouver la loi des abaissements suc-
cessifs du thermometre.

Si la température du liquide était constante, et que le
thermometre y fut plongé, il changerait de température en
g'approchant tres-promptement de celle du liquide. Soit
la température variable indiquée par le thermometre, clest-
a-dire son élévation au-dessus de la température de lair;
soit z I'élévation de la température du liquide au-dessus de
celle de l'air, et ¢ le temps correspondant i ces deux valeurs
@ et u. Au commencement de l'instant d ¢ qui va s'écouler,
1a différence de la température du thermométre 2 celle du
mercure étant v — « la variable ¥ tend & diminuer, et elle
perdra dans l'instant d¢ une quantité proportionnelle &
v—u; en sorte que l'on aura I'équation dv==-h(v—u)dt.
Pendant le méme instant d¢ la variable & tend & diminuer,
et elle perd une quantité proportionnelle & z, en sorte que
Yon a I'équation d u= — Hud¢. Le coéfficient H exprime
la vitesse du refroidissement du liquide dans air, quantité
que I'on peut facilement reconnaitre par l'expérience, et le
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coéfficient A exprime la vitesse avec laquelle le thermometre
se refroidit dans le liquide. Cette dernidre vitesse est beaw-
coup plus grande que H. On peut pareillement trouver par
l'expeérience le coéfficient A en faisant refroidir le thermo-
metre dans le liquide entretenu a une tempeérature constante.
Les deux équations du=mwHade ¢t dv—=-ch (vuuu)dt

ou u:Ae“Ht et %‘—; =—hv+ kA o Bk fournisseut
celle-ct v —u= eu_h+ a He“Ht, a et b étant des con-

stantes arbitraires. Supposons mainteuant que la valeur
initiale de v - u soit A, c'est-d-dire que la hauteur du
thermometre surpasse de 4 la vraie température du liquide
au commencement de I'immersion; et que la valeur initiale
de u soit E, on déterminera a et &, et I'on aura

w—u:nekht+-:l—‘;% (emﬂ‘-——-e‘““).

L.a quantité » — x est I'erreur du thermomeétre , c'est-a-dire
la différence qui se trouve entre la température indiquée
par le thermométre et la températare réelle du liquide an
méme instant. Cette différence est variable, et Péquation
précédente nous fait connaitre suivant quelle loi elle tend a
décroitre. On voit par I'expression de cette différence v—u

que deux de ses termes qui contiennent «*¢ diminuent
tres-rapidement , avec la vitesse quon remarquerait dans
le thermometre, i on le plongeait dans le liquide &4 tempe-

ratute constante. A YTégard du terme qui contiente =,
son décroissement est beaucoup plus tent, et s'optre avec
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la vitesse du refroidissement du vase dans J'air. I| résplte
de la quaprés up remps bien pen considérsble, l'erreur du
thermometre est représentée par le seul terme

H.B H:

FRE oM gy a

299.

Voici maintenant ce q:ueggexpérience apprend sur les
valeurs de H et 4. On a plongé dans V'ean, A 8° : (division
octogésimale ), ‘un thermometre qui avait d'abord éié
échaufl€, et il est descendu dans l'eau de 4o 4 20 degrés en

six secondes. On a répéte plusieurs fois et avec soin cette

expérience. On trouve d'apres cela que la valeur de e_h

est 0,000042, si le temps est compté en minutes, c'est-&-
dire que I'élévation du thermometre étant E au commence-
ment d'une minute, elle sera E (0,000042) a la fin de cette
minute. On troave sussi & log. ¢ == — 4,3761271. On «
laissé en méme lemps se refroidir dans l'air & 12° ua vase
de poroelaine, rempli d'ean échauffée a 60°. La valewr de
e’”H dans ce cas a été trouvée de 0,g8514, celle de H log. e
est— o, 006500. On voit parla combien est petite la valeur

' . —A \ -
de la fraction ¢, et qu'aprés une seule minute chaque

terme‘mullipliépara““ n'est pas la moiti¢ de 1a dix-
millieme partie de ce qu'il était an commencement de cette
minute. On doit donc n'avoir aucun <gard a ces termes

- y s [ g H.B
dans la valeur de ¥ — u. 1l reste I'équation v — & = —H

He H Hu L ; v
Ot Vi = o s -~ DV'apris les valenrs trouvées

pour H et %4, on voit que cette derniere quantité % est plus
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de 673 fois plus grande que H, c'est-a-dire que le thermo-
metre se refroidit dans I'eau plus de six cent fois plus vite

que le vase ne se refroidit dans l'air. Ainsi le terme f—l; est

certainement moindre que la 600t partie de I'élévation de
Ia température de I'eau au-dessus de celle de I'air, et comme

H Hu
le terme r— - - st moindre que la 600 partie du pré-

cédent qui est déja trés-petit, il s'ensuit que I'équation
qu'on doit employer pour représenter tres-exactement

Y H. r # .
lerreur du thermometre est v — u — 'TE En général si A

est une quantité tres-grande par rapport 4 H, on aura tou-
jours l'équation v — u == %—E
300.

L'examen dans lequel on vient d’entrer fournit des consé-
quences tres-utiles pour la comparaison des thermomeétres.

La température marquée par un thermometre plongé dans
un liquide qui se refroidit est toujours un peu plus forte
que celle du liquide. Cet excés ou erreur du thermomeétre
diminue en méme temps que I'élévation du thermométre.
On trouverait la quantité de la correction en multipliant
I'élévation actuelle « du thermometre, par le rapport de la
vitesse H du refroidissement du vase dans l'air 2 la vitesse
% du refroidissement du thermometre dans le liquide. On
pourrait supposer que le thermometre, Iorsqu il a été plongé
dans le liquide, marquait une température inférieure. Clest
méme ce qui arrive presque toujours; mais cet €tat ne peut
durer ; le thermometre commence a se rapprocher de la
température du liquide ; en méme temps le liquide se
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refroidit , de sorte que.le thermométre passe d'abord A la
température méme du liquide, ensuite il indique une tem-
pérature extrémement peu différente et toujours supérieuré.

' . 3oo. ' 4 Rl
On voit par ces résultats que si U'on plooge dans un méme
vase rempli d'un liquide qui se refroidit lentement diffé-
rents thermometres, ils doivent tous indiquer & trés-peu-
pres la méme température dans. le méme ‘instant. Appelant
h, K, K, les vitesses du'refroidissement de:chacun de ces

Hu H H g
thertnométres dans le liquide, on aora 5% —= h'“’ k:‘ pour

les erreurs respectives. Si deux thermometnes sont €gale:
ment sensibles, c'est-a-dire si les quantltes h et k' sont les
, mémes leurs températures dlﬂ'ereront également de celles
du llqulde Les coefﬁments h, W, N, ont de grandes valeurs
en’ sorte que les erreurs des thermometres sont des quan-
tltes extrémement petites et souvent inappréciables. On con-
clut de 12 que si un therrometre est construit avec soin et
peut étre regardé comme exact, il sera facile de construire
plusieurs autres thermométres d'une exactitude égale- Il
suffira de placer tous les thermométres que I'on voudra
diviser dans un vase rempli d’un liquide qui se refroidit
lentement, et d'y placer en méme temps le thermometre qui
doit servir de modeéle ; on n'aura plus qu'a les observer tous
dp degte en degré, ou a de plus grands intervalles, et l'on
marquera les pomts ou le mercure se trouve en méme temps
dans les différents thermometres. Ces points seront ceux
des divisions ‘cherchées. Nous avons appliqué ce procédé a
la construction des thermometres employés dans nos expé-

46
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riences, en sorte que ces instraments coincidaient Wajours
exactement dans des ¢irconstances semblables,

Non-seulement cette compartison des thermométres per.
dant la durée du refroidissement du liquide établit entre eux
une coincidence parfaite, et les rend tous semblables A un
seul modele; meis on en déduit aussi l¢ moyen de diviser
exactement le tube de ce thermomerre principal sur lesquels
tous les antres doivens étre réglés. On satisfait amsi & k
eondition fondamentale de cet -imstrument, qui est que
deux intervalles quelconques comprenant sur I'échelle un
méme nombre de degrés contiennent la méme quantité de
mercure. Au rest¢ nious omettons ici plusieurs détails qui
n'appartiennetit point directement 4 I'objet de notre ouvrage.

' 3o1.

On a déterminé dans les drticles précédents la tempé-
rature » que recoit apres le temps écoulé ¢ une couche sphé-
rique intérieure placée & la distance z du centre. Il s'agit
maintenant de calculer Ia valeur de la température moyenne
de la sphére , ou celle qu'aurait ce solide si toute la quantité
de chaleur qu'elle contient était €galement distribuée entre
tous les points de la masse. Le solide de la spfrere dont e

rayon est z etant 41: , la quantité de chaleur contenue

dans une enveloppe sphé:nq'lle dont la températare est v,

et qui est placée i la distance 2, sera 4v d (5-35’) Ainsi la
X

v-4(*5)

41=~

chalmrmoyennees“if our a:*vd:a, Iiaté-
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grale érant prisc depuis 5= jusqua ¥ == X.On merre.
pour v sa valeur -

—knte . —%n2t . ay —knjt .
e kA “sm.nlxﬁ-f—’e n’_‘snn.n,x+f-’-¢ k"’tsm.n..r+etc.
< = oZ .
et I'on anra {’équation

3/, d 3 sin. nxe—an,'x:os n, Xde——-‘l’n}t
fof 7 vdus=gs|a, S
sm.n,%-——":,)[cos.n,x 4e—kn::+etc.}

3

+a,

On a trouvd précédemment g,==_ M aS o mlen k. on

m oamX—IsinamX
aura donc, en désignant par z la température moyenne,

. K8y (ED.E '
.z sin, e, ~—& C0s.¢, e—" C.D.X 4 sin.s,—e,cos.8 £

53#8 {as,—sin. a2¢,)e, ; ex{22,—sin.ae,)e, d

équation dams laquelle tous les coefﬁcnents des exponen-

tielles sont posmfs
3o2.

Nous considérerons le cas ou tountes les autres eonditions
demeurant les mémes, la valeur X da rayon de la sphére
deviendra infiniment grande. En reprenant la construction
rapportée en l'article 285, on voit que la quantité !—:-gf deve-
nant infinie, la droite menée par l'origine, et qui doit couper
les différentes branches de la courbe se confond avec Yave
des . On trouve donc pour les différentes valeurs de ¢ les

K
&,
Le terme de 1a valeur de z qui contient ¢ —C.D’ X' deve-

46.
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nar, 2 mesure que le temps augmente, beaucoup plus grand
que les suivants; cette valeur dé z apres un certain temps
est exprimée sans erreur sensible par le premier terme seu-

lement. Lexposant etant égal A K =55 D %i» On Voit que

le refroidissement ﬁnal est tres-lent dans les sphéres d'un
grand diametre, et que exposant de e qui mesure la vitesse
du refroidissement est en raison inverse du quarré des
diamétres.

e 303.

On peut d'apres les remarques précédentes se former une
idée exacte des variations que subissent les températures
pendant le refroidissement d’une sphére solide. Les valeurs
initiales de ces températures changent successivement, a
‘mesure que la chaleur se dissipe par la surface. Si les tem-
~ pératures des diverses couches sont d'abord égales, ou si
elles diminuent depuis la surface jusqu'au centre, elles ne
peuvent point conserver leurs premiers rapports, et dans tous
les cas , le systéme tend de plus en plus vers un état durable
qu'il ne tarde point a atteindre sensiblement. Dans ce der-
nier état, les tempeératures décroissent depuis le centre
jusqua la surface. Si l'on représente par un certain arc
moindre que le quart de la circonférence le rayon total de
la sphere, et que, divisant cet arc en parties égales, on
prenne en chaque point le quotient du sinus par Farc, l¢
systéme de ces rapports représentera celm qui s’établit ¢
lui-méme entre les températures des ¢ouches dune cgu
épaisseur. Des que ces derniers rapports ont lieu, ils «
tinuent de subsister pendant toute la durée du refroic.
ment. Alors chacune des températures diminue comme
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donnée dune logerithmique, le temps étant pris pour
abscisse, On peut reconnaitre que cet ordre est établi en
observant plusieurs valeurs successives z 2’ z° 2", etc. qui
désignent la température moyenne pour les temps ¢, ¢+-0,

{420, t+3 0, etc. la suite de ces valeurs converge toujours

vers une progression géométrique , et lorsque les quotients
.oz 3z 2 .
successifs —» 77y s €ic. ne changent plus, on en conclut

que les rapports dont il s'agit sont établis entre les tempé-
ratures. Lorsque la sphére est d'un petit diametre, ces
quotients sont sensiblement égaux des que le corps com-
mence a se refroidir. La durée du refroidissement pour un
intervalle donné, c'est-a-dire le temps nécessaire pour que
la température moyenne z soit réduite 3 une partie déter-

minée d’elle- méme i , est d’autant plus grande que la sphére

a un plus grand diametre.
304.

Si deux spheres de méme matiere et de dimensions diffé-
rentes sont parvenues  cet état final ol les températures
s’'abaissent en conservant leurs rapports, et que I'on veuille
comparer les durées dun méme refroidissement, cest-a-
dire le temps © que la température moyenne z de la pre-

.y . r * 1 2 !
miere emploie pour se réduire a —, et le temps €' que la
température 2 de la seconde met a devenir :T; il faut con-

sidérer trois cas différents. Si les spheres ont 1'une et l'autre
un petit diamétre, les durées © et @ sont dans le rapport
méme des diametres. Si les spheres ont I'une et l'autre un
diametre trés-grand , les durées 6 et &' sont dans le rapport
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des quarrés des diametres; et si les sphires ont des diamétres
compris eutre ces deux limites, les rapports des temps
seront plus grands que ceux des diamétres, et moindres
que ceux de leurs quarrés. On a mapports plusbantlu
valeurs exactes de ces rapports.

La question du mouvement de la chaleur dans une sphbu
comprend celle des températures terrestres. Pour traiter
cette derniere question avec plus d'étendue, nous en avons
fait I'objet d’'un chapitre séparé.

305.
L'usage que lon a fait précédemment de I'équation

) 5 . » rl - W
e =1 est fondée sur une construction géométrique qui

est tres-propre a expliquer la nature de ces équations. En
effet cette construction fait voir clairement que toutes les
racines sont réelles; en méme temps elle en fait connaitre
les limites, et indique les moyens de déterminer la valeur
pumeérique de chacune delles. L'examen analytique des
équations de ce genre donnerait les mémes résultats. On
pourra d'abord reconnaltre que I'équation ¢« — 2 tang. ¢,
dans laquel!e % est un nombre connu moindre que l'unité,
n'a aucune racine imaginaire de la forme m+n|/—i1. N
suffit de substituer au lieu de ¢ cette demidre quantité, et
'on voit apres les transformations que le premier membre
ne peut devenir pul lorsqu'on attribue & m et n des valeurs
réelles, 2 moins que » ne soit nulle. On démontre aussi quiil
ne peut y avoir dans cette méme équation

| | £ cos.t—Asin.e

¢~ iang. e ==0, ou —

=0,

aucune racine imaginaire de quelque forme que ce soit



4
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En effet, 19 les racines imaginaires du facteur — - —o
: Q0. &

n'appartienpent point a I'équation ¢—3 tang. s &= o puisque
ces racines-so.nt toutes de la forme m+n V'— 1; 2° l'édgua-

tiont Sin. ¢~ 3 Y o3 puzro it néeessarremeﬂt totttes ses Tacites

réelles Iorsque A est moindre que I unitd. Pour ; prouver cette
derniére proposition, il faut considérer sin. « comme le
produit d'une mﬁmte de facteurs qui sont

(=) (—5%) (—7%) (—)

et considérer cos. . comme dérivant de sin. s par la différen-
tiation. On supposera qu'au liew de former sin. ¢ du produit
d'un nombre infini de facteurs, on emploie seulement les
m premiers, et que l'on désigne le produit par ¢, ¢ Pour
trouver ia valeur correspondante qui remplace cos. s, on

¥

prendra d-(i‘h— ou ¢'.e. Cela posé, on aura l'équation

Pt — % ¢'m ¢ = 0. Or, en donnant au nombre m ses valeurs

successives 1, 2, 3, 4, etc. depuis 1 jusqu'a linfini, on
reconnaitra, par les principes ordinaires de I'algtbre, la na-
ture des fonctions de « qui correspondent a ces différentes
valeurs de m. On verra que, quelque soit le nombre m des
facteurs, les équations en « qui en proviennent ont les carac-
teres distinctifs de celles qui ont toutes leurs racines réelles.

De 12 on conclut rigoureusement que 1'équation iy R
tang.e

dans laquelle 2 est moindre que I'unité ne peut avoir aucune
racine imaginaire. Cette méme propoposition pourrait
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encore étre déduite d'une analyse différente que nous em-
ploierons dans un des chapitres suivants,

Au reste la solution que nous avons donnée n’est point
fondée sur la propriété dont jouit cette éqmation d'avoir
toutes ses racines réelles. Il n'aurait donc pas été nécessaire
de démontrer cette proposition par les principes de 'analyse
algébrique. Il suffit pour l'exactitude de la solution que
lintégrale puisse coincider avec un état initial quelconque;
car il s'ensuit rigoureusement qu'elle doit représenter aussi
tous les €états subséquents.



CHAPITRE VL

DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CYLINDAE

SOLIDE.

306.

Lz mouvement de la chaleur dans un -cylindre solide d'une

longueur infinie, est représenté par les eéquations
dv__ K sdv_ xdv dv
r=oo(Z=+35) e gV + =0

que l'on a rapportées (pag. 152 et suivantes) dans les arti-

cles 118, 119 et 120. Pour intégrer ces équations, on don-

nera en premier lieu & » une valeur particuliére tres-simple

exprimée par U'équation v==¢""‘u; m est un nombre
quelconque et u une fonction de w. On désigne par & le

t:oefﬁclent €D qul entre dans la premiére équation et par A

le coéfficient - qul entre dans la seconde. En substituant

la wvaleur attnbuee 4 v, on trouve la condition suivante:

m ad*u x du o.
> “"'d'.-e- T rde

On choisira donc pour z une fonction de x qui satisfasse
a cette équation différentielle. Il est facile de voir que cette
fonctien ‘peut étre exprimeée par la série suivante :

47
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‘x‘
+a’.§’.6'.8""etc"

g désignant la constante . On examinera plus particulie-

rement par la suite quuatmn différentielle dont cette série
dérive ; on regarde ici la fonction # comme étant connue, et

Ion a e 6% 4 pour la valeur particulitre de .
L'état de la surface convexe du cylindre est assujéti a une

. . . [ r . 14 - » dv
condition exprimeée par I'équation déterminée 4V -+ 2 =0,
qui doit étre satisfaite lorsque le rayon x a sa valeur totale
X; on en conclura I'équation déterminée

gXI g x-t g! xt 2gx 4gax1 sgl x‘
k ( Py Tage HeC )“‘ g T e T

ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particuliére

e EXE L est point arbitraire. Il est nécessaire que ce nom-
bre satisfasse 4 I'équation précédente, qui contient g et X.
Nous prouverons que cette équation en g dans laquelle % et
X sont des quantités données & une infinité de racines, et
que toutes ces valeurs de g sont réelles. Il s'ensuit que I'on
peut donner a la variable » une infinité de valeurs particu-

litres de la forme e 5*%* ., qui differeront seulement par
l'exposant g. On pourra donc composer une valeur plus
génerale , en ajoutant toutes ces valeurs particulieres mult-
pliées par des coéfficients arbitraires. L'intégrale qui servira
a résoudre dans toute son étendue la question proposée est
donnée par I'équation suivante :

—g kt — - '
v=a,e % B, +a.e g’“.u,+a,e g’.*.t.u,+etc.
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8.8:8s- - - etc. désignent toutes les valeurs de u qui satisfont
& I'équation déterminée; &, u, u, etc. désignent les valeurs de
u qui correspondent i ces différentes racines; a,q,aq, etc.,
sont des coéfficients arbitraires qui ne peuvent étre déter-
minés que par 1'état initial du solide.

3o7.

Il faut maintenant examiner la nature de I'équation déter-
minée qui donne les valeurs de g, et prouver que toutes les
racines de cette équation sont réelles, recherche qui exige
un examen attentif.

, - g g x‘ gi X_.
Dans la série 1 — = L4 bor R & +ete. qui exprime
L ]

i — g2
la valeur que regoit u lorsque #=X, on remplacera °;

par la quantité 8, et désignant par /9 ou y cette fonction
6 0 ¢
de 6,o0n aura y=/0=1-0+ - T toype e

I'équation déterminée deviendra

6> B¢
X 0—-—2—-+3’3, 4,3,4+etc. I:X :
—— == . 7 ou — + 0 .__qo
2 8 ] (] 04 tc _73- ?
1=+ s tags—oc

/" & désignant la fonction d—%—foﬂ
Chacune des valeurs de ¢ fournira une valeur pour g, au
moyen de I'équation )E ==0; et I'on obtiendra ainsi les

quantités g, 2, etc. qui entrent en nombre infini dans la so-

lution cherchée.
La question est donc de démontrer que T'équation

f'0

Ta 7'_0_"'"0
47.
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doit avoir toutes ses racines réelles. Nous prouverons en
effet que I'équation f8=10 a toutes ses racines. réelles, qu'il
en est de méme par canséqnent de I'éguation f"9=0, et

" s . , . 8. .
quil s'emswat que l'équation A== ?sla aussi toutes ses ra-

cines réelles, A représentant la quantité connue —{’—}-
308.

‘n a’ a‘.
PR P O

différentiée deux fois, donne la relation suivante :

L'équation y=—1—8 + — etc. €tant
d d* x
¥+ + 0k =o0.
On écrira comme il suit cette équation, et toutes celles que
Uon en dédwit par la difiérentiation,
dy oL
yrayvigg=o

dy d*y d’j__
2 TAgE i =0

» a* d+
I i =0,

etc.
et en geénéral
& JEEY, R
R -+ (l+ l)ds.ﬁ'i' » -+ &ﬂf‘-i"*%‘_ [+

Or st I'on éerit dans lordte suivant I'équation: algébrique
X :==0, et toutes celles qui en dérivent par la différentiation

Xemo, 4% X X d'X
=0 g9 Jur % g0y grm==0 ele;
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et si 'on suppose gue toute racine réelle d'upe quelcongue
de ces équations étant substitnée damg eelle qui la préetde,
et dans celle qui la suit, donme deux résultats de signe con-
troire; H est certain que la proposée X =0 a teutes ses ra-
cines réelles, et que par comséquent il en est de méme cle
boutes ses dquations subordonnées '

dX __ X __ a'X e

== 0 =0 7 =08
ces propositions sont fondées sur la théorie des équations
algébriques, et ont été démontrées depuis long-temps, Il
suffit donc de prouver que les équations

d d'
y=o, d';--—o, W_O etc.

remplissent la condition précédente. Or cela suit de I'équa-
tion générale

d:‘ da+t da’—[—:
-—-{ (-’-+l) .+{+0 i+{=0:
46 F/d | 4

car 6i on donne a 8 une valeur positive qui rende nulle la
‘ di+ r d'._y 2 :J-
fluxion ——= + . » les deux autres termes —= et ———<
ad 4% dl

“yront des valewws. de signe opposé. A L'égard. des valeurs
négatives de 9 il est visible, d'apres la nature de la fonction
6, quaucune quantité négative mise a la place de § ne pour-
rait rendre nulle, ni cette fonction, ni aucune de celles qui
en dérivent par la différentiation; car la substitution d'une

quamité négative quelconque, donne & tous les termes le

rece-
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méme signe. Donc on est assure que 'équation =0 a toutes
ses racines réelies et positives.

; ) 3og.

Il suit de la que 'équation /" §==0 ou y'==o0 a aussi toutes
ses racines réelles; ce qui est une conséquence connue des

principes de 'algébre. Examinons maintenant quelles sont
; ; 9

les valeurs successives que recoit le terme 0'{-}3-, ous. L

lorsqu'on donne a § des valeurs continuellement croissantes,

depuis =0 jlusqu’é 8= %. Si une valeur de 8 rend »’ nulle,

la quantité 8'_’—; devient nulle aussi ; elle devient infinie lors-

que 6 rend y nulle. Or il suit de la théorie des équations
que, dans le cas dont il s'agit, toute racine de y'==o0 est
placee entre deux racines consécutives de y=o0, et récipro-
quement. Donc, en désignant par 6, et 8; deux racines con-
sécutives de I'équation y'==0,et par §, la racine de 1'équa-
tion y==0 qui est placée entre 8, et §,, toute valeur de
comprise entre 6, et 6, donnera a4 ¥ un signe différent de
celul qui recevrait cette fonction y, si § avait une valeur

comprise entre §, et 6,. Ainsi la quantite 8 _3;— est nulle lors-
que 8==0,; elle est infinie lorsque 8 =1, , et nulle lorsque
8==0,. Il est donc nécessaire que cette quantité ¢ {—- prénﬂe
toutes les valeurs possibles, depuis @ jusqu'a l'infini, dans
I'intervallc de 6, a 6,, et prenne aussi toutes les valeurs
possibles de signe opposé, depuis I'infini jusqu’d zéro, dans
Pintervalle de 6, a 4,. Donc I'équation A==§. ‘_;: .a nécessaire-

ment une racine réelle entre 8, et o, et comme V'équation
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y'==0 a toutes ses racines réelles en nombre infini, il s’en
suit que l'équation A=a‘;- a la méme propriété. On est

parvenu 4 démontrer de cette maniére que I'équation dé-
terminée

g'xo_ g X4 g _Xl
AX a0 22 4,+62 <6 +ete
T axa Y 3 IYs
3T R A e

2* 3* gt X( a* 4 61
dont l'inconnue est g 4 toutes ses racines réelles et posi-

tives. Nous allons poursuivre cet examen de la fonction u

et de I'équation différentielle a laquelle elle satisfait.
310

De lequauon ry+ -1 T T == 0, on déduit l’equauon
SHD gl '
generale-?- + (i+1) T +

T o, et m-lon

suppose §==:0, On aura lequation

d<+) . é.l_f_
Q-+l”‘" it !

qui servira & déterminer les coéfficients des différents termes
du développement de la fonction /'8, car-ces coéfficients dé-

pendent des valeurs que recoivent les rapports différentiels
lorsqu'on y fait la variable nulle. En supposant le premier

connu et égal a 1, on aura la série

SRR . & 8¢ s
=1 Syt e T 0

si maintenant dans I'équation proposée
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d'u 1 du

d.r+_

—
rdzx

gu+

On it gf—: == § ¢t que l'os cherchela nouvelle équation en

u et § en regardant z comme une fonction de 6, on trouvera

da du
u+75+0?67=°"

d'ot Fon conclut

: e g B E B
=1 ,,—-’,3,+2,3,4,+et¢-,
L]
ou l&"“l—g—z-‘--l-g - -+ &tc.

2* 3

A\ wst Facile d'exprimer Ia semme de cotte série. Pour
obtenir ce résultat, on développera comme il suit la fonc-
tion eos. (u 8iR. ) en cosinus d'arcs multiples. On sura,
par les transformations connues,
_ae:"/-' _lle-—xv‘-: —~£¢e:V:; E-uc_‘l/:

2 cos. (a sin. x)=e? e 2 +e 32 g3

et désignant e™V " par w

| el 3 Sy
@ —— i 4 iyl Wi

b e B8
2 cos. (asin.x)==e * ¢ * e ® ”

En développant le second membre selon les pwissances de
@, on trouvera que le terme qui ne contient point » dans le
développement de cos. («sin.x) est

a’ at a?

VOu NI
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les coéfficients dew',«’, w’, etc. sont nuls, il en est de méme des
coéfficients des termes qui contiennente ~ ,m—"s, @ 51 etc.;

le coéfficientdew est le méme que celui de o’; le coéfficient
de o' est 2 ( at L

) 2.4.6.8  2°.4.6. 3 1o
w "4 est le méme que celui de of; 11 est aisé d'apnmer

Ia loi suivant laquelle ces coéfficients se ‘succedent; mais,

sans s’y arréter, on ecnra 2 COos. 2 x au heu de (w + ® ‘_‘“)

ou 2 cos. 4 z au lien de (u + o ) ainsi de suite : ‘done
la quantité 2 cos. (« sin.z ) peut étre facilement développée

en une série de la forme
A+ B cos.az + C cos. 4.1:+Dcos.6:b+ ete.

+ etc. ) le coefﬁc:ent de

b |

et le premier coéfficient A est egal a

s é 4

2(1-'4;74-

2*.4' 2'.4°.6°

-+ etq.);

si l'on compare maintenant I'équation générale que nous
avons donnée précédemment

;-n?x:-;fqzdz+cos.zf9.zws. zdz + etc.

a celle-ci, 2cos.(asin. z)==A -+ B cos. 2x+C cos. fx+ etc.,
on trouvera les valeurs des coéfficients A, B, C, exprimees
par des intégrales définies. Il suffit ici de trouver celle. du
premier coéfficient A. On aura donc

~A—*- f(cos (e sin. .z:)a’..:r:)

l'intégrale devant étre pris depuis =0 jusque x=+. Donc

48
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at C at

2...4, -_‘-2: 43 6:

la valeur de la série 1 — E;+ + etc. est celle

_ _ .
de Pintegrale 6éﬂniefdx cos. («sin. ). On trouverait de
la méme maniere par la comparaison des deux éqilations les
velenrs des ceéffintents suivants B, C. etc.; on. a indiqué ces
résultats, parce qu'ils eont atiles dans d'autres recherches
i depe'ndent de la méme theorle Il suit de la que la va-
leur partncullere de » qui satisfait a 'équation

Y s du

gu-_[_F_[_}&-;:oest;fcos. (l/g.S'lI'l.P) d:l' N

lintégrele étant prise depuis r==o jusqu'a r==r. En dési-
gnant par ¢ cette valeur de u, et faisant u==gqs, on trou-
vera S==a + & f ff: et Yon aura pour l'intégrale complete

d u L du

de 'équation g & + 57— + - 7—==0,

. dx .
“:(A +Bfm(xl/§8!ﬂr)d")’) COB.(IVE.SIH.T)JF,
A et B sont des constantes arbitraires. Si 'on suppose B—o
on aura, comme précédemment, u= [ cos.(z} z.si0. r)d r.

Nows: ajouterons les remarques suivantes relatives a cette
dérnidre expression. '
311,
L’équation

0" > at 4.6
W[cos (asm u) du=1—— G 0‘4 — .g° + etc.
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se vérifie d'elle-méme. En effet, on a

; L Bsincu | Ssinte 8
fcos. (8sin.u)du= du(l-—— m; -+ :;: 3.3".:5‘6‘4- tc)

et intégrant depuis u==0 jusqu's u=—r=, en désignant par
S,S; Ss etc. les intégrales définies

fain.’u du,fsip.‘u du, fsin.“u du etc.

ol aura

al

‘ g ® o
;'-chos. (88in. &) du=1 -—-;.S, + m.s‘-—— ;mss+ etc.

il reste & déterminer §,S,S,; etc. Le terme sin."u, n e'talllt un
nombre pair, peut étre développé ainsi :

sin."z=A, + B,cos. an+ C,cos. 4n+ etc.
en multipliant par du et intégrant entre les Limites u==o
et ==, on aura seulement [(du sin." )= A, x, les autres

termes s'évanouissent. On a, d’apres la formule connue pour
le développement des puissances entieres du sinus,

__1567.8
— 2 1.2.3.6

A=2112 Aa=1-3'—:‘—‘, A =5 422 ete.

en substituant ces valeurs de S, 8,S;S, etc., on trouve

g g

Oy o Or etc.

fcos. (&sm u) du..._l——-o—+

On peut rendre ce result:;t plus geénéral en prenant, au
lieu de cos. (#sin. u); une fonction quelconque ¢ de ¢ sin. u.

48.
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Supposons donc que l'on ait une fonction ¢ z qui soit

= 3

. ainsi développée gz==¢ + 29’ + '-";- ¢ + ;z_—-:,-) ¢ +etc.,on aura

. . F A L
g(fsin. u)==¢ + t¢.sin. & + —¢.8I0. 4 + —=¢".5in." & + elc.

et :—:fduqa(tsin.u)=q; +t9.5,+5 4.8+ ﬁep"'.s,_+ezc.(e)
Or, il est facile de voir que S,S,5;85, etc., ont des valéurs
nulles. A l'égard de S,5,5;S,... leurs valeurs sont les quaﬂ-
tités que nous avons designées précédemment par A, A, A,...
etc. C'est pourquoi, en subg.tituantces valeurs dans 'équation
(¢), on aura généralement, et queile que soit la fonction ¢

ifq;(tsin. wldu=g¢+ t;:?'+;%?"- + ;,_—f‘-‘:—.?tp." + etc.,
dans le cas dont il s'agit, la fonction ¢ z représente cos. z,
et 'on a g==1, ¢'=—1, ¢ =13, ¢ ==-—1, ainsi de
suite. o w

31a.

Pour connaitre entiérement la nature de la fonction f1,
et celle de I'équation qui donne les valeurs de g. il faudrait
considérer la figure de la ligne qui a pour équation

3

== 0+a. : tc
= 2° '.-_‘.3‘-‘7_,'3 :

et qui forme avec I'axe des abscisses des aires alternative-
ment positives on négatives qui se détruisent réciproque-
ment; on pourrait aussi rendre plus générales les remarques
‘précédentes sur I'expression des valeurs deés suites en inté-
grales définies. Lorsqu'une fonction d'une variable x ést dé-
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veloppée selon les puissances de x, on en déduit facilement
la fonction que représenterait la méme série, si l'on rem-
plagait les puissances

x 22’ x'x'... etc. par cos.zx, €os. 2z, cos. Iz, cos. 4z, etc.

en faisant usage de cette réduction, et du procédé indiqué
par le paragrap. 2. de l'art. (235), on obtient les intégrales
définies qui équivalent a des séries données : mais nous ne
pourrions entrer dans cet examen , sans -nous écarter beau-
coup de notre objet principal. 1l suffit d'avoir indiqué les
toyens qui nous ont servi a exprimer les valeurs des suites
en intégrales définies. Nous ajouterons seulement le déve-

AL . .
loppement de Ia quantité 6 7T en une fraction continue.

3:3.
L'indéterminée y ou f9 satisfait a I'équation

_;r+d°+ﬂds_ =0

d’ou I'on déduit, en désignant par ¥,y ,y",»" etc. les fonc-
dy d*y d*y d'y

tions 3, i g5 e ote- )

=y 4+A" on f ' S .. d'ol I'on conclut

=3y" A" T W

=3y AT : Y L

=4y 44" E A 4 — 1 y

ete. Yy :l_y"-}-_a_" - g T8
v m
A =
A A 8 g,
x* — 0 - 51
AT e 6—etc



382 THEORIE DE LA CHALEUR.

Ainsi la fonction — _{B qui entre dans l’quation déter-

minée a pour valeur la fraction continuée a I'infim

]
1—35
28
3
h—t
5 — etc.
314.

Nous. allons maintenant rappeler les résultats auxquels
nous sommes parvenus jusqu'ici.

Le rayon variable de la couche cylindrique étant désigné
par z, et la température de cette couche étant v qui est
fonction de x et du temps ¢, cette fonction cherchée v doit
satisfaire a 'équation aux différences partielles

l
@ ——_k( z d.c
on peut prendre pour v la valeur suivante:
——mE
p—2¢ Ay

u est une fonction de x qui satisfait & 1'équation

m d*u 1 du
[ N F

Si l'on fait g f:-

% * o ¢t que l'on considére & comme une
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fonction de 6, on aura u+ :—; + 9 %‘:a.h valeursnivante,

e &
U= +;-——2,_3,+2,-3,.4,—-—etc.

satisfait 2 I'équation en u et 8, on prendra donc pour valeur
de u en x celle-ci,

" t m x° m® xt m? x?
— ——— - — -————

I P E T TP vl e,

la somme de cette série est

1%_fcos. (a:\/% sin. r) dr;

I'intégrale étant prise depuis r—=o jusqu'd r==r. Cette
valeur de u en z et m satisfait i I'équation différentielle, et

conserve une valeur finie lorsque x est nulle. De plus, 'équa-

. k dll . A . .
tion ;u + — ==0 doit étre satisfaite lorsque z==X rayon

du cylindre. Cette condition n’aurait pas lieu, si I'on donnait
2 la quantité m qui entre dans la fonction z une valeur
quelconque; il faut que l'on ait I'équation

KX 0
2T 1=
a—b h
I
- - JA

5"_' ﬂtc.
dans laquelle 9 désigne ? ?— Cette équation déterminée qui

équivaut a la suivante :
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’ 30 406

AX 6- ]
’_(I_ﬂ-}-;; at 3,+etc.)_a-—-~;-;+2,.‘ ’3,‘,-!—6“:

donne pour ¢ une infinité de valeurs réelles que I'on désigne
par 8, 6,, 6, etc., les valeurs correspondantes de m

a? kﬂ 2’ k0, a*kb,
SOt —5—; ~g, gy ele; ainsi la valeur particuliére de

v est exprlmee ainsi,
_ ——-:'ﬁ'ta,‘ z‘/ﬁ. . d
TV == € gy cos.(a—x ,sm.q) q

On peut mettre, au lieu de 0,, une des racines 4, , 6,, 8,
8, etc., et Ion en composera une valeur plus générale

exprimée par I'équation
x'v:_*a,e“a,fts'ﬁm. (2 > LG, . sin. q) dg
a,e > “e‘f (9. 16, . sin. q)dq

+a,e".."_'._’i:-_—i[cos. (2J_l L, . sin. q)dg
-+ etc.

a,...a,... a, sont des coéfficients arbitraires : la variable ¢
disparait apres les intégrations qui doivent toutes avoir liew
depuis g ==0 jusqua g=-r.
: 315.

Pour démontrer que cette valeur de » satisfait a toutes
les conditions de la question et qu'elle en contient la solu-
tion geénérale, il ne reste plus qua determiner les coéffi-
cients a,, a,, a,, d’apres I'état lmtlal On reprendra lé-

quatlon

-t e, § -yl
v=—a.e ' .U +a,e YLu, 4 ase T .uy +ele.
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dans laquelle u,, u,, u, sont les différentes valeurs que
prend la fonction u ou

m = m? I" 3 ﬂl’ :! t
ITrrntE T T E T e T

lorsqu’on met successivement au lieu de 'E les valeurs g, ,
&, &, etc. En faisant £==0, on a I'équation

V=a. u,+ a,u, + a;u, + etc. ,

dans laquelle V est une fonction donnée de z. Soit ¢ x cette
fonction, et représentons la fonction u_ dont l'indice est 7,

par ¢ (zV7g,)- On aura
px=a,$(xV g, )+ a.§(zV3,) + @ (217, ) + ete.

Pour déterminer le premier coéficient, on multipliera chacun
des memhres de I'équation par s,dx, s, €tant une fonction
de z, et 'on intégrera depuis r=—0 jusqu'a x=X." On dé-
terminera cette fonction ¢, , en sorte qu’apreés les intégrations
le second membre se réduise au premier terme seulement,
ou se trouve le coéfficient a,, toutes les autres intégrales
ayant une valeur nulle. Pour determiner le second coéfhi-
cient 2,, on multipliera pareillement les deux termes de
Téquation ¢ x—=a, u, + @,u, + a;u, + etc. par un autre fac-
teur o, dxz, et 'on intégrera depuis r=—o jusqu'a r=X.
Le facteur o, devra étre tel que toutes les intégrales du se-
cond membre s'évanouissent, excepté une seule, savoir,
celle qui est affectée du coéfficient @,. En général, on em-
ploie une suite de fonctions de = désignées par o, 9, 0,0, €tc,
qui correspondent aux fonctions u,, u,, u etc.; chacun

49
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de ces facteurs ¢ a la propriété de faire disparaitre par I'inté-
gration tous les termes qui contiennent des intégrales défi-
nies excepté un seul; on obtient de cette maniere la valeur
de chacun des coéfficients a, a,a, etc. Il faut donc chercher
quel!% sont les fonctions qui }omssent de la propriété dont

il s'agit.
316.
Chacun des termes du second membre de 'équation est

une intégrale deéfinie de cette forme a fo.u dx; u est une
fonction de z qui satisfait a 'équation

mu+d‘u 1 du
* dx? x dx

on aura doncaf udx——_a_f(;j: 3'?:4) En
développant au moyen de I'intégration par parties les termes

f° i -dzx etf d -
on a f( s d.:)=~_C+u§_fud(§-)
et fc%f.dx_—zn'+j—:¢-u.§+fu£’7 da

Les intégrales devant étre prises entre les limites z=0
et z==X, on déterminera par cette condition les quantités
qui entrent dans le développement, et ne sont point sous

=0,

le signe f Pour indiquer que l'on suppose £==0 dans une

expression quelconque en x, on affectera cette expression
de lindice a;et on lui domnera 'indice « pour indiquer le
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valeur que prend la fonction de z, lorsqu'on donne 4 cette
variable z sa derniere valeur X.

On aurz donc, en supposant z==o dans les deax équa-
tions précédentes :
o=C + (u*;)l et o==D + (% c-—-—u__;i .

on détermine ainsi les constantes C et D. Faisant ensuite
z==X dans ces mémes équations, et supposant que I'inté-
grale est prise depuis z==0 jusqu'a z==X, on aura

JG .‘;’id 2)=(u2),~(u2),~f#2(3)
ot f (st =) =(fe—ug)— (fo—sfe) .+ f(52)

on obtient ainsi I'équation

mf(g.udz)—_.f{uﬂ—— (:)}d w+(Pra—uds+ul),

du
(--l&z— -+ u:)
w e 8 311.
Si la qumtlte —d ( ) qui multxphe u sous le signe
dx

d'intiégration dans le second membre érait égale au: produit’
dais par un coéfficient constant, les termes :

f‘ ‘:d( )'d-:c]etfaudx

49.
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pourraient étre réunis en un seul, et I'on obtiendrait poar

I'intégrale cherchée /¢.u dx une valeur qui ne contiendrait

que des quantités déterminées, et aucun signe d'intégration;

Il ne resterait plus qu'a égaler cette valeur a zéro.
Supposons donc que le facteur o satisfasse a l'équation

différentielle du second ordre s ( )_ o de

méme que la fonction u satisfait 2 I'équation

m o du  xdu__
TN e ol ff.t'_"'o’

m et n étant des coéfficients constants, on aura

n—m d __(tf_u. __uii o 5) du de s
T JeieE= oatmliny Bl o\ )
Il existe entre u et o une relation trés-simple qui se décou-

d( )_o on

suppose a==x S, on a, par le résultat de cette su.bst:tutlon,
d* s 1 da

dr Yz d=

vre, lorsque dans I'équation 7

I'équation 7 1+ 3= =0, ce qui fait voir que la

fonction s depend de la fonction u donnée par I'équation
m d’w -~ 1 du .
Fetar Y zaz— %"

11 spffit pour trouver s de chaﬁger m en n dans la valeur

de u; on a désigné cette valeur de z par (x\/%) celle
de ¢ sera donc z § (a:\/_;)

. du de e
Op aura maintenant Txotugztuz=
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VBV D D DD
S VDD (VD(V)

les deux derniers termes se détruisant d’eux-mémes, il s'en-
suit qu'en fesant =—=o, ce qui correspond a l'indice «, le se-
cond membre entier s'évanouit. On conclut de 13 I'équation
suivante :

1-rmcudx_xf+(xf)¢(XV)
—Xv2¢ (X2 (Xv/2) (f)

H est aisé de voir que le second membre de cette équation
est toujours nul lorsque les quantités m et » sont du nombre
de celles que nous avons désignées précédemment par
m,m,m; etc.

On a en effet

_ q’(""\/) AX 1'(\./)
=T VE G TR

comparant les valeurs de -;l: on voit que le second membre
de I'équation (£} s'évanouit.

Il suit de 12 qu'aprés que I'on a multiplié par ¢ dz les
deux termes de I'équation

sza,u.-l—a,u,"-agu;-l—... a,u,--l—etc., <

et intégré de part et d'autre depuis x==0 jusqui .r=\x,
chacune des intégrales définies qui composent le second
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membre s'évanouit, il suffit de prendre pour ¢ la quantité

zuouxy(x \/ ). 11 faut excepter le seul cas ou » est égal
a m, alors la valeur de f o u dx tirée de I'équation (f) se

, " 0 ’ . \ )
réduit a Gy et on la détermine par les regles connues.

318.
Soit V/’i"_:*" et \/Ezv on aura

'f(xq,(xp J(av)da)=tEE M)M'f}-_—;w'(vx ey

le second membre étant différentié au numérateur et au
dénominateur par rapport a v doonera en faisant

2 AonetS ] el 258 108
ap

=,
On a d'un autre coté l'équation
d'uw 1 du

' u+d:}+—

- ¢y ;
2770 00 i+ 'y =0,

et celle-ci,
-—':- g;-i-y..::q.':o et faisant 1:::;, A pi=0;

on pourra donc éliminer dans l'intégrale quil s'agit d'éva-
luer les quantiteés ¢ et §", ce qui donnera

(w=3) 4+ ¥=0;

on trouvera ainsi pour la valeur de l'intégrale cherchée



CHAPITRE VI 391
Xey (& *‘"') et 0 (14 A |

a*km;})?

en mettant pour ;. et X leurs valeurs, et désignant par U, la
valeur que prend la fonction u ou ¢, (a‘: \/’,’_;'_) lorsqu’on

suppose x==X. L'indice ; désigne le rang de la racine m de
I'équation déterminée qui donne une infinité de valeurs de .

Si l'on substitue m, oun -;;-X‘B,- dans K':I’.- (1 o e 3 )

2 hkm;
on aura X’U‘(l+(,kva))

319.
Il résulte de l'analyse précédente que l'on a les deux
équations

X X

f(.ru u.dxr)=o etf(a:u da:)_...(l +(2 TV,

o’ 1]

)-§ U’

la premicre a lien toutes les fois que les nombres ; et jlsont
différents, et la seconde lorsque ces nombres sont égaux.
Reprenant donc I'équation ¢ x=a, u, + a, u, + a, u, - etc.
dans laquelle il faut déterminer les coéfficients a,, a,,a,,
etc. On trouvera un de ces coéfficients désigné par a,, en
multipliant les deux membres de 'équation par x u; dx, et
en intégrant depuis z=o0 jusqua 2= X; le second membre
sera réduit par cette intégration 4 un seul terme, et I'on aura

Yéquation 2[(::: o{x) u,-da:):a;X’ U; (1 + h/a) )

qui donne la valeur de 2. Les coéfficients a,, a,, a;, a,,
€tant ainsi determines, la condition exprimée par l'équation
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pr==a.u, + a,u, + a;u, + ete., qui se rapporte a I'état ini-
tial, sera remplie.

Nous pouvons maintenant donner la solution complete de
de la question proposée; elle est exprimée par I'équation
suivante :

X
2—;1-:.:.[(.279.2.“‘ d.:t) ....g*,{-;e' f(.zq;.z.u,d.-z) ____2-‘.:5

o u e xl ]
% BX N PX N
jU,(I""'m .U-‘(l+4’i"ﬂ'
X
+f(.zq;.t.u,d.z) —ar ke
x.a 03

—_———— U .e —+ etc.
[]1 I + haXa

( e,
La fonction de z qui est exprimée par u dans I'équation pré-
cédente a pour expression

gfcos. (-’{- V. Si“-?) dg;

toutes les intégrales par rapport a x doivent étre prises de-
puis x==0 jusqua ==X, et pour trouver la fonction u on
doit intégrer depuis g==0 jusqud g=—=r=; ¢z est la valeur
initiale de la température, prise dans l'intérieur du cylindre
a la distance x de l'axe, et cette fonction est arbitraire, les
quantités 0,6,0,8,... etc. sont les racines réelles et posi-
tives de l'équation
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5—etc. -
_ 3a0.

Si I'on suppose que le cylindre ait été plongé pendant un
temps infini dans un. liquide entretenu a une température
constante, toute la masse se trouvera également échaulfée,
et la fonction ¢z qui représente 'état initial sera remplacee
par l'unité. Aprés cette substitution, l'équation generale
représentera exacteinent les progres successnfs du refroxd.ls-f
sement,

Si le temps éconlé ¢ est mﬁm,le second membre de l'equa-
tion ne contiendra plus qu'un seul terme , savoir : celui ol
se trouve la moindre de toutes les racines B,,0,,0,, etc.;
c'est pourquoi, en supposant que ces racines sont rangées
selon leur grandeur, et que 8 est la moindre de toutes I'état
final du solide sera expnme par I'équation

wX’ (o z.u, d:z:) -—-a‘kt

— 0. ’
X2
)

On déduirait de la solution générale des conséquences
semblables A cellés que présente le mouvement de la chaleur
dans une masse sphérique. On reconnait d'abord qu’il y a
une infinité d'états particpliers, dans chacun desquels les

rapports établis entre les températures initiales se conser-
90
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vent jusqu'a la fin du refroidissement. Lorsque I'état initial
ne coincide pas avec un des états simples, il est toujours
composé de plusieurs d’entre eux, et les rapports des tempé-
ratures changent continuellement, 2 mesure que le temps
augmente. En général le solide arrive bientét a cet état, ou
les températures des différentes couches décroissent conti-
nuellement en conservant les mémes rapports. Lorsque le
rayon X est tréﬁ-petit, on trouve que les températures dé-

- k
crojssent propottionnellement a la fraction e~ *X. §i au
contraire ce rayon X a une valenr extrémement grande,
Yexposant de ¢ dans le terme qui représente le systéme finzl
des températures contient le quarré du rayon total. On voit
par-la comment la dimension du solide influe sur la vitesse
finale du refroidissement. Si la température du cylindre dont
le rayon est X, passe de la valeur A 4 la valeur moindre B,
dans un temps T, la température d'un second cylindre de
rayon égal a X" passera de A 4 B dans un temps différentT.
8i les deux solides ont peu d'épaisseur, Ie rapport des temps
T et T sera celui des diametres. Si au contraire les diame
tres des cylindres sont frés-grands, le rapport des temps
T et T' sera celui du quarré des diamétres.
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PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN PRISME

RECTANGULAIBE

3ar.
L’ﬁqm’rrom i G d' == 0 que Nous avons rapportée
dz* if .
dans la section IV du chapltre I, page 119, exprime le
mouvement uniforme de la chaleur dans Vintérieur d'un
prisme d'une longueur infinie, assujétie par son extrémité &
une temperature constante, et dont on suppose les tempé-
ratures initiales nulles. Pour intégrer cette équation, on
cherchera en premier lieu une valeur particuliére de v, en
remarquant que cette fonction v doit demeurer la méme,
lorsque ¥ change de signe,ou lorsque £ change de signe;
et qu'elle doit prendre nne valeur infiniment petite , lorsque
la distance x est infiniment grande. D’apres cela il est facile
de voir que l'on peut choisir pour valeur particuli¢re de o/

la fonction @€ .cos. ny cos. pz; et.faisant la substitution
on trouve m’—7 — p’ = 0. Mettant donc pour z et p des
quantités qtlelconques, on aura m=={"w {p'. La valeur de
v doit aussi satisfaire & l’équation detcr.mmee

A dv
| I'”T"2;=-°1'_

lorsque y=1Iou —-/, et l’ethon 4 4 ;— == 0, lors-
ho.
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que z==!ou -—1, section IV du chapitre II, article 125. §i
I'on donne A @ la valeur précédente, on aura

. A
~—n SiN. Yy + % €05. By==0 €t —p SIN. p 2 + 7 COS. p2==0,
hl hi
ou T..—:pltang.pl, —E-::nltang. n‘l,
on voit par-la que si I'on trouvait un arc s tel que «tang. ¢
. gal ) . ' h ‘
équivaliit A la quantité toute connue 7 [, on prendrait pour

n ou pour p la quantité % Or, il est facile de reconnaitre
quil y a une infinité d'arcs qui, multipliés respectivenent
par leur tangente donnent un méme produit déterminé

B! don il suit que l'on peut trouver pour n ou pour p une

Fr
infinité de valeurs différentes.
_ ' 32a. _
Si I'on désigne par ¢, ¢, etc. les arcs en nombre iofini
- . 1 L - 1 - ’ &Z
qui satisfont a lequanon détermineée . tang. e==—-; on

_pourra prendre pour z un quelconque de ces arcs divisé
par .. Il en sera de méme de la quantité p; il faudra ensuite
prendre m*=nr"+ p. Si l'on donnait 3 n et & p d'autres
valeurs, on satisferait 3 l'équation différentielle; mais non
pas & la condition relative a la surface. On peut donc trouver
de cette maniére une infinité de valeurs particuliéres de v,
et comme la somme de plusieurs quelconques de ces valeurs
satisfait encore a I'équation, on pourra former une valeur
plus générale de ».

On prendra successivernent pour n et pour p toutes les
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valeurs pogsibles qui sont fli, "2’-_:,' %’ etc'.-Désignant pa::lf-z, a,
a, etc., b, b, b; etc. des coéfficients constants, on exprimera
la valeur de v par 'équation suivante:

v=(a,e'“‘“ ""+"..cos.ny+'czl,4-_m ""+';".cos.n,y+etc.)b,cos.n,z
P a,e_""" "=’+ﬂ-'.cos.n,y+a,e"z' " cos.n, y‘+etc.)6,cos.n,z
4 (a.e TV Rt cos.n, y+a,e —V/r Cos, n,y+etc.)b,cos,n,z
-+ etc. _ ’

323,

Si I'on suppose maintenant la distance z nulle, il faudra
que chaque point de la section A conserve une température
conatante. Il est donc neécessaire qu'en faisant z=0, la va-
leur de v soit toujours la méme, quelque valeur que onl’
puisse donner a y,ou a z; pourvu que ces valeurs soient
compnses entre o et /. Or en faisant /==0, on trouve %

v (4, c0s. 2,y + a,Cos. ny+ a;cos.n,y+etc )
(b,cas.n, 3+ &, cos. n.z+b cos.n;z+ etc.)._

En désignant par 1 la température constante de l'extrémité
A, on prendra les deux équations S
1 ==a,C08.n,¥ -+ a,CO8. 0,y + @;CO8. 0,y ¥ ete..
1==5,c0s.n,y + &,c08. n, -+ b,cos. n,y + etc.
Il suffit donc de détcrminer les coéfficients &, a, ay ay etc.

dont le nombre est infini, en sorte que le second mem-
bre de I'équation soit toujours égal & I'umité.: On a résolu
-

/ .
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précédemment cette question dans le cas ou les nombres
n,, n,, n,, etc. forment la séric des nmombres impairs,
section Il du chapitre III, page 175. Tci les quantité
R,y R,y n, etc. sont des irrationnelles données par une
équation d'un degré i_nﬁnime}t éleve.

241.

Posant I'équation
1=a, C0S.n,) + G, C0S. B,y + @, COS. n; ¥ + elc.,

onmultipliera les deux membres del'équation par cos. (,y)dy,
et 'on prendra lintégrale depuis y=o jusqua y=z=i
On déterminera ainsi le premier coéflicient @,. On suivram
procédé semblable pour déterminer les coéfficients suivants.
En général , si 'on multiplie les deux membres de I'équation
par cos. vy, et que l'on integre, on aura pour un seul terme
du second membre qui serait représenté par a cos. nj

intégeale,

a[(cos.ny.oos. vydy) ou Eafcos. n—v.ydy-+ Eafcos. Rty
' ' o
ou E(-;:-:;.sin.n—v.y+;—I-_'-’-_-vsin.n+u._y),etfaisan;r.:l,

r_;(n+9.sin.n-—-—s.(+'n_-:v.si:i.n+u.l -
a n—y )'

Orne valeur quelconque de n satisfait & I'équation

ntang. n l:—:%, il en est de méme de v, on aura donc
ntang. nl=v tang. v/,

ou nsin, nl cos, vi—y lil‘l. vl'cos. nl=o.
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Ainsi lintégrale précédente qui se réduit a

,,=iv' (nsin. nl cos. v{—v cos. nlsin. v7) est nulle.

11 faut excepter le seul cas ou rn=v. En repreﬁant alors

sin.n—v.l  sin. n-$v.
tegra]e sy ')onvontquemlonan__

p . . s sin, an/
elle équivaut. a la quantité ;fz_ (l i )

Il résulte de 13 que si dans P'équation
1=, CO0S. i, ) + @, COS. I, ¥ + @, COS. N,y + ete.

on veut déterminer le coéfficient d’un terme du second mem-
bre désigué par a cos. ny, il faut multiplier les deux membres
par cos. ny.dy, et intégrer depuis y=0 jusqu'a y==1I, On
aura pour résultat 'équation

4
sin.an/

fcos nydy_*—a(1+—--—— ..._-sm ni,

[

‘sin. nd

dbh I'on tire Y Y ha a..Oxi déterminera de cette

maniere les coéfficients ., a,, ayy a4 elc.; il en gera de
méme des coéfficients 4,5,5,5,, etc., qui seront respecti-
vement les mémes que les précédents.

3a5.
Il est ais€ maintenant de former la valeur génerale de v ;
&v v dv
1° elle satisfera & léqmtlon MR P ==0)9° elle satis-

fera aux deux conditions % -;+ hv=o et k—- + h V==0;

3¢ elle donnera une valeur constante pour », lorsqu'on fera
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z=o0, quelles que soient d'ailleurs les valeurs de y et de
comprises entre o et /; donc elle résoudra dans toute son
étendue la question proposée.

On est parvenu ainsi a I'équation

sin.n, Jcos.n,y = sinn,l.cos.ny sin.nl.cos.ny + -
and4sin.and " ard+sinanl anl4sin.an,l =

o P
=
ou de’signant par s, ¢, ¢ etc. les arcs n, 7, n, !, n;1, etc.

. e . CH o
?ll‘l. g, COS. ? sin, &, COS, 2 81D. €; COS. 2

47 2¢4sin.ae, + 2¢}-sin.ae, * a¢,-}-sin. 2 &,

+ etc.,

équation qui a lien pour toutes les valeurs de y comprises
entre o et /, et par conséquent pour toutes celles qui sont
comprises entre o et —/.

En substituant les valeurs connues de a, b, a, b, a, b, «c.
dans la valeur générale de », on aura I'équation suivante,
qui contient la solution compléte de la question proposée,

_‘E____;in.n.lcos.n,s sin.n, lcos. A,y —xV'n iga,’

4.4 and+4sin.an i\an l+sn.anl ¢ + etc.)

.. sin.n,lcos.n,z /sin,n,lcos.n,y —xV'5. o Fna,t
o Lrein am ! \an, o ant © '+etc.)

sin.n,lcos.n,z ¢ sin.n,l.cos.ny —xV'a fn, | )
anyl4sin.an,l\ an, 2490, 2n,! +ete
+ ete. | (E)

Les quantités désignées par n,, n,, n, etc. sont en nombre
infini, et respectivement égales aux quantités

e, & & g

AR R R TR
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les arcs ¢, ¢, 4 &, 1, etc. somt les racines de Féquation déter-
minée ¢ tang. z’—';.
_ 326.

La solution exprimée par I'équation précédente E est la
seule qui convienne a la question; elle représente l'intégrale
générale de l’equatlon d,w+j} j', == 0, dans laquelle
on aurait déterminé les fonctions arbitraires d’aprés les con-
difions données. 11 est facile de reconnaitre qu'il ne peut y
avoir aucune sofution différente. En effet, désignons par
V(x,5,z) la valeur de v déduite de lequatlon (E), il est
évident que si 'on donpait au solide des températures
initiales exprimées par ¢ (2, ¥, z), il ne pourrait survenir
aucun changement dans le systéme des températures , pourvu

que la section a l'origine fiit retenue a la température con-
stante 1 : car l'équation g.—ﬁ—: + % oy
la variation instantanéde de la temperature est nécessaire-
ment nulle. 11 n'en sera pas de méme, si aprés avoir donné€ a
chague point intérieur du solide dont les coordonnées sont
x,y, z la températare iditiale ¢ (z, y, 2), on donnait a tous
Jes points de la section a l'origine la température constante
o. On vont clairement, et sans aucan calcul, que dans ce der-
nier cas I'état du solide changerait eontinuellement, et que
la chalear primitive qu'il renferme se dissipernit peu-a-peu
dans l'air, et dane la masse froide qui maintient l'extrémité
a la température 0. Ce résultat dépend de la forme de la
fonction § (x,y, z), qui devient nulle lorsque z a une valeur
mfinie comme la question le suppose.

Un effet semblahle aurait lieu si les tempeératures initiales,

51

—— ==0 étant sat:sfa:te,
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au lieu d'étre -+ §(x, 7, z), etaient —4§ (a:,g, z) pour tous

les points intérieurs du pnsme pourvu que la section a

Torigine fut toujours retenue a la température o. Dans l'un

et l'autre cas, les températures initiales se rapprocheraient

continuellement de la température constante du milieu qut

est zéro; et les températures finales seraient toutes nulles.
3a1.

Ces principes étant posés, considérons le mouvement de
la chaleur dans deux prismes parfaitement égaux a celui qui
est l'objet de la question. Pour le premier solide , nous sup-
posons que les températures initiales sont + ¢ (x,, 2}, et
que Forigine A conserve la température fixe 1. Pour le se-
cond solide, nous supposons que les températures initiales
sont —(x,7,z2),et qua Yorigine A tous les points de la
section sont retenus a la température o. Il est manifeste que
dans le premier prisme le systéme des températures ne peut
point changer, et que dans le second ce systéme varie con-
tinuellement jusqu’a ce que toutes les temperatures devien-
nent nulles.

Si maintenant on fait coincider dans le méme solide ces
deux états différents; le mouvement de la chaleur s'opérera
librement, comme si chaque systéme existait seul. Dans
Vétat initial formeé des deux systémes réunis, chaque point
du solide aura une température nulle, excepté les points de
la section A dont la température sera 1, ce qui est conforme
4 Thypothese. Ensuite les températures du second systéme
changeront de plus en plus, et s'évanouiront entierement,
pendant que celles du premier se conserveront sans aucun

" changement. Donc, apres un temps infini, le systéme per-
manent des températures sera celui que représente Féquation
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(E), ou v==¢(x,y,2). H faut remarquer que cette consé-
quence dépend de la condition relative 4 I'état initial ; on la
déduira toutes les fois que la chaleur initiale contenue daris
le prisme est tellement distribuée, qu'elle s'évanouirait entie-
rement , si I'on retenait 'extrémité A la température o.
328.

Nous ajouterons diverses remarques a la solution précé-

dante; 1° il est facile de connaitre la nature de I'équation

s tang. =2 i1 suffit de supposer (voyez fig. 15) que l'on

ait construit la courbe w==stang. ¢, Yarc ¢ étant pris pour
abscisse, et # pour ordonnée. Cette ligne est composée de
branches asymptotiques. Les abscisses qui correspondent

aux asymptotes, sont - =%, :1:, i'n:, %w etc. : celles qui cor-

respondent aux points d'intersection sont : 1x, ax,3x, etc.
Si maintenant- on éleve a l'origine une ordonnée égale a la

i trémité on mie
quantité connue - 7 » €t que par son extremile on mene une
parallele a Paxe des abscisses, les points dmtemectlon don~
neront les racines de I'équation proposée « tang. g......-— La

construction indique les limites entre lesquelles chaque ra-
cine est placée. Nous ne nous arréterons point aux procédés
de calcul qu'il faut employer pour déterminer les valeurs
des racines. Les recherches de ce genre ne présentent au-
cune difficulté.
’ ' 329. |

2° On conclut facilement de I'équation générale (E), que
plus la valeur de z devient grande, plus le terme de la va-
leur de v, dans lequel se trouve la fraction P L L

5i.
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devient grand par rapport a chacan des suivants. En effet,
n, n, ny o, ete. £tant des quantités positives croissantes ,

la fraction ¢ %Y 2" est Ia plus grande de toutes les frac-
tions analagues qui entrent dans les termes subséquents.
Supposons maintenant que 'on puisse observer la tempé-
rature d’un point de I'axe du prisme situé a une distance x
extrémement grande, et la température d'un point de cet
axe situé a la distance & + 1, 1 étant I'unité de mesure; on
aura alors y==0, 2==0, et le rapport de la seconde tempéra-
ture a la premiere sera semsiblement égal a la fraction

e V2" Cette valeur du rapport des températures des
deux points de I'axe est d’autant plus exacte, que la distance
z est plus grande.

11 suit de la que si 'on marquait sur Faxe des points dont
chacun fit distant du précédent de I'unité de mesure, le
rapport de la température d'un point 4 celle du point qui
précede , convergerait continuellement vers la fmct:on

_.z:l/—, ainsi les températures des pomts placés a dis-
tanges €gales finissent par décroitre en progression geomé-
trique. Cette loi aura toujours l:eu, quelle que soit I'é epa.ts.seur
de la barre, pourvu que I'on considere des points situés a
une grande distance du foyer de chaleur.

11 est facile de voir, au moyen de la construction, que si
Ja quantité appelée £ qui est la demi - épaisseur du prisme,
est fort petite, 2, a une valeur beaucoup plus petite que »,,

ou n, etc.; il en résulte qne la premiere fraction e ant

est beawcoup plus grande qu'aucune des fractions analogues
Ainsi , dans le cas ol I'épaisseur de Ja barre est tris-petite,
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il n'est pas nécessaire de s'eloigner de la source de la chaleur
pour que les températures des points également distants
décroissent en progression géométrique. Cette loi régne alors
dans toutg I'étendue de la barre. - -
. o B
Si la demi —épais'senr I est une tres-petite quaniité Ta va-
leur générale de » se réduit au premler terme qul contient
e—xl/_— Aansit la fomtmn S0 mlprmla le&gm
d'un peint dost Jes codrdonnées sant . yet.z, st donnee
dams ce o gir l'nqu.aWn 1T

\j !

—— 4 .sin. nl ] . -—--.1'.' “'2’:’ ‘oL
'v (ant-}.gm 2”) -Cﬂs-n_y.cos.nze ,

larc e ou nd .dew.ent extmmemem‘ pem,mmlpe 411;[ lc 1;01;
par tei censtrucuon L’écpmhon e ﬁmg .-.--"— 1se réduxt albrs

a’s _-—Z la premlere valeur de « ou ¢, est ‘/:_}, |‘4 J,m;.

pection de la figure, on copnait les valeurs des autres ra-
cines , en sorte gue les quantités ¢, «, ¢; € ¢ €te. sont des dui-
vantes \/ T n,zw,3u,dw, ete. Les valeurs de n.n, n,udn,etc

'E T ar 31-
Vi R A l ’
on Ta dit plus haut,que st I est une l:res-pe,tlte quantlte la
premiere valeur n est mcomparablemem: plus gra.nde que
touges les autres, et gue Ton doit omettre dans la valeur
générale de v, tous les termes qui suivent le premier. Si
maintenant on substitue dans ce premier terme la valeur
trouvée pour r, en remarquant que larc nl et l'arc 2n!
sont ggaux & lewrs sinus, on eura S &

sont done —= etc ; OR en conclut comme
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; - Y
| ?'zcos. (\/9;'2;) COs. (\/57_’; e ‘/;,
le facteur \/? qui entre sous le signe cosinus étant trés-
petit, il s'ensuit que la température varie trés-peu, pour
les différents points d’'une méme section, lorsque la demi-
épaisseur [ est trés-petite. Ce résultat est pour ainsi dire
évident de lui-méme : mais il est utile de remarquer comment
il est expliqué par le calcul. La solution génerale se réduit
en effet a un seul terme,a raison de la ténuité de la barre,
et 'on a en remplagant par I'unité les cosinus d'arcs extré-
/P |

mement petits v=—e k1, équation qui exprime dans
le cas dont il s'agit les températures stationnaires.

On avait trouvé cette méme équation précédemment,
article 76, page 65 ; on l'obtient ici par une analyse entiére-
ment différente. g

: 331. :

La solution précédente fait connaltre en quoi consiste le
mouvement de la chaleur dans l'intérieur du solide. II est
facile de voir que lorsque le prisme a acquis , dans’ tous ses
points , les températures stationnaires que nous considérons,
il existe dans chaque section perpendiculaire & I'axe, un flux
constant de chaleur qui se porte vers I'extrémité non échauffée.
Pour déterminer la quantité de ce flux qui répond & une
" abscisse z. Il faut considérer que celle qui traverse pendant
I'unité de temps, un €lément de la section, est égale au pro-
duit du coéfficient %, de l'airedy dz, de I'élément d¢, etdu

rapport g-z pris avec un signe contraire. I faudra donc pren-
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dre l'intégrale -—Afdyjdz e depuls % =0 jusqud

x=l, deml-epalsseur de. la barre.1 et ensulte depuls y=a
jusqu’a y....l On. aura alfm la quatnemé part.le d‘q ﬂux
total.

Le resu]tat de ce cal;:ul faJt connaxtre la 101 suwa.nt Taquelle
décroit la quantité ql.u traverse tine section du prisme; et Ion
voit que les parties éloignkes recoivent tres-pew de chaleur
du foyer, parce: gue;;celle qui. en: emane untnedlatemenn, de
détourne. én. pa.rt:e wers la ‘surfact, pour s¢ d.iwpep dans
T'air. Celle qui traverse une section quelconque du prisme,
forme, si Fen—peut parler amm, une nappe de chalenr
dont la densité varie d'un point de la section i lautre.
Elle est continuellement employee a rerpplacer la cha,leur
qut s echappe par la surface , dans toute Yextrémite du pnsme _
située & la droite/de-la section ; il est donc riécessaire que
toute la chaleur qui sort pendant un certain temps de cette
partie du prisme, soit exactement compexisde par celle qui y
pendtre ep. verpu de la conducibilité ingérieure du solide.

o . 33a. . S 8E gh, Bo. 5

Pour verxﬁer ce résultat il faut calculer le produit du flax
établi a la surface. Lelement de la surfaceest dz dy, et »
étamt sa température 2v dz dy est la 'quantité de chaleur
qui sort de cet élément pendant l'unité de temps. Donc l'in-
tégrale A f dx fdy.» exprime la chaleur ‘ totale - émance
d’une’ portion finie ‘de 1a surface. It faut maintenant em-
ployer la valeur connue de v en y, en supposant z=1, puis
intégrer une fois depuis y==0 jusqu'é y="1, et une seconde
fois depms Te=x ]usqua a:=~ On trouvera ainsi la moitié

el
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de la chaleur qui sort'de la surface supérieure du prisme; et
prenant quatre fois le résultat, on, aura la chaleur perdue
par. les, surfaces suPeneure et lnff.'rleure O

Si on se sért maintenant de lexpress:on h fdx ftfz v,
que Top donze 2,7 dans v sa valeur /, et que 'on intégre
une f'ms- depuls z=0 ]usqua z-—l et une aeconde fms de-

pmsz....o Jusqua-.r-.— 3 00 a.ura hquatnen?e pnruede la
chalétir qui s'échappe par: les surfaces latéreales.::

mtégrale hfdzf dyfv ‘étant pﬁse entre! ies Iimltes
ésig‘rl&s Hdnne 5 5 U {788

Ra Z P _-'m’_+n'.' L
———-"‘V_’T:.mnm '3079""' AR N S A
b Lt bvs ey ey
! d D
etlmtegrale kfd:cif z. dcume R g—
A .l -——asl/ ol

;——-—T— 'cos. mlsm nZe
Done la quantité de chaleur que le pnsme perd ada sur&ce,
dans toute ‘14 -partiesitide il droite de la seétior domt
I'abscisse est z, se compose de tous les termes analogues a
ce'lm C’. o .-', ;':I - . crrd i SO

fhe VT Linmie

Ve --'sm.mlcos nlrf- Scos. ml an.nf}-
m*+4n*

. D'un aul:re co;e la q,uantnl.e de, chaleur qm penetre pen-
dant le méme temps a trgvers la section dont I absoisse est ,,
se compose des termes. analogues 2, celui~ci :

dkal/m --.rl./m T

I ! mﬂ - .I,.

sin.'ml.sin. nl;

il est donc nécessaire que I'on ait quuation
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sin.mlsin. nl=—=————.sin. m{.cos. nl
zl/m +u*

k l/m'—l—n’
m.n

o Cos. mi.sin. ni,

ou k{m +n)sm misin.nl=hm cos.misin.nl
+Ansin.mlcos.ni:

oronaseparement K m’ sin. mlsin. nl=~Am cos. m Zsin. nl,

msin.mi

A
W ", on a aussl

oum

kn*sin. nl, sin. mi=—hn cos. nlsin.ml,

n.sin.nl__.é
cos. ni ~ k?

donc P'équation cst satisfaite. Cette compensation qui s'éta-
blit sans cesse entre la chaleur dissipée et la chaleur trans-
mise, est une conséquence manifeste de hypothese;et le
calcul reproduit ici la condition qui avait d’abord été cx-
primée; mais il était utile de remarquer cette conformité
dans une matiere nouvelle, qui n’avait point encore été sou-
mise a l'analyse.

332. ,
Supposens que le demi-cote 7 du quarré qui sert de base
au prisme, soit une ligne extrémement grande, et que Yon
veuille connaitre la loi suivant laquelle les températures dé-
croissent pour les différents points de I'axe; on donnera a
et 2 z des valeurs nulles dans I'équation géneérale, et &2 / une
valeur extrémement grande. Or la construction fait connai-

. ®
tre dans ce cas que la premiere valeur de . est ;,la seconde

3 -, la troisiéme 5 T etc. On fera ces substitutions dans 1'é-

2
52
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quation générale, et 'on remplacera n.l, n.l, n,l, n,l, etc. par
3r 5% 7%

™ . .
leurs valeurs -, ~—=, =-, -, et Ton mettra aussi la fraction

« au lieu de e

(ORI
Wiy

. On trouve alors

v (E)"::I (u l’+l,--%uvm+gam-—et€.)

TR LT )
I Vs

+ E (d etc.)

. (,,V"'H'"—etc.)
7

+ etc.

%

On voit par ce résultat que la température des différents
points de I'axe décroit rapidement a4 mesure qu'on s’éloigne
de l'origine. Si donc on plagait sur un support échauffé et
maintenu a une température permanente, un prisme d'une
hauteur infinie, ayant pour base un carré dont le demi-cété
{ est trés-grand; la chaleur se propagerait dans ['intérieur
du prisme, et se dissiperait par la surface dans lair environ-
nant qu'on suppose a la température o. Lorsque le solide
serait parvenu a un dtat fixe, les points de I'axe auraient des
températures tres-inégales, et a une hauteur équivalente a la
moitié du coté de Ia base, la température du point Je plus
échauffé serait moindre que la cinquieme partie de la tem-
pérature de la base.
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CHAPITRE VIIL

DU MOUYEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CUBE
SOLIDE.

333.
I & nous reste encore 4 faire usage de l'éguation

Zi—cp\dz Tayrtar

Id'v K rd*>» d*w» d"v) (a)

qﬁ.i représente le mouvement de la chaleur dans un solide
de forme cubique exposé a I'action de Fair. (section IV du
chapitre I1, page 119) On choisira en premier lieu pour »

yo —mt
la valeur tres-simple e €OS. X CO3. py COS. gz; et en
substituant dans la proposée, on aura I'équation de condi-
tion m=k(r' +p*+¢q'), la lettre k désignant le coéfficient

'C"]Eﬁ 1l suit de la que si l'on met au lieu de =, p, g des

quantités quelconques, et si 'on prend pour m la quantité
k(rn’+p'+ ¢q'), la valeur précédente de v satisfera toujours
@ I'équation aux différences partielles. On aura donc I'équa-

tion ve=e X(FHPHVE (oo na cos. Py cos. gz. L'état

de la question exige aussi que si x change de signe, et si y
et z demeurent les mémes, la fonction ne change point; et
que cela ait aussi lien par rapport a y et par rapport & z:
or la valeur de v satisfait évidemment & ces conditions.

' 5o,
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334.

Pour exprimer I'état de la surface, on emploiera les
équations suivantes:

. iK%—!—h'»:O,
p i
+=K 2-}: 4-hv=20,
_K +k'v-.-..0. (b)

- Elles doivent étre satisfaites lorsque I'on 2 z=1:ga, ou
y==a, ou z===a. On prend le centre du cube pour
l'origine des coordonnées; et le coté est désigné par a.

La premiére des ¢quations (&) donne

- k
e ""nsm.n.rcos.pycos.gz—i—Kcos.nzcos;:ycos.gz:o,
A :
ou =& ntang. nT -t K= 0,

équation qui doit avoir lieu lorsque x=:-a.
Il en résulte que 'on ne peut pas prendre pour 7 une
valeur quelconque, mais que cette quantité doit satisfaire 2

. " # ) L)
la condition natang.na=, a. 1l faut donc résoudre l'¢-
quation déterminée ¢ tang. ¢ = % a, ce qui donnera la va-

£ yr -
leur de ¢, et 'on prendra n= —- Or l'équation en ¢ a une

infinité de racines réelles; donc on pourra trouver pour
une infinité de valeurs différentes. On connaitra de la méme
maniére les valeurs que l'on peut donner a p et a g, elles
sont toutes représentées par la construction que I'on a em-
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ployée dans la question précédente, art. (3a1). Nous dési-
gnerons ces racines par n,n, n;n,etc. Ainsi on pourra
donner a v la valeur particuliere exprimée par I'équation
v FHIHPNE) oo il Py -C0S. gz,
pourvu que Pon mette au lieu de 7, une des racines n,,n,,
n, nyete., et quil en soit de méme de p et de ¢.
330

On peut former ainsi une infinité de valeurs particuliéres
de », et il est visible que la somme de plusieurs de ces va-
leurs satisfera aussi 4 I'équation différentielle (@) et aux
équations déterminées (/). Pour donner a » la forme géné-
rale que la question exige, on réunira un nombre indéfini
de termes semblables & celui-ci:

_k a2 ’5_ a
ae t(n TEY ) «COS. nx COS. py COS. 3.

Nous exprimerons cette valeur de » par I'équation suivante :

—hkn't —kn,’t —kntt
=(a,cos.u,xe +acos.n,xe +acos.n;ze 4 ete. )

k

n.’t —k S 1 —.k
+Cos5.1n,ye = +Cos.n;y e R T ctc.)

(cos. nye

3

—kn't —kn’t —knrt
(cos.nlze +cos.n,ze | 4cos.nsze +elc.)-

Le second membre doit se former du produit des trois
facteurs écrits dans les trois lignes horizontales, et les quan-
tités @, a, a, ete. sont des coéfficients inconnus. Or, selon
I'hypothese, si lon fait /=0, la température doit étre la
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méme pour tous les points du cube. Il faut donc déter-
miner &, a, a, etc., en sorte que la valeur de ¥ soit con-
stante,, quelles que soient celles de z de y et de z, pourv
que chacune de ces valeurs soit comprise entre a et —a.
Désignant par 1 la température initiale commune a tous les

points du solide, on posera 'équation
1=—a, t08.n,T+a,cos. n, 2+ a, C08. n, T + ele.
“dans laquelle il s'agit de déterminer &, a, a, etc. Apres avoir
multiplié chaque membre par cos. r,z, on intégrera depuis
Z==0 jusqua x==a : or, il résulte de I'analyse employée
précédemment art. (325), que 'on a I'équation
____sin,n,acos.m x sin. n,d.cos. n, x sin. ny a.cos. n, 2

sin.an g sin. an,a sip.ama
-'_-n,a(:[ -+ -——) n,a(x +———-———-—-) n,a(: + ———l—)
an,a ana ana I

sin. a n,

= ),onaurn !

désignant par u. la quantité - ( + —

sin. ", G sin.r,a sin.n
1= COS. . T+ C08. BT, + s

] 's

COS. i, T + ¢&lt.

n,ap,

cette équation aura toujours lieu lorsque I'on donneraaz

une valeur comprise entre a et —a.
On peut en conclure expression générale de v, elle et

donnée par I'équation suivante :
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sin. n, ¢ —kn2t sin.na —kntt
:( cos.n,xe —+ cos.n, 3«'8
rap G R4 k4
$in. Aya ' —kn,t
Yeosnaxe T ¢ etc.)
n,ap.,a . .
sin.n, G —k&n*t sin.na —knrt
( COS.R-,J’G —+ COS n,_‘ye
R ap,a n.a
' sin.n —knst
-+ COS n,ye -+ ete. )
map,a _ :
sin. 1, 3 —kn’t sinna .l'nkt'
( COS. N,z 8 cos.n,zé
n,ap,a n,ap.a i
sin. r,2 —knre
+ Leos.n,ze P etc.)-
Ry i@ i ; :
336.

L'expression de v est donc formée du produit de trois
fonctions semblables, I'une de z, l'autre de y et la troisitme
dez, ce quil est facile de vérifier immédiatement.

En effet, si dans l'équation

d>v d‘ v
= (d.z: R =i Py ) ’
T'on suppose v==XY Z; en dénotant par X une fonction de

x et ¢, par Y une fonction de y et ¢, et par Z une fonction
de z et £, on aura

dZ dY d%X_ 27 Y
xym+xz—ﬂ+Y.z.ﬁ__k(x.Y.E+xz =+Y.Z.oX
on prendra les trois équations s€parces

dZ
d:

a*Z 4Y aY d4dX a'X

=g Fr=kpn =k
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On doit avoir aussi pour la condition relative a la surface

dV¥ dV dV h
d -+ - V—._,,_O’ d_‘r+ Vu-.O, E-I-E'V-—-O,
\
d'ou l'on déduit
dX h dY & 4T &
d—;+-K—X-—0, d—f—l-KY-—-—-O, -3—:;-+KZ-—-0.

11 suit de la que pour résoudre complétement lz question

il suffit de prendre I'équation -g—- = A 7= 2 et d’y ajouter [¢-

" - - d b = - " L
quation de condition 7’% + g #=o0 qui doit avoir lieu, lors-

'que z=—=a. On mettra ensuite a la place de x, ouy ou zet
I'on aura les trois fonctions X, Y, Z, dont le produit est la
valeur générale de ». _ . :

Ainsi la question proposee est résolue comme il suit:

ve=o(x, t).9(y, t)-9(, )

sin, 72,8 —'knyt sin.n,a —'kn'¢
o(x, )= cos.n . re cos.n,xre
R, ap, n,ap,
sin. n, @ —knt
——2— 005, Ny T € ' ele
nyap,

n,, n,, 0, etc., sont donnés par l'éguation suivante:
. ka

ctang. e— X
dans laquelle ¢ représente na; la valeur de p, est

( +sm nna)
an,a

On trouve de la méme maniére les fonctions 9 (y, £), (% ¢
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' 339. :

On peut se convaincre que cette valeur de » résoud la
question dans toute son étendue, et que I'intégrale com-
plete de I'équation aux différences partielles (@) doit né-
cessairement prendre cette forme pour exprimer les tempe'~
ratures variables du solide. :

En effet, lexpression de v-satisfait a l'équation () et aux
conditions relatives a la surface. Donc les variations des
températures qui résultent dans un instant de l'action des
molécules et de 'action de l'air sur la surface, sont celles que
T'on trouverait en differentiant la valeur de ¥ par rapport a

t. Il s’ensuit que si, au commencement d'un instant, la fonc-
tion v represente le systeme des temperatures elle repre-
sentera encore celles qui ont lieu au commencement de l'ins.-
tant suivant, et l'on prouve de mémc que I'état variable du
solide sera toujours exprimé par la fonction v, dans laquelle
on augmentera continuellement la valeur de £ Or cette
méme fonction convient a I'état initial : done elle represen-
tera tous les états ultérieurs du solide. Am51 on est assuré
que toute solution qui donnerait pour @ une fonction diffé-
rente de la précédente, serait erronée.

338. : .

Si T'on suppose que le temps écoulé ¢ est,devenu tres-
g'rand on n‘aura plus & considérer que le premier terme de
Yexpression de »; car les valeurs 7,7, n, etc.sont rangées par
ordre en commencant par la plus petite. Ce terme est donné
par l'équation

sin.n, a ——3kn 2
'v--( ) €0S. 1, Z COS.71, Yy COB.nZeE S

voila donc l’etat principal vers lequel le systéme des tempé-
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ratures tend continuellement, et avec lequel il coincide sans
erreur sensible apres une certaine valeur de ¢. Dans cet état

la température de chacun des points décroft proportionnel-

; - ~—3kn i
lement aux puissances de la fraction ¢ 3 ; alors les états

successifs sont tous semblables, ou plutét ils ne différent
que par la quanhte des temperatures qui diminuent toutes
comme les termes d’une progression géométrique, en conservant
leurs rapports. On trouvera facilement, au moyen de I'équation
précédente, la loi suivant laquelle les températures décrois-
sent d'un point a I'autre dans le sens des diagonales ou des
arétes du cube, ou enfin d'une ligne donnée de position.
- On reconnaitra aussi quelle est la nature des surfaces qui
déterminent les couches de méme temnpérature. On voit que
dans I'état extréme et régulier que nous considérons ici, les
points d'une méme couche conservent toujours la méme tem-
pérature, ce qui n'avait point lieu dans I'état initial et dans
ceux qui lui succédent immédiatement. Pendant la duree
infini¢ de ce dernier €tat la masse se divise en une infinité
de couches dont tous les points ont une températare com-

mune.
; 33qg.

Il est facile de déterminer pour un instant donné la tem-
pérature moyenne de la masse, c'est-a-dire, de celle que 'on
obtiendrait en prenant la somme des produits du volume de
chaque molécule par sa température, et én divisant cette
somme par le volume entier. On formera ainsi I'expression

dx.dy.d ¢ '
f 2S5 qui est celle de la température moyenne V.
L'intégrale doit étre prise successivement par yapport a
x, Ay et z, entre les limites @ et —a; v émant égal au

produit X.Y.Z,, on aura
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szXda:f_Ydnydz,

;o ; - X dx\? :
ainsi la température moyenne est —-—) , car les trois

mtegrales totales ont une valeur comthﬂnb donc

'[(i-‘}

sin na 1 —kn’: sin.r,a\* 1 —kan e
—_— P—_—g -+ - g
na /o 6.8
('sin'.n,a‘ o -—kn,‘t
i
Ry - I‘" i .‘

.+ etc

La quauntité na équivaut a'¢ qui est une racine de'I'équation

_ka i t sin.ae :
t tang. ¢ == 3 et p est egale h_; (I—_— = ) On a donc,

en. désignant lcs différentes.racines de cette equatlon par

nie; 45 el Foo Fa .-,'~3 s.'.;llil.'-';: gt
, ] e; -
]f ‘t . """"A""—;t . '-']f";t!,
l‘/a____ sin.e,)’ e a +(sm\e, )’ e a +(5m.e,)’8 a
_ _( 2, i +sm.na, 8, sin.nt,‘ &, sin. 2¢ 1 €€
: ' ' S 5 e - ih ol i v a

e i += e EYS ["
i} et entre o et 2, i'est entrd ' et 91:,  tntre s ﬂ‘éi"m

Ies moindres hmltes ®,27%, 3™ €tc. approchent de p],us en

plus des racines ¢, ¢, ¢, etc., et ﬁ[}l lent par se ¢ f'ondre
[41. Yo% .h

avec elles loquue lm(flce P est tres- d S arcs ou es

AL un
2 l,, 3 e,, ﬁ E._:, efc. SOﬂt COIU.I.)I' S euti'e 0o et 5 en,.fre 2 ".'7 et 3
Oli: il ’r( sL10 -2

entre 4= &t B} cest pourquon es Sinug ces arcs’ sont
tous positifs’ les quantﬂ:es 4+ .’::‘ 1+ Ei.“”ﬂ  ete. ‘,
Bont positives et comprises eherd 1 &t 2! 11 suif de 2 que

53..
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| . B
tous les termes qui entrent dans la valeur de \/:sont po-
sitifs. '
) 340.

Proposons nous maintenant de comparer la vitesse du
refroidissement dans le cube, a celle que I'on a trouvée pour
une masse sphérique. On a2 vu que pour l'un et l'autre de
ces corps, le systéme des températures converge vers un
état durable qu'il atteint sensiblement apres un certain temps;
alors les températures des différents points du cube dimi-
nuent toutes ensemble en conservant les mémes rapports,
ot celles'd'un seul'de ves points décroissent comme les termes
d’une progression géométrique dont la raison n’est pasla
méme dans les deax corps. ll résulte des deux. solutions que

2y g beer o S L haknt "k
pour la 'sphere la raison est ¢ <" et pour le cubee 34"

La quantité n est donnée par lequatlon

{ A

iz

" étart le demn-chamatre' de la sphére et la qumt:te cest
danqee par lequatlon s tang. ¢ == ; @, a étant le.demi-coté

du cube ‘. o :

CeIa pose, on consulerera deux cas dxffenents, celui ol.fe
mypn fle la sphere et le deml-cote du. cubq, sont I'yn et laulre
. 3 i‘{

Aot TH

égaux ia, ﬂuannte tres—Petlte & et celu: ol la. valeur dg a&&t

tﬁéé-éfr:hde Su;fposons d abor que le]s deux €orps ¢ onp uns

FESH
ha
petlte dlmensnon, X ayan: une tres~pet1te valelu'1 il ep sert

de méme de ¢, pn, aury doge o=y, dong la frpstign.

R
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e . 34,
e Tk est égalea e= &
ainsi les dernieres témpe'ratures que 1'on observe, ont une

A .
expression de cette forme A e3¢, Si maintenant dans

- . ne.cos.ng A
Yéquation —-———=1—¢a, on suppose que le_s second
5 e k 2
membre differe trés-peu de l'unité, on trouve K:E‘Sﬁ, done
. A
Ia franction e %" est e 35’

On conclut de 1a que si le rayon de la sphere est trés-
petit, les vitesses finales du refroidissement dans ce solide et
dans le cube circonscrit sont €gales, et qu'elles sont I'une et
I'autre en raison inverse du rayon; c'est-a-dire que si la tem-
pérature d'un cube dont le demi-cété est e, passe de la va-
lear A a la valeur B dans le temps ¢, une sphere dont le
demi-diametre est 2, passera aussi dans le méme temps de
la température A A la température B. Si la quantité e venait
a changer pour I'un et l'autre corps, et devenait ¢’ le temps
nécessaire. pour passer de A & B aurait une autre valeur ¢,
et le, rapport ‘des temps ¢ et ¢ serait celui des demi-cotés
a et a. 1l n'en est pas de méme lorsque le rayon a est extré-

mement grand car ¢ équivaut alors & - =y et les valeurs de

n a sont les quantités =, 2, 31:, 4=, etc.
On. trouvera donc facilement dans ce cas les valenrs des
fractions
e 3iw kx

—_3 & —k —_——
€T F " ¢T3 ces valeurs sont e fa> et e @
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On tire de la ces deux conséquences remarquables: 1° si les
deux cubes ont de grandes dimensions, et que a et a’ soient
leurs demi-cotés; si le premier emploie le temps ¢ pour
passer de la température A 4 la température B, et le second
le temps ¢ pour ce méme intervalle; les temps ¢ et ¢ seront
proportionnels aux quarrés a’ et a” des demi-cdtés. On a
trouvé un résultat semblable pour les sphéres de grande
dimension. 2° si un cube a pour demi-cété une longuenr
considérable e, et qu'une sphere ait la méme quantité  pour
rayon , et (que pendant le temps ¢ la température du cube
s'abaisse de A a B, il s'écoulera un temps différent ¢ pen-
dant que la tempeérature de la sphere s’'abaissera de AaB, et
les temps ¢ et ¢ seront dans le rapport de 4 & 3. |

Ainsi le cube et la sphére inscrite se refroidissent égale-
ment vite lorsqu’ils ont une petite dimension ; et dans ce cas
la durée du refroidissement est pour 'un et l'autre corps
proportionnelle & I'épaisseur. Si le cube et la sphere inscrite
ont une grande-dimension, la durée du refroidissement final
n'est pas la méme pour les deux solides. Cette durée est plus
grande pour-le cube que pour la sphére, dans la raison de
4 4 3, et pour chacun des deux corps en particulier la durét
du refroidissement augmente comme le carré du diametre.

. 341.

On a supposé que le corps se refroidit librement dans lair
atmospheérique dont Ja chaleur est constante. On pf!“"'ai'
assujétir la surface & une autre condition, et concevoir, pf
exemple, que tous ses points conservent, en vertu d'une caus
extérieure, la température fixe o. Les quantités n, p, ¢, qui e
trentdans la valeurdew sousle signe cosinus,doivent étretelles
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dans ce cas, que nx-devienne nulle, lorsque 2 recoit sa va-
leur compléte a, et qu’il en soit de méme de py et de gz

Si le coté du cube 2a est représenté par c, ¢ etant la lon—
‘h
gueur de la circonférence dont le rayon est 1; .on pourra,

exprimer une valeur particuliére de par lequatlon sui-
vante, qui satisfait en méme temps A I'équation générale du
mouvement de la chaleur et a letat de la surface,

k
—3-—¢
v=—e "C.D .CO0S.ZCOS.YyCOS. 2.

Cette fonction est nulle , quel que soit le temps ¢, lorsque =

ou y ou z regoivent leurs valeurs extrémes - %

mais U'expression de la température ne peut avoir cette forme
simple qu'aprés qu'il s'est €coulé un temps considérable, a
moins que l'état initial donné ne soit lui - méme représenté
par la fonction cos.*.cos. y.cos.z. C'est ce que I'on a sup-
posé dans la sect. VIII du chap. I, art. 100, p. g5. L'analyse
précédente démontre la vérité de I'équation employée dans
larticle que Fon vient de citer. Il faut remarquey que le nom-
bre désigne par = dans-cetarticle, est le méme que c:il équi-
vaut a la circonférence entiére, et non a la demi-circonfé-
rence.

On a traité jusquici les questions fondamentales de la
théorie de la chaleur, et considére I'action de cet élément
dans les corps principaux. L'ordre et I'espéce des questions
ont été tellement choisis, que chacune d'elles présentit une
difficuité nouvelle et d'un degré plus élevé. On a omis a des-
sein les questions intermédiaires qui sont en trop grand

.

1
cou—-c:
4
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On peut sgpposer, au lieu du solide infini, un prisme
d'une tres-petite épaisagr, et dont la surface convexe est
totalement impénétrable a la chaleur. On ne considere donc
le mouvement que dans mne ligne mﬁme, qui est I'axe com-
mun de tous les plans.

La question est plus genérale, lorsqu’on attribue des tem-*
pératures enti¢rement arbitraices a tous les points de la par-
tie de la masse qui a €té échaufiée, tous les autres points du
solide ayant la température initiale o. Les lois de la distri-
bution de la chaleur dans une masse solide-infinie, doivent
avoir un caractére simple et remarquable ; parce que le
mouvement n'est point troublé par Fobstacle des surfaces
et par l'action du milieu. -

343.

La position de chaque point €tant rapportée a trois axés
rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnées , v, z,
la température cherchée est une fonction des variables 2, y, z,

et du temps £ Cette fonction vou ¢ (x, ¥y, z, ) satisfait i

r I K rd'v d'v dv
équation général e =go\Z=tapt a’z) (a).

plus, il est nécessaire qu ‘elle représente I'état initial qui est
arbitraire ; ainsi, en désignant par F (z, y, z) la valeur donnée
de la température d'un point quelconque prise lorsque le
temps est nul, c'est-g-dire, au moment ou la diffusion com-
mence ; on doit avoir ¢(x, 7, 2, 0)=F(x, ,2) (). Il faut
trouver une fonction v des quatre variables =z, y, z,’¢, qu
satisfasse & I'équation différentielle () et 4 I'équation déter-
minée (&).

Dans les questions que nous avons traitées precedemment,
l'intégrale est assujettie & une troisieme condition qui dépend
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de I'état de la surface. C'est pour cette raison que I'analyse
en est plus composée, et que la solution exige l'emploi
des termes exponentiels. La forme de l'intégrale est beau-
coup plus simple, lorsqu'elle doit seulement satisfaire a
I'état initial ; et il serait facile de déterminer immédiatement
le mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais
pour exposer cette partie de la théorie, et faire bien con-
naitre suivant quelle loi la diffusion s'opére, il est préfé-
rable de considérer d'abord le mouvement linéaire, en
resolvant les deux questions suivantes; on verra par la suite
comment elles s'appliquent au cas des trois dimensions,
344.

Ire question : une partie a4 d'une ligne infinie est élevée
dans tous ses points a la température 1; les autres parties de la
ligne ont la température actuelle o; on suppose que la chaleur
ne peut se dissiper danslemilieu environnant ; il faut détermi-
ner quel est I'état de la ligne aprés un temps donné. On peut
rendre cette question plus générale, en supposant, 1° que
les températures initiales des points compris entre a et b sont
inégales et représentées par les ordonnées d'une ligne quel-
conque, que nous regarderons d’abord comme composée de
deux parties symétriques ( voyez fig. 15); 2° qu'une partie de
Ia chaleur se dissipe par la surface du solide, qui est un prisme
d’une trés-petite épaisseur et d’une longueur infinie.

La seconde question consiste & déterminer les états suc-
cessifs d'une barre prismatique, dont une extrémité est assu-
jettie & une température constante, et qui est infiniment

prolongée. La résolution de ces deux questions dépend de
. b4.
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l'intégration de I'équation .

dv ___ K d4d°» H.L
2r—CD d= CDhs™

(article 105), qui exprime le mouvement linéaire de la
chaleur.  est la température que le point placé a la distance
z de lorigine doit avoir aprés le temps écoulé ¢; K, H, C,
D,L, S, désignent la conducibilité propre , la conducibilité
extérieure, la capacité speécifique de chaleur, la densite,le
contour de la section perpendiculaire, et l'aire de cette
section, :
345.

Nous considérons d'abord le premier cas, qui est celui oa
la chaleur se propage librement dans la ligne infinie dont
une partie 25 a requ des températures initiales quelconques;
tous les autres points ayant la température initiale o. Si l'on
éleve en chaque point de la barre l'ordonnée d'une courbe
plane qui représente la température actuelle de ce point,on
voit qu'apres une certaine valeur du temps ¢, I'état du so-
lide est exprimé par la figure de la courbe. Nous désigne-
rons par v==Fx I'équation donnée qui correspond a 'étt
initial, et nous supposons d'abord pour rendre le caleul
plus simple que la figure initiale de la courbe , est composée
de deux parties symétriques, en sorte que I'on a la condi-
tion Fz =F(—z). Soit

K - H.L

CDP=5% h b--_k dans I'équation ?-_.A i,

—ht

on fera v==e . u et I'on aura 2— l: 3-— On prendl‘a
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pour u la valeur particuliere @ cos. ¢ B i ;a et g
sont des constantes arbitraires. Soient ¢,, 4., ¢;, ¢,.. . etc.
une suite de valeurs quelconques, et a,, a,, a, a,... etc.,
une suite de valeurs correspondantes du coéfficient Q, on
aura

— L] ___k L] e *,
t=a, cos.(q,z)e k9’ 4 2, cos. (g.x)e T * +a,cos. (g:x)e k2 4 ete.

Supposons i° que les valeurs ¢,, 9., ¢;, g,. .. etc., crois-
sent par degrés infiniment petits,comme les abscisses ¢ d'une
certaine courbe; en sorte qu'elles deviennent egales a dg,
adq, 3dq, ddq,. .. etc.; dg étant la différentielle con-
stante de l'abscisse; 2° que les valeurs a,, a,, a;, a,. . . etc.
sont proportionnelles aux ordonnées Q de la méme courbe,
et qu'elles deviennent égales 2 Q, d¢, Q, dg, Q,dg. .. etc.
Q étant une certaine fonction de g. Il en résulte que la va-
leur de z pourra étre exprimeée ainsi :

uzqu Q.cos.¢gx e L1
Q est une fonction arbitraire fq, et l’intégrnlé peut étre
prise de g==0 2 g:%. La difficulté se réduit &2 déterminer

convenablement la fonction Q.
346.
Pour y parvenir, il faut supposer 2==o0 dans l'expression
de u et l'égaler & Fz. On a ainsi Péquation de condition

F.:.-:...—:qu Q.cos. g .

Si 'on mettait au lieu de Q une fonction quelconque de ¢,
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et que l'on achevat l'intégration depuis g=o jusqu’a q=£ ,
on trouverait une fonction de x;il s'agit de résoudre Ia
question inverse, ¢ est-a-dire, de connaitre quelle est la fone-
tion de ¢ qui, étant mise au lieu de Q, donnera pour résul-
tat la fonction Fz, probléme singulier dont la solution exige

un examen attentif.
En développant le signe de I'intégrale, on écrira comme

il suit 'équation dont il faut déduire la valeur de Q:

Fr=dqQ,cos.q,x+dqQ,cos.q,x+dgQ,cos.q;x
+dqQ,cos.q,2+dqQ;cos.g,x + etc,

Pour faire disparaitre tous les termes du second membre,
excepté un seul, on multipliera de part et d’autre par
dx cos.rx, et on intégrera ensuite par rapport 2 x depuis
x==0 jusqua r==n=, n étant un nombre infini; r repré-
sente une grandeur quelconque égale A I'une des suivantes :
Gr» Gs> G35 i €1C., OU ce qui est la méme chose dg, 2dq,
3dq, 4dg... etc. Soit g; une valeur quelconque de la
variable ¢, et ¢; une autre valeur qui est celle que I'on a
prise pour r; on aura r=g,dq et g=¢,dq. On considérera
ensuite le nombre infini » comme exprimant combien l'u-
nité de longueur contient de fois I'élément d¢, en sorte que

I'on aura n::-:.%. En procédant & lintégration, on recon-

naitra que la valeur de l'intégrale f dx cos.qx cos. rz est
nulle, toutes les fois que 7 et ¢ sont des grandeurs diffé-
rentes ; mais cette méme valeur del'intégrale est E n =, lorsque

g==r. Il suit de 12 que lintégration €limine dans le second
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membre tous les termes, excepté un seul: savoir, celui qui
contient ¢; ou r. La fonction qui affecte ce méme terme est

Q,, on aura donc
fda: Fa:.cos.q.r:dq.Q,-E nw,

et mettant pour n dg sa valeur 1,0n a

“Q’ dx Fzcos. gx:

s s oK e .
on trouve donc en géneral __;Q__: f dz F x cos. gx. Ainsi,

pour détermingr la fonction Q qui satisfait 4 la condition
proposée , il faut multiplier la fonction donnée Fz par
dzx cos.qx, et intégrer de x nulle a x infinie, en multipliant

le résultat par 1—’:; c'est-a-dire, que de I'équation
Fz:fdgfg cos. gz,

on déduit celIe—ci,fq:Efdx Fz cos. ¢z, la fonction

F x représentant les températures initiales d'un prisme
mﬁm dont une partie intermédiaire seulement est échauffée.
En substituant la valeur de Sq dans l'expression de F x, on
obtient I'équation genérale

EF::fdg cos.qxfdxe CO5. ¢ Z. (=)
347.

Si I'on substitue dans l'expression de « la valeur que I'on
a trouvée pour la fonction Q, on a l'intégrale suivante, qui
contient la solution compléte de la question proposée
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f_‘i._-—.-:e_}‘y.dg cos. qxe—“’rg’ffdx F x cos. q=.

a
L'intégrale, par rapport a z, étant prise de x nulle i =
infinie, il en résultc une fonction de ¢, et prenant ensnite

Pintégrale par rapport & ¢ de g=o0 i ¢= :-) , on obtient
pour 2 la fonction de x et ¢, qui représente les états suc-
cessifs du solide. Puisque l'intégration, par rapport a z,
fait disparaitre cette variable, on peut la remplacer dans

l'expression de v par une variable queiconque =, en pre-

nant lintégrale entre les mémes limites, savoir depuis

. 1 )
x==0 ]usqu’a A= On a done -

%:eﬁﬁzfdg cos. q:r:ew}g 7da Facos. gz,
o a

—_ht A g - g’
ou 1-E;"—J:-e da Fafd'qe % cos. g cos. gu.

L] a

L'intégration , par rapport & ¢, donnera une fonction de x,
tet a,et en prenant lintégrale par rapport & «, on trouve
nne fonction de z et ¢ seulement. Il serait facile d'effectuer
dans 1a derniere équation l'intégration par rapport a ¢ et
et I'on changerait ainsi expression de ». On peut en gé
néral donner diverses formes a l'intégrale de I'équation

d'»

dv
g =Hkgm—hv

elles représentent toutes une méme fonction de « et .
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348.
Supposons en premier lien que toutes les températures
initiales des points compris entre a et &, depuis 2 =—1 .

jusqu'a x==r1,aient pour valeur commune 1, et que les
températures de tous les autres points soient nulles, la fonc-
tion Fx sera donnée par cette condition. Il faudra donc
intégrer, par rapport a x, depuis x==0 jusqu'a =1, car
le reste de lintégrale est nulle d'apres Ihypothése. On
trouvera ainsi:

et e . €C0s. g sin, g

v g ]

Ty —ht %26 —q™ kt

Jtw

Q=

Le second membre peut étre facilement converti en série
convergente , comme on le verra par la suite; il représente
exactement ['état du solide en un instant donné, et si I'on
y fait £=o0, on exprime I'état initial. ‘

Ainsi l2 fonction 2 f 5;}2 sin. g .cos. g x équivaut a l'unité,
si I'on donne 4 x une valeur quelconque comprise entre
-—1 et 1: mais cette fonction est nulle si 'on donne a x
toute autre valeur non comprise entre —1 et 1. On voit
par-la que les fonctions discontinues peuvent aussi étre
exprimées en intégrales definies.

34g.

Pour donner une seconde application de la formule pré-
cédente, nous supposerons que la barre a été échauffée en
un de ses points par l'action constante d’'un méme foyer, et
quelle est parvenue 4 I'état permanent que l'on sait étre
représenté par une courbe logarithmique.

Il s'agit de connaitre suivant quelle loi s'opérera la diffu-
55
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sion de la chaleur aprés gqu'on aura retiré le foyer. En dési-

gnant par Fz la valeur initiale de la température, on aura
—zy/ HL

Fr=—Ae K3. A est la température initiale du point

le plus échauffé. On fera, pour simplifier le calcul,

HL

A—1 et xs=1"

On a donc Fz=e ¥ on en déduit szda:e_x cos. g x

et prenant lintégrale de z nulle 4 z infinie Q= _:g :
Ainsi la valeur de v en z et ¢, est donnée par lequahon
suivante :

'rrv____ —he z 08 gz
TH . i+q

3%.
P s mv __ {dg.cos.gx, y
Si l'on fat =0, on aura — "“f__:?—?—_’ ce qui cor-

x n

respond i I'état initial. Donc l'expression f e

vaut a ¢ . Il faut remarquer que la fonction Fz, qui
représente l'état initial ne change point de valeur d’apres
I'hypothése lorsque x devient négative. La chaleur com-
muniquée par le foyer avant que l'état initial ne fiit formé,
sest propagée également a la droite et a la gauche du point
0, qui la recoit immeédiatement, il s'ensuit que la ligne
dont Téquation serait y— 13: f a—'il'—%_(%;tz est composée de
deux branches symétriques que l'on forme en répétant a
droite et a gauche de I'axe de y la partie de la logarithmique
qui est a4 la droite de l'axe des y, et a pour équation
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y=e ". On voit ici un second exemple d'une fonction
discontinue exprimée par une intégrale définie. Cette fonc-

: dg.cos.qx , . t ¥ 5= Toy -
tion T equivaut a ¢ orsque x est positive,

mais elle est ¢~ lorsque x est négative.
351.

La question de la propagation de la chaleur dans une
barre infinie,, dont l'extrémité est assujettie 2 une tempéra-
ture constante, se réduit, comme on le verra dans la suite,
a celle de la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie;
mais il faut supposer que fa chaleur initiale, au lieu d'affecter
€galement les deux moitiés contigués du solide y est distri-
buée d'une maniere contraire; c'est-a-dire qu'en représen-
tant par Fx la température d'un point dont la distance au
milieu de la ligne est z, la température initiale du point
opposé pour lequel la distance est —z, a pour valeur F z.
Cette seconde question différe trés-peu de la précédente et
pourrait étre résolue par une meéthode semblable : mais
on peut aussi déduire Ia solution de I'analyse qui nous a
servi a4 déterminer le mouvement de la chaleur dans les so-
lides de dimensions finies.

Supposons qu'une partic @ & de la barre prismatique
infinie soit échauffée d'une maniere quelconque, voy. fig. (16)
et que la partie opp osée @ p soit dans un état pareil , mais de
signe contraire; tout le reste du solide ayant la température
initiale 0. On suppose aussi que le milieu environnant est
entretenu 2 la température constante o, et qu'il regoit dé la
barre ou leur communique la chaleur par la surface exté-

rieure. Il s'agit de trouver quelle sera, aprés un temps denné
55.
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¢, la température v d'un point dont la distance i l'origine
est x.

On considérera dabord la barre échauffée comme ayant
une longueur finie 2X, et comme étant soumise a une cause
extérieure quelconque qui retient ses deux extrémités a la
température constante o; on fera ensuite X = ;';.

- 25a.

On emploiera d'abord l'équation

av K 4d*» CDS dv d* v
Z=Cb i HL ¥ o0 zp=kim—hv,
et faisant
V== kit % on aura d—u—kd'"
=R ' de— "dx*?

on exprimera comme il suit la valeur générale de u
—kgt . —kg'. t .
Uu=a,e & sin. g, x+a,e & sin. g, x

—kg',t —kg't

+aye s8iN. g, + a,€ sin. g, = + etc.;

faisant ensuite x=X, ce qui doit rendre nulle la valeur de
v, on aura, pour déterminer la serie des exposants g, la con-
dition sin. gX—=o0,0ugX={x, ¢ étant un nombre entier.
Donc

-—"-——;t - L —-—4"'1:-—.8 i T
u=a,e X sm.(a.'i>+a,e X sm.(z:ci)+etc.

Il ne reste plus qu'a trouver la série des constantes z,, a,,
ay, a,, etc. Faisant t=0 on a

u=Fzr=a, sin.(:z;) + a, sin.(ax{) +a,sin.(3a:%) + ete.
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soit -'-'ﬁ-.::r, et désignons Fz ou F (r%) par fr; on aura
Jr=a, sin. r+ a, sin. 2r+4a;sin.3r+ a,sin. 4 r+ ete.

Or, on a trouvé précédemment a.—:f—t_ f drfr.sin. ir, l'in-

tégrale étant prise de r==0 & r=x. Donc
: G;=fd:c Fa.sin. (z‘x 2E)-
2 ™

L'intégrale devait étre prise de r==o0 a r=m=; donc elle doit
étre prise par rapport a z depuis z=—o jusqu'a z=X. En
faisant ces substitutions, on forme 'équation

~

Afi vk B
w==2e [e X*"sinze [dzFx sin.(zﬁ)
X X )
——A‘%—, a’t . 13 F L3
e .sxn.(axi) dzFzx sm.(a.r-i)+etc.}

a

353, w
Telle serait la solution, si le prisme avait une longueur
finie repl‘ésentée par 2X. Elle est une conséqnence évidente
des principes que nous avons posés jusqu'ici; il ne reste
plus qu'a supposer la dimension X infinie. Soit X=n=,
n étant un nombre infini ; soit aussi g une variable dont les
accroissements infiniment petits dg sont tous €gaux; on

écrira ;ﬁ au lieu de n. Le terme géneral de la série qui en-

tre dans I'équation (a) étant

........,{-1’.: S 2 , . .
e X! sm.(r.r;)fdx Fx sm.(:x—;}

~1
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On représentera par z le nombre 7, qui est variable et

qui devient infini. Am51 I'on aura

e I .
X:R;, n—d—'q-, l=‘-‘%’
En faisant ces substitutions dans le terme dont il s'agit, on
— kgt . .
trouvera e~ ¥%* gin, q.rfd.r Fz sin. gz. Chacun de ces

termes doit étre divisé par X ou -~ = il devient par-la une

quantité infiniment petite, et la somme de la série n'est
autre chose qu'une intégrale, qui doit étre prise par rapport

2 ¢ de =04 ¢g="_- Donc

a At

v=-e¢ = [dg e %7t gin, q:vfd:n Fzsin.gz (a).
intégrale, par rapport & x, doit étre prise de x=0 a
.r=£ , ce qui donne une fonction de ¢; et la seconde inté-

e doit étre prise par ra rtaqde =o0ig=1.0On
Pris€ par rappo q g==

peut aussi €écrire

- -]
';—”z e"""ffd'g e k9" gin, g.zfdc F«sin. ¢a,
4] 0

[ ] 0
ou ?: e [dq Fuqu e 7" sin, g sin. g a.
4]
L'équation (x) contient la solution générale de la question;
et, en substituant pour F x une fonction quelconque, assujettie
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ou non & ume loi continue, on pourra toujours exprimer
en x et ¢ la valeur de la température: il faut seulement re-
marquer que la fonction Fz correspond a une ligne formée
de deux parties égales et alternes.

354.

Si la chaleur initiale est distribuée dans le prisme de telle
maniere que la ligne FFFF (fig. 17) qui représente cet état
initial soit formée de deux arcs égaux placés a droite et &
gauche du point fixe o, le mouvement variable de la chaleur
est exprimé par 'équation

-

= —“fda'Fque gt COS. ¢ & CO8. G a.

Si la ligne ffff (fig. 18) qui représente I'état initial est
formée de deux arcs pareils et alternes lmtegrale qui
donne la valeur de température est

323._. i dufa a'qe k7' in. gz sin. qa.

o -]

Lorsquon sopposera la chaleur initiale distribuée d'une
maniére quelconque, il sera facile de conclure des deux
solutions précédentes 'expression de », En effet, quelle que
soit la fonction ¢z qui représente la température initiale et
donnée, elle se décompose toujours en deux autres Fx + fz
dont I'une correspond 4 la ligne FFFF ,ev lautre i la ligne
JFff, en sorte que I'on a ces trois conditions:

Fr=F(—z), frzm—f(—z), pa=Fz+fr.
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On a déja fait usage de cette remarque dans les art. 233 et
234. On sait aussi que chaque état initial donne lieu i un
état variable partiel qui se forme comme s'il était seul. La
composition de ces divers états n'apporte aucun changement
dans les températures qui auraient lieu séparément pour
chacun d'eux. Il suit de la qu'en désignant par @ la tempé-
rature variable produite par I'état initial que représente la
fonction totale ¢z, on doit avoir

T

-?-’ =6_M(fdge_k9’t cos. gz | da Fa cos. qa
] Q

) .::d gt 5 %da z Sin. Qa.
+'{- ge sif g.r'[ Sfasin. ¢ )

. v . . " ) | I . »
Si U'on prenait entre les limites — et 4~ les intégrales

par rapport 2 «,il est évident que l'on doublerait les ré-
sultats. On peut donc, dans l'équation précédente , omet-
tre au premier membre le dénominateur 2, et prendre

dans le second les intégrales pour «, depuis c::':."..--g jus-

qud «==+ . On voit facilement aussi que l'on pourrait
4+ 4+
écrirefda g2 cos. ga, an lieu de [ du Fa cos. ga; car il ré-

sulte de la condition i laquelle est assujettie la fonction fa,’
que l'on doit avoir

§ %
0=fdufu cos, g a,
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On peut encore écrire

s B +5
fda pa sin. gz aun licu de fdafa CO8. Jaxy

car on a évidemment

+1
0.=fda F « sin. q o
sl

On en conclut

2 +5
wv:eﬂﬁf[dqe*kg t(fda ¢a COS. a COS. G &
0 -—-HT','

+5
+[da ga sin. ga sin. g.r) :

e

s +3
ou sv=—e "’ dgeukg i[d.z pa cos. (gx—a),

(4]

ou zv—=e "fda cpafn!g e”&q'tcos.(q.;)-
— o
355.

La solution de cette seconde question fait connaitre dis-
tinctement quel rapport il y a entre les intégrales définies
que nous venons d'employer, et les résultats de Fanalyse
que nous avons appliquée aux solides d’'une figurce deter-

56



442 THEORIE DE LA CHALEUR.

minée. Lorsque, dans les séries convergentes que cette ana-
lyse fournit, on donne aux quantités qui désignent les
dimensions, une valeur infinie; chacun des termes devient
infiniment petit, et la somme de la série n'est autre chose
qu'une intégrale. On pourrait passer directement de la
méme maniere et sans aucune considération physique des
diverses séries trigonomeétriques que nous avons employées
dans le chapitre III aux intégrales définies; il nous suffira de
donner quelques exemples de ces transformations dont les

résultats sont remarguables.
. 356.
Dans I'équation

w=sin.u+%sin.3u+-;—sin.5u+;sin.7 u + ete.

LR

2 im . g x £
on écrira au lieu de « la quantité —; x est une autre varia-

ble,et n est un nombre infini égal a 2-1—; g est une quantité
-

formée successivement par l'addition de ses parties infini-
ment petites égales a dg. On représentera le nombre varia-
I
2i41
on met pour ; et n leurs valeurs; ce terme deviendra
dq

2g

ble i par 2%‘ Si dans le terme général sin. (2¢+1) 3

sin. 2 ¢. Donc la somme de la série sera E f %i sin.2gz,

Vintégrale étant prise de g==o0 a g:-—%; on a donc I'¢-
uation r_ __ x d? . . . '

q 473 ) 5 SN 292 qui a toujours lieu, quelle

que soit la valeur positive de . Soit 2gx="r, r étant une

p d
nouvelle variable, on aura ;g =d—:-' et E :r:f 25 sin. ry
r
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eelte valeur de l'intégrale definie f -fi;f sin. r est connue de-
puis long-temps. Si en supposant r négatif on prenait la

# . r 1 I . e
meme lﬂtegra.le de r=—o0oa r="‘—'a, on aurait eVldemment

un résultat de signe contraire —2 %
357.
La remarque que nous venons de faire sur la valeur de
l'intégrale f 2 sin.r, qui est X = ou — %z peutservira faire
r 2 3
connaitre la nature de I'expression

2 dg.sin.g
;f———gm—- cos. ¢ T,

dont nous avons trouvé précédemment (article348) la
valeur égale 4 1 ou 4 0, selon que z est ou n'est pas com-
prise entre 1 et — 1. En effet, on a

d 4 _x [dg . x {dg . e
/.—gicos.g.z:sm.q_;f-fsm.g..z:+x-—;f—?—sm.q.z-—1,

. I 4
le premier terme vaut Frou—z % selon que x -+ 1 est une

quantité positive ou négative; le second 5 f % sin. ¢ x—1

1 I o .
vaut 2 = ou — =, selon que x-—1 est une quantité posi-

tive ou négative. Donc l'intégrale totale est nulle si x -+ 1
et x—1 ont le méme signe; car, dans ce cas, les deux
termes se détruisent. Mais si ces quantités sont de signe dif-
férent, c'est-a-dire si l'on a en méme temps

z+1>0.-et x—1<o0,

les deux termes s'ajoutent et la valeur de l'intdgrale est ; %.

56.
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Donc l'intégrale definie E f ‘-igisin.q cos. g x est une fonction

de « égale a 1 si la variable = a une valeur quelconque
comprise entre 1 et — I ; et cette méme fonction est nulle
pour toute autre valeur de x non comprise entre les limites
1 et —1.
358.
On pourrait déduire aussi de la transformation des séries
en intégrales les proprietés des deux expressions

dgcos.qx ét gdgsin.gx
7 L+ ql 1+ g’l ?
la premiéro (art. 350) équivaut & ¢~ lorsque  est positive,

& ’ . . —T
et a ¢ lorsque x est négative. La seconde équivaut ae

si T est positive, et 3 — e” si & est négative, en sorte que
ces deux intégrales ont la méme valeur, lorsque x est posi-
tive, et ont des valeurs de signe contraire lorsque z est né-
gative. L'une est représentée par la ligne eeee, (fig. 19}
'autre par la ligne ezee, (fig. 28 ).

L'équation .

. $in. x.8in.x  Sin.2a5m.22  sin Je.sin. 32
= s§N..r=— +
o

“,wa, 1':,“"-2,-1’ 1"""""3.“-’

+ elc,

que nous avons rapportée (art. 226), donne immeédiatement

z _ - . . - -y 1
f(f}smlfii'qs‘m 9’"; cette derniere expressiol

. > 2
l'intégrale =
=

équivaut & sin. z, si x est comprise entre o et =, et sa valer
est nulle toutes les fois que x surpasse .
35g.
La méme transformation s'applique 4 I'équation générale
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' . . . .
S Fpus=sinu dugusin.u+sin.2u [ dugusin. 2 u + ete.

faisant u:f, on désignera gu ou cp(’f) par fx; on in-

troduira dans le calcul une quantité ¢ qui regoit des accrois-
. N . » v ’ v I

sements infiniment petits, €gaux a d¢, n sera égal & I

i & L ; substituant ces valeurs dans le terme général

g
. .x {dx N\ . o~
sin. Z nf—;;- :p(;) sin. (z E)’

on trouvera dg sin. gx [ dx fx sin. gx. L'intégrale par

rapport a u est prise de u=—o & u==r, donc l'intégratiop
par rapport a z doit avoir lien de x—0 a z==nr,ou de x
nulle a x infinie.

On obtient ainsi un résultat général exprimé par cette
éguation

= fr==[dgsin. qx [dz frsingrz, ()
i S

c'est pourquoi, en désignant par Q une fonction de ¢, telle
que 'on ait fu= f d g Q sin. gu, équation dans laquelle fu
est une fonction donnée, on aura Q:Efd u fusin, g u,Yin-

grale étant prise de » nulle a « infinie. Nous avons déja
résolu une question semblable (art, 346), et démontré I'équa-
tion yénerale
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- ] - -]
_E,, Fx :qu CO6. qx‘[da: Frcos.gzxz (o)
o 0

qui est analogue 4 la précédente.
360.
Pour donner une application de ces théorémes, nous sup-

poserons fz—uz, le second membre de I'équation (¢) de-
viendra paf cette sub'stitutionqu sin. ¢ a:fd.r sin. g x i
L'intégrale
fd.z: sin. gz.z" ou %fqda: sin. gx.(gx)"
g9
équivaut & — [ du sin. u.u", lintégrale étant prise de

g 9
« nulle a u infinie. Soit p cette intégrale totale

- F
fdu sin, u.u ;

il reste 4 prendre ['intégrale
qu sin. (92)+—— p ou pxrfdu sin, z.u Y+,
7-7
désignant par v cette derniere intégrale, prise de u nulle i
u infinie, on aura pour résultat des deux intégrations suc-
cessives Ie terme x p.v. On doit donc avoir, selon la condi-
tion exprimée par I'équation (g),

L T — o G .
SR =gy py==gzw;

ainsi le produit des deux transcendantes
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ro. du . X
fdu w sin, u et -u—u "sin. u est S

; 1 du.
Par exemple, si r==——, on trouve pour = sa valeur
a l/u

connue \/g =, on trouve de la méme maniere

du cos u
——— 1':,

Et de ces deux e’quations on pourrait aussi conclure la sui-

o0
vante :qu e 4 =§ V7, qui est employée depuis long-

tem Pps.

361.

On peut résoudre, au moyen des équations (e) et (), le
probléme suivant, qui appartient aussi a 'analyse des diffé-
rences partielles : Quelle est la fonction Q de la variable ¢4
qui doit étre placée sous le signe intégral pour que I'expres-
sion f dq Qe %7 soit égale 4 une fonction donnée, I'inté-
grale étant prise de ¢ nulle a ¢ infinie; mais sans s'arréter 4
ces diverses conséquences dont I'examen nous éloignerait
de notre objet principal , on se borpera au résultat suivant,
que l'on obtient en combinant les deux €quations (e) et (¢).
Elles peuvent étre mises sous cette forme :

oD

o0
%sfa::fdgsin. qz fdafzsin. ga
o L]

- -] o X
et EwFI:fdy cos.gx fda Facos. qa.
L #]

o
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Si l'on prenait les intégrales par rapport a «, depuis — * jus-
qu'd + 3, le résultat de chaque intégration serait doublé, ce
qui est une conséquence nécessaire des deux conditions

fa:——f(—a) et Fa:F(—-c),
on a donc les deux équations

=+ o0
.= x—-qu sin.gz [dafasin. ga
1. —o0

-+ oo

et »Fa qucos qxfduFucos qa

On a remarqué précédemment qu'une fonction quelconque
¢ x se décompose toujours en deux autres, dont l'une, F =

satisfait 4 la condition fox—=F (— ), et dont l'autre fir satis-
fait 2 la condition fx=—/f(—=x). On a aussi les deux
équations

o:fa’uFasin.Qa ct 0:fd¢facos.Q¢,

on en conclut
el =]

n(Fx-l—fx)ﬁrq).T—qu sin. q.z'fdcfu sin. qa
= =] e “+w
+ fdgcos.qx [ daFacos. qa,
f -0
i =+ a0
et myx fdg sin. g [du px SiN. ga
+ a0

A}

+qu Cos. q.:cj;dapacos. g,

—-oe
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i +» ®

ou ,Qx=fd= 9;._/.dg (sin. ¢ = 8in. ¢ «-+-C€0S. ¢ C08. g a)

-0 e ! 2

+0 oo o

ou enfin lp.z':-"ifda paf dq cos. (q (a:—:)). (E)
' —0

o

L'intégration par rapport 4 ¢ donne une fonctionde zetq, et
la seconde intégration ferait disparaitre la variablea. Ainsi la
fonction représentée par lintégrale définie f d g cos. (g x—a)
a cette singuliére propriété , que si on la multiplie par une
fonction quelconque ga et par da, et si 'on intégre par
rapport 4 z entre des limites infinies , le résultat est égal 2
= 9 ; enSorte que l'effet de l'intégration est de changer « en
x et de multiplier par le nombre .
_ 362.

On pourrait déduire directement I'équation (E) du théoréme
rapporté dans Vart. 234, p. 256 et 257, qui donne le dévelop-
pement d'une fonction quelconque F z en série de sinus et de
cosinus d'arcs multiples. On passe de cette derniere propo-
sition i celles que nous venons de démontrer en donnant
une valeur infinie aux dirnensions. Chaque terme de la série
devient dans ce cas une quantité différentielle. Ces trans-
formations des fonctions en suites trigonometriques sont
des éléments de la théorie analytique de la chaleur; il est
indispensable d'en faire usage pour résoudre les questions
qui dépendent de cette théorie.

La réduction des fonctions arbitraires en intégrales dé-
finies, telles que 'expriment I'équation (E), et les deux
équations élémentaires dont elle dérive donne lieu a di-

57
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verses conséquences que l'on omettra ici parce qu'elles
ont un rapport moins direct avec la question physique.
On fera seulement remarquer que ces mémes équations
se présentent quelquefois dans le calenl sous d'autres
formes. On obtient par exemple ce résultat:

?'z::}fd“ qaafdg cos. (gx—a), (E)

qui differe de I'équation (E), en ce que les limites de l'inté-
* grale prises par rapport a a sont o et { au lieu d'étre’ —:
et + . Il faut considérer dans ce cas que les deux équations
(E) et (E)donnent pour le second membre des valgurs égales
lorsque la variable z est positive. Si cette variable est néga-
tive, I'équation (E) donne toujours pour le second membre
une valeur nulle. Il nen est pas de méme de I'équation (E),
dont le second membre équivaut 4 x ¢ z, soit que l'on donne
a z une valeur positive ou une valeur négative. Quant a
Péquation (E’) elle résond le probléme snivant. Trouver une
fonction de x telle que si x est positive, la valeur de la
fonction soit px, et que si x est négative, la valeur de la
fonction soit toujours nulle.
363.

La question de la propagation de la chaleur dans une
ligne infinie peut encore étre résolue en donnant i I'inté-
grale de I'équation aux différences partielles une forme dif-
férente que nous ferons connaitre dans l'article suivant.
Nous examinerons auparavant le cas ol la source de la cha-
leur est constante.

Suppaosons que la chaleur initiale étant répartie d'une
manicre quelconque dans la barre infinie , on entretienne la
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tranche A 2 une température constante, tandis qu'une
partie de la chaleur communiqueée se dissipe par la surface
extérieure. Il s'agit de déterminer I'état du prisme aprés un
temps donné, ce qui est 'objet de la seconde question que
nous nous sommes proposée. En désignant par 1 la tempé-
rature constante de l'extrémité A, par o celle du milieu, on
—zy/HL
aura e KS pour l'expression de la température finale
du point sitaé 4 la distance = de cette extrémité, ou seule~

—_— . .
ment e ~ en supposant, pour simplifier le calcul, que la
quantité E—Ié- soit égale A& I'unité. Désignant par » la tempé-
rature variable du méme point apreés le temps écoulé ¢, on

a, pour determiner v cette équation
- :

dv__ K d'v H.L
¢ C.D d=  C.Db.s"7

\ /HL
soit maintenant ve=e KS + u,
du' K d*u H.L du' kd"

on aura Zr==gp o= —gpg ¥ U gy = —h,
K HL gy .
- en remplagant — par k et = par 4. Si lon fait
] —At dll
U —e /) on a ——k 2;;,
' _— HL
Ia valeur de z ou v—e K35 en celle de la différence

entre la température actuelle et la température finale; cette
différence u, qui tend de plus en plus a s'évanouir, et dont
la derniére valeur est nulle équivaut d'abord 4

S A
*‘—IV:
Fxz—e F 2

57.
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en désignant par Fz la température initiale d'un point situé
3 la distance x. Soit fz I'exces de cette température initiake

sur la température finale, il faudra trouver pour u une fonc-
du

tion qui satisfasse a I'équation —= fr{:—:g — Ay, et quiait
pour valeur initiale fz, et pour valeur finale 0. Au point A,
: —zy/BL
ou =0, la quantité v—e K.5 a, par hypothese,
une valeur constante égale a 0. On voit par-la que u repré-
sente une chaleur excédente qui est d’abord accumulée dans
le prisme, et qui ensuite s'évanouit, soit en se propageant &
I'infini, soit en se dissipant dans le milieu. Ainsi pour re-
présenter leffet qui résulte de I'échauffement uniforme de
Iextrémité A d’une ligne infiniment prolongée, il faut con-
voir 1° que cette ligne est aussi prolongée a la gauthe du
point A, et que chaque point situé a droite est présentement
affecté¢ de la température initiale excédente; 2° qne Fautre
moitié¢ de la ligne a Ia gauche du point A est dans un état
contraire; en sorte qu'un point place i la distance —x du
point A a pour température initiale —fz : ensuite Ia cha-
leur commence & se mouvoir libremeut dans l'intérieur de
la barre, et a se dissiper 4 la surface. Le point A conserve
la température o, et tous les autres poiuts parviennent insen-
siblement au méme état. C'est ainsi que l'on peut ramener
le cas ou le foyer extérieur communique incessamment une
nouvelle chaleur, a-celui oti la chaleur primitive se propage
dans lintérieur du solide. On pourrait donc résoudre la ques-
tion proposée de la méme maniére que celle de la diffusion
de la chaleur, articles (347) et (353); mais afin de multiplier
les moyens de résolution dans une matiére aussi nouvelle,
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on employera l'intégrale sous une forme différente de celle
que nous avons considérée jusqu'ici.
364
<fait a I'é . du___&d'u 5
On satisfait a 'équation —-==k~-— en supposant u égale
. —x ke - .
ae e . Or cette derniere fonction de x et ¢ peut étre
mise sous la forme d'intégrale définie, ce qui se déduit tres-
facilement de la valeur connue de f dq e 7.0na en effet
Vir= f dgq ¢ 7, lorsque Tintégrale est prise de 92‘“"%
; o
dg=-+ E On aura donc aussi 1/1'-.-..-—_.—qu N (g+3) , b

étant une constante quelconque et les limites de Iintégrale
étant les mémes qu'auparavant. De I'équation

Vime " fdg o),
on conclut, en faisant =4kt
e“:-‘;—:fdg emgt.e_"agv'_',
donc Ia valeur précédente de u ou e_'r.eh équivaut a
| o= [dg e T e (FH2IVED,

on pourrait aussi supposer u €gale a la fonction

—nrz kn't

ace 3

a.et n étant deux constantes quelconques; et I'on trouvera
de méme que cette fonction équivaut a

.- . i ~n(t+ngﬂ).
Vs [dq ¢ .
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On peut donc prendre en général pour valeur de x ]a somme
d’une infinité de valeurs semblables, et 'on aura

u:fdg e___g- (a‘ c-—-—-u,(.r-l—nq Vike) +ale-—-—n, (x4+agVva)

—ny(x4+2gVis

+ae + etc.)

Les constantes a&,, &,, a, etc., et n,, n,, n, etc. étant indé-
terminées, la série représente une fonction quelconque de

z+ 3¢/ %z on a donc u:qu e ¥ e(z+ 29V %2

L'intégrale doit étre prise de u=-—{ d u =1,et la valeur
de u satisfera nécessairement a l'équation g; =k j—; Cette
intégrale, qui contient une fonction arbitraire, n’était point
connue lorsque nous avons entrepris nos recherches sur la
théorie de la chaleur, qui ont été remises a {'Institut de
France dans le mois de décembre 1807 : elle a été donnée
par M. Laplace, dans un ouvrage qui fait partie du tome VI
des Mémoires de P'école polytechnique; nous ne faisons que
J'appliquer a la détermination du mouvement linéaire de la
chaleur. On en conclut

. H.L
'vze_'ﬁt[dq e To(z+aqVE)—e *V x5,

\/EL
lorsque t==o la valeur de uest Fz—e™ ~ V K3 ou fz
donc 9.r=fdg e 7 px et px:-‘;,.:fx. Ainsi la fonction
arbitraire qui entre dans lintégrale, est déterminée au
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moyen de la fonction donnée fz, et I'on.a T'équation sui-
vante, qui contient la solution de la question

- E e-—-hc o
v=-—e RE: 4 ”;/def e ? flz+aqVFe):

il est facile de représenter ce résultat par une eonstruction.
365.

Nous appliquerons la solution précédente au cas ol tous .
les points de la ligne AB ayant la température initiale o, on
échauffe I'extrémité A pour la retenir continuellement a la
température 1.1l en résulte que F 2 a une valenr nulle lors-

\ /H.L
que z differe de o. Ainsi fz équivaut b —e™ ~V X3»
toutes les fois que & differe de o, et 2 0, lorsque x est nulle.
D'un autre c6té il est nécessaire quen faisant & négative, la
valeur de fz change de signe, en sorte que l'on a la condi-
tion f{ —z)==-—fr. On connait ainsi la nature de la fonc-

\ /HE
tion discontinue fz; elle est —e™ = ¥ K3 lorsque z sur-
HL
2\/ — .
passe o,et + e K5 lorsque z est moindre gque o. Il faut
maintenant écrire an lieu de z la quantité x + 2¢1/Zz. Pour
trouver zouf dge 7. ?'—=f(.z'+ aql kt), on prendra
"
d'abord lintégrale depuis

T+ agVFr=0 jusquia z+ agVFi=-

o

t ensuite depuis £ + 2¢ W?:-—-(—')jusqu’é z+2qV Fi==o0.

ur la premiére partie on a
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g = {xhagvT\/ D
-—--‘;‘-:fdge,qe {(x+ag “’\/KS
. lacant & par sa valeur-:-l-{- on a
etrempaga P o))
Kt HL
__félie““? e“("“ﬂ/ ?:“?“ﬁ) \/%
#1 /HL " ‘/ HL
ou -—-—-e dq e T MY epEt
‘/ HL e

o —

C D 3° expressmn

5.5 e—= L :
précédente est — == KS ecns' fdre cette in-
tégrale { dr e doit étre prise par hypothése depuis

Kr 4

z+2qV g5=° jusqua z+2aqy/ EK_‘[S:;'

ou depuis
i x - 1" ___I
== v jusqua 7=5>
*V o
—— HL x . ” I
oude r=\/ ¢ = Jjusqua r=g

cD 2

la seconde partie de lintegrale est
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_ (x+ag\/ HI‘
,,,que 7 F .
H__‘._!.‘ :g\/%.t

x 3
ou—- e Kslqu e 1.e .

H.L H.TL
=V xs cbpst —_
ou —e .€ dr e ’

en désignant par r la quantité g-— CHDL 5 - Lintégrale
f dre™" doit étre prise d'aprés I'hypothése depuis

I

z+3gy rs=—: ]usqua z+ag\/ S5 =—2:,

ou de g__—-—-s & g=——"T0—, Clest-2-dire, depuis
; ; K¢
2 —t———

HL x
4

4 L3 "
r=-—g JBqua r=—=—V 53 "“2\/?“?
- CD

Ces deux premleres limites peuvent, d'apres la natare de la

fonction e~ ", étre remplacées par celles-ci :

I
et r=-.
o

r._\/ HL , ., )
C.D.8 ‘ / Kt
cDb
Il suit de 1 que la valeur de % est exprimée amsi :

Hf, HL , __x‘/ﬁ BL,

Xs C.0.8 g ks CDS -

kS e ﬁr e —e . %.e fdr'e
58
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* la premiére intégrale doit étre prise depuis

_ HL X . [ ] __5
r_-\/ DS t+—v———-—2 == ]usquh re=-,

C.D
et la seconde depuis
L " __'l.
= \/c D, s Kt 1usqua P
C.D

» Représentons maintenant par ¢ R l'intégrale ';;‘; f dre

. s s ) N *
depuis r=R jusqu'a r=7 et I'on ayra

: HL . /HL :
_tost *Vis, o rar
u=—=e N ¢( costt

X
%)
*V o
HL HL
_ o’ e"‘\/li_ﬁ.+(\/‘ﬁt x
' C.D.5 2\/1{?)'
C.D

HL
. i y —cHE ¢ :
donc &’ qui équivaut 2 ¢ €-D-S " 4 a pour expression

T B e~ B
—z\/BL /——
et v=e B \/—( )

CD

.I" ..._—.I
+ ( HL x L
¢ 4' C.D.St+ 2} /CI’LL)
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La fonction désignée par ¢ R est connue depuis long-temps
et I'on peut calculer facilement, soit au moyen des séries
convergentes, soit par les fractions continues, les différentes
valeurs que regoit cette fonction, lorsqu'on met au miliey
de R des quantités données; ainsi T'application numérique
de la solution n’est sujette & aucune difficulté.

366.

Si l'on fait H nulle, on a

=) )

Cette équation représente la propagation de la chaleur dans
une barre infinie, dont tous les points étaient d’abord i la
température o, et dont I'extrémité est élevée et entretenue
a la température constante 1. On suppose que la chaleur ne
peut se dissiper par la surface extérieure de la barre; ou,
ce qui est la méme chose, que cette barre a une épaisseur
infiniment grande. Cette derniere valeur de » fait donc con-
naitre la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un
solide terminé par un plan infini, en supposant que ce mu
_infiniment épais , a d'abord dans toutes ses parties une tem-
pérature constante initiale 0, et que l'on assujettit la surface
2 une température constante 1. Il ne sera point inutile de
faire observer quelques résultats de cette solution.

En désignant par ¢(R) l'intégrale T;: f dre™" prise
depuis r=o jusqua r==R; op a lorsque R est une quan-
tité positive,

P(R)=3—s(R) et ¢(—R)=]+¢(R),
58.
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donc

$(—R)—¢(R)=2¢(R) et

C.D

en développant l'intégrale ¢ (R) on a

o(R)= (R— IR* 4+ %-gn’—rh.gk1+em.);
donc .

1 R~ ... - B

L2V A= V= 2\/%;—7%"':3(2‘/6:) 135(‘/ )*‘“‘

10 Si l'on suppose z nulle,on trouvera v=1; 2° si x n'étant
point nulle, on suppose ¢==o; la somme des termes qui

contiennent x représente l'intégrale f dr e " prise depuis
r==0 jusqu’a "=o£ et par conséquent équivaut a -;VE; donc
@ est nulle; 3° différents points du solide placés & des pro-
fondeurs différentes z, z, z; etc., parviennent a une méme
température aprés des temps différents z, z, z, etc., qui
sont proportionnels aux quarrés des longueurs z, z, 2, etc.;
4° Pour comparer les quantités de chaleur qui traversent

pendant un instant infiniment petit une section S placée
dans lintérieur du solide i la distance x du plan échauffé,

on prendra la valeur de la quantité —-KS% et I'on aura
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_Ksj_;z_..__.a’s-%.;/;,[l ;.(_____a‘;gz)'
C.D

C.D

tc. I/CDL/K (
12(‘/5) :23(\/_)+e ] e \/

«  nyy ' s dp 3 r s
ainsi lexpression de la quantité —— est enticrement dégagée

du signe intégral. La valeur précédente i la surface du solide
VT.D.VK
¢RZ
flux de chaleur 4 la surface varie avec les quantitéesC.D K, ¢;
pour trouver combien le foyer communique de chaleur au
solide pendant un temps écoulé ¢, on prendra lI'intégrale

échauffé est S. , ce qui fait connaitre comment le

fs vED.vE dt aSVED.VE.Ve |
u Vo -

ainsi la chaleur acquise croft proport:lonnel.lement a la racine
quarrée du temps écoule. .
367:
On peut traiter par une analyse semblable la question de
la diffusion de la chaleur qui dépend aussi de 'intégration

y d v d’ 2 4
de Iéquation —— ==k 5— -—A». On représentera par fx la

température initiale d'un point de la ligne placée a la dis-
tance z de l'origine, et I'on cherchera 4 déterminer qu'elle
doit étre la température de ce méme point apres un temps £. -

fuisantayey ", 2, on aura —-k —, et par conséquent

z=qu e“g’q:(:c+2ql/ﬁ). Lorseue £==o0 on doit avoir
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4

— = i e :
v==fr=[dge ' oz ou 9x=rnfz, donc

—~ht .
v="e [dg 7T f(z+ 2 gV F).

Pour appliquer cette expression génerale, au cas ou une
partie de la ligne depuis z=—a jusqua r=2 est unifor-
mément échauffée , tout le reste du solide étant 4 la tempéra-
ture o, il faut considérer que le facteur f(x+ 2 ¢V/%:) qui

multiplie e —7 a,selon I'hypothése, une valeur constante 1,
lorsque la quantité qui est sous le signe de la fonction est
compnse entre —a et a, et que toutes les autres valeurs de

ce facteur sont nulles. Donc l'intégrale f dq ¢ 7 doit étre
prise depuis z+ 23 gV Fi==—a jusqua x+23gL Fr=gq,

on depuis g=——>=" jusqua ¢g="""2F 't'H' En désignant
comme ci-dessus par V—%ap R Il'intégrale f dre P'i"’e de-

puis r=R jusqui r=7, on aura

v=TH W (GE)—EED) )
368.

Nous appliquerons encore I'équation générale
8—-5: g )
"’:“?‘:"que 7f(-‘”+29l/_a_?_t)a

au cas ou la barre infinie échauffée par un foyer d'une in-
tensité constante 1 est parvenue i des températures fixes,
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et se refroidit ensuite librement dans un milieu entretenu
a la temperature o. Pour cela il suffit de remarquer que la

A
fonction initiale désignée par fiz équivaut e~ V ¥ tant
que la variable 2 qui est sous le signe de fonction est posi-

A
tive, et que cette méme fonction équivaut i e :‘/&: lors-
que la variable qui est affectée du signe f est moindre que

o. Donc
A
. Vi g9V

___8
=V

A
—l—qu ¢e_‘5‘"¢3mx‘/”T e”? V‘“)
la premiére intégrale doit étre prise depuis
Zz+2g9Vkt=o0 jusqua z+agVFi=-
et la seconde depﬁis .
z+ aqV’T;:-—‘—t jusqu;'a z+ 291/_&7:0..

La premiere partie de la valeur de » est

.....Al —.t\/z , ‘-QQI/E
qu e 7 ¢ ,
r‘\/

._xw
l

dre”

.
%
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V= .rzqu e  T¢z ou q;.r_._-—t

—hr
Q)=f—b-,—,:-fdg ehgf(.r+g.

Pour appliquer cette expression gén¢
partie de la ligne depuis z=—z jusqu:
mément échauffée , tout le reste du soli’
ture o, il faut considérer que le fact.:
multiplie ¢ "7 a,selon Ihypothése, 1
lorsque la quantité qui est sous le
comprise entre —az et a, et que tou:

ce facteur sont nulles. Donc l'intc:

prise depuis z+ 2 gvﬂ':__a

ou depuis g=— = jusqu’h
comme u-dessus par 7_-4- R Ti

I
=, Oi
o’

puis r.....B jusqua r=

Nous appliquerons enc:

‘—l:
vt fdg
au cas ou la barre infin’
tensité constante 1 est

T




CHAPITRE IX. 465

2 —ht

d ! —g'k
v=-e -ggcos.qx sin.g.e 7% an (348).

Pour comparer ces deux reésultats, on supposera dans l'un
et l'autre z—o0; désignant encore par ¢ (R) I'intégrale

fdre"

prxse depms r==0 ]usqua r=R, ona

'—"“{4,(2‘/“ q"(a V.t:)]
—he

___28
Oll.l V= Ve al/h (ai/i:)
o I !
+a S(avr;) TR & n/:;) +"t"]

d’un autre cété on doit avoir

v:—’—e_mf i sin. qe ! ou
__a,—ht -g'ke 7 ¢
v=2e " [dge T (1—3 S+ 35 33.4586 " etc.)

Or l'intégrale [ due " .u”" prise depuis u==0 jusqu'a
u:i a une valeur connue, m étant un nombre entier po-
sitif. On a en général

[ due " u'"=

lequat.lon précédente donne donc, en faisant ¢ kt=u’,
59"

359 am—1 I ,
.;- o;-co{- 2 ,.;V';’

w i

S
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—he
e —u? % 1 ut r
”=w—ﬁ—,fd‘”’ (—samtiTgs 45k
ut 1 ¢
—i3i56,Fp T E c') ’

I I1 ]

3 I oa I §
ou v=20 [Fe—13Gom) +ini(GoR)

1
Cette équation est la méme que la précédente, lorsqu'on
suppose «=1. On voit par-l2 que ces intégrales , que I'on a
obtenues par des prooédés différents ,conduisent aux mémes
séries convergentes , et Ton parvient aussi 4 deux résultats
identiques, quelle que soit la valeur de .

On pour"r\ait, dans cette question comme dans la précé-
dente, comparer les quantités de cbaleur qui, dans un in-
stant donné, traversent différentes sections du prisme échauffe,
et 'expression génerale de ces quantités ne contient aucun
‘signe d’intégration ; mais, sans s'arréter & ces remarques,
on terminera cette section par la comparaiaon des différentes
formes que I'on a données a Fintégrale de I'équation qui re-
présente la diffusion de la chalenr dans une ligne infinie.

3ro.
Pour satisfaire a I'équation %:K%, on peut supposer

—x Kkt - —nzx nkt .
u==¢ = .e¢ ,eten général u=e .e¢ ", on en déduit

facilement, art. 364, l'intégrale
u_;qu. ¢ 1 (& + ag V'KC).
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De I'équation connue L/x—= f dq e 7 on conclut celle-ci

V= f dq e 1+ 4) ,a €tant une constante quelconque;
a’ X - =—12aq’
ona donc e" == fdge e , ou
x

@ —g _ 'a‘q a’a’g’
e ...-.szdq e (I 2ag+—tL—gt +etc.).

Cette équation a lieu, quelle que soit la valeur dea. On peut
développer le premier membre; et, par la comparaison des
termes, on obtiendra les valeurs déja connues de l'intégrale

f dqg e ~7 4", Cette valeur est nulle lorsque n est impair,

et I'on trouve, lorsque » est un nombre pair am,

qu 6—9’9“‘:!.3.5.2,,,,”’“’. V.

232 22 a

3'1 I.
On aemploye precedemment pour lintégrale de lequatlon

*
?E_' Ve e = Vexpression

¢ ' -kt —n kt
cos.n.x+ade ' COB.M,AX4ae COs. U, +etc.

—nl

t—a.e

. ou celle-ci

Y —_pn? L]

—n* Kkt . ', kE . kL.
u=a.e ' sinpx+a,e ' SILRIT+d4e ' SID.Rx-+ete

a.a,a,a,.. etc. et n r,n,n, ete. étant deux séries de con-
stantes arbitraires. I} est aisé de voir que chacun de ces termes

59.
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équivaut a l'intégrale f d qe? sin, n(x+ 24/ k) ou
qu e cos. n(x+ 2gVxe).

En effet, pour determiner la valeur de l'intégrale
qu e 7 sin. (z+ aglVike);

on lui donnera la forme suivante:

fdg e sin. x cos. zq%+qu e 7 cos.zsin. 2 g1/ %s;

ou celle-ci,
h gt AgY ke V7V —ki
que 5'sin..:z‘(' - W . )
1 agy —kit ""39|:/:-_ﬁ
g e e
+que cos.:::( == )’
qui équivaut 2
e ¥ sin. m(iqu ol s \/I":)'+§qu i Vi‘?)')
— k

+e rcos_x(#:__lfdgeﬁg-em(qﬁm).__a‘_/]r:que__@+ﬁ.?)

l'intégralefdg e —(eEV=T) prise depuis g:—‘-‘; jus-
qu'a g—_—é est 1=, on a donc pour la valeur de lintdgrale

fa?q e 7 sin. (z+ agV/%:), la quantité e_“sin.a:.m,

et en géneral
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e " sin.(na)V 5 :qu e ? sinn(z+ 291 K),

on déterminera de la méme maniére l'intégrale

que_—q’ cos. n(z +2qV%r),

LY
dont la valeur est ¢ " £

cos.(nz) . V'm.
On voit par-la qﬁé I'intégrale

~n ke i —r, ki .
e (z.8in.n,Z + b,C08.1,%) + € - (@.8M.1,% + b, ¢08.1,x)

“ - v, :

'—ﬂ"k"

+e (@ sin. n,:c+ b,cos n,:c) + etc

équivaut a T S
. _9-{ a,ﬁn.u,(x+agv’3+b.s'm.n.(w+ag Vici+-etc

f 7€ é,cos.n,(x 43¢ V' I7)+ by008.n,(2+2gV T2) + et |

La valeur de la série représente, comme on 1'a yu prétmdem-

ment, une fonetion- qneluonque de z+ 29[/1? alim Tinté-

grale genérale sera exprimée amsi:

fn=fd ge 1 o2+ 29V
Au reste, l'intégmle de I'équation. T=k§3'pe;rt-'&ré

présentée sous divers autres formes. Toutes ces expres,smns
sont nécessairement |dent1quea
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SECTION DEUXIEME.

Du mowuvement libre de la chaleur dans un solide infini.

372.

dv__ K dw -
de— C.D' dz*
immeédiatement celle de I'équation a quatre variables

I inrécraLe de l‘e'qﬁation (a) fournit

dv K rd*v d v d*v

&8 D\dx T dy +350)» (4)
comme nous F'avons déja remarqué en traitant la question
de la propagation de la chaleur dans un cube solide. Clest
pour cela quiil suffit en général de considérer l'effet de la
diffusion dans le cas linéaire. Lorsque les corps n'ont point
leurs dimensions infinies, la distribution de la chaleur est
continuellement troublée par le pessage du wmilieu solide-
au milieu élastique ; ou, pour employer les expressions
propres a l'analyse, la fonction qui détermine la tempéra-
ture ne doit pas seulement satisfaire a I'équation aux diffé-
rences partielles et 2 T'état initial; elle est encore assujettie
a des conditions qui dépendent de la figure de la surface.
Dans ce cas l'intégrale 2 une forme plus difficile a connaitre,
et il faut examiner la question avec beaucoup plus de soin
pour passer du cas d'une coordonnée linéaire & celui des
trois coordonnées orthogonales : mais lorsque la masse solide
n'est point interrompue, aucune condition accidentelle ne
s'oppose a la libre diffusion de la chaleur. Cet élément se
meut de la méme maniere dans tous les sens.
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La température variable v d'un point d'une ligne infinie
est exprimée par I'équation

+1
v=7-[dg el flavagyn (i),

x désigne la distance entre un point fixe o, et le point m,
dont la température équivaut a v aprés le temps écoulé ¢,
On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la sur-
face extérieure de la barre infinie, et I'état initial de cette
barre est exprimé par l'¢quation »=f=z. L'équation diffé-
rentielle a laquelle la valeur de v doit satisfaire est celleci:

dv__ X d*v
%D (=)
Mais pour simplifier le calcul, on écrit %=§_;.1: (b);
Ce qui suppose que I'on emploie au lieu de ¢ une autre in-
F - I ’ b1 K .
déterminée ¢ égal a "C_‘D

St dans une fonction de z et de constantes fz on
substitue z+ 27177 a4 z, et si, apres avoir multiplié par
dn —n

e , on integre par rapport a n entre des limites

infinies, l'expression — f dne ™ " flz+2n17) satisfera,
Vin =

comme on l'a démontré plus haut, 3 l'équation différen-
tielle (0); c'est-a-dire que cette expression a la propriété de
donner une méme valeur pour la fluxion seconde par
rapport a x, et pour la fluxion premiére par rapport a &.
D'apres cela il est évident qu'une fonction de trois variables
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SECTION D.

DPu mouvement libre de la /-

L’m-résmm-: de Vequatic.

immédiatement celle de I'c

gr=co(

comme nous l'avons d¢j:
de la propagation de la
pour cela quil suffit c1-
diffusion dans le cas [u
leurs dimensions infin’
continuellement trou
au milieu élastique ;
propres a l'analyse. -
ture ne doit pas st
rences partielles et .

a des conditions q:
Dans ce cas l'intégr:

et il faut examiner
pour passer du cas
trois coordonnées o
n'est point interron
s'oppose a la libre d
meut de la méme m.
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x,y,z & une température initiale égale a4 la valeur de la
fonction donnée F(z,y,z). On peut se représenter que la
chaleur initiale est contenue dans une certaine partie de Ia
masse dont le premier état est donné au moyen de l’e'q;xation
v=F(x,y, z), et que tous les autres points ont une tempé-
rature initiale nulle. Il s'agit de connaitre quel sera, apres un
temps donné, le systéme des températures. Il faut par con-
séquent exprimer la température variable v par une fonction
o (x, 7> 2, £) qui doit satisfaire & I'équation générale (A) et 2
la condition ¢(z, 7, z,0)=F(z, 5, z). Or la valeur de cette
fonction est donnée par l'intégrale

q;=n""ydnfdpfdg e (" +P+g)e F(z+2n1L7).

En effet, cette fonction » satisfait 4 équation (A), et si
Yon y fait =0, on trouve

== fan fap [dg AT R (2, 5, 1),

ou, en achevant les intégrations, F(z, ¥, z).
374.

Puisque la fonction v ou ¢ (=z,7,z, t) représente I'état
initial lorsqu'on y fait =10, et qu'elle satisfait a I'équation
différentielle de la propagation de la chaleur, elle représente
aussi I'état du solide qui a lieu au commencement du second
instant, et en faisant varier le second état, on en conclut
que la méme fonction représente le troisieme état du so-
lide, et tous les états subséquens. Ainsi la valeur de v, que
I'on vient de déterminer, contenant une fonction entiere-
ment arbitraire des trois variables z,y, z donne la solution

. 6o
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de la question; et I'on ne peut supposer qu’il y ait une
expression plus génerale, quoique dailleurs la méme inté-
grale puisse étre mise sous des formes treés-diverses.

Au lieu d’employer I'équation

= ‘;';T,qu e Y flx+2917),

- On pourrait donner une autre forme a l'intégrale de I'éque-
: a° ; el . . " T i
tion %’:2—5 ; et il serait toujonrs facile d'en déduire I'in-
tégrale qui convient au cas des trois dimensions. Le résultat
que l'on obtiendrait serait nécessairement le méme que le

précédent.
Pour donner un exemple de ce calcul nous ferons usage
e la valeur particuliere nous a servi a former l'in

de 1 ! particuliere qui ; fi I'inté-

grale exponentielle.
d* v

Reprenant donc I'équation jr =_= (b), nous don-

1 ) - t— t - »
nerons & » la valeur trés-simple e ™" ' cos. n .z, qui satis-
fait évidemment a Péquation différentielle (5). En effet, on

. dv 4 d*» < P
en tire =" et T==—n Donc l'intégrale

£2
—n't
fdn e Cos, nx

convient aussi a 1'équation (b); car cette valeur de » est
formée de la somme d'une infinité de valeurs particuliéres.
Or, l'intégrale
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el

2
Cos. nx

s
o
(1]

af=

LN -

x"

est connue, et I’

e 47

== ( Voyer
P'article suivant.) Cette derniere fonction de x et ¢ convient
donc aussi avec I'équation différentielle (5). 11 est d'ailleurs

trés-facile de reconnaitre immédiaternent que la valeur par-

‘.l

4.-._.

e ' . S
ticuliere T/-r- " satisfait A I'équation dont il s'agit.
Ce méme reésultat aura lieu si 'on remplace la variable =
par —a, a €tant une constante quelconque. On peut donc
(=)’

i # "y . A -] 4 ¢
employer comme valeur partwﬂn:re la fonction ity
danslaquelle on attribue 4« une valeur quelconque. Par consé-

)t

4t e % i .
quentlasomme | da fué-e—?:"— satisfait aussi & l'équation
différentielle (5) ; car cette somme se compose d'une infinité
de valeurs particulitres de la méme forme, multipliées par
des constantes arbitraires. Donc on peut prendre pour va-

leur de » dans lequanon 2'_ = celle-ci:

-(-f—s)’

'v._.fdafa

A étant un coéfficient constant. Si dans cette derniere inté-

grale on suppose( o =¢’, en faisant aussl A=—- 1/ , on

’ 6o.
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X —(a—x)

+.
aura 1J==fdaf¢. "'2-1/__1':‘1:/2 (¢)

ol=

ou fuz-—‘/l-—;qu e 7 fla+aqL/E) (i) On woit
par-la comment 'emploi des valeurs particulieres

t‘t

—n't e 4t
COoS. nx ou

N

conduit a lintégrale sous forme finie.
; 3r5.
La relation qu'ont entre elles ces deux valeurs particulieres,
se- découvre lorsqu'on détermine I'intégrale

4+
—n't
dne g cos. nx.

Pour effectuer I'intégration, on -pourrait développer le fac-
teur cos. nx, et intégrer par rapport 4 n. On obtient ainsi
une série qui représente un développement connu; mais on
déduit plus facilement ce résultat de l'analyse suivante.

L'intégrale f dn e ™" cos. nx se rapporte 4 celle-ci:

fdp e 7 cos. 2pu;

en supposant »’{==p" et nx=3pu. On a ainsi

+3 +3
fdn g Tt cos.nx:-;;-;fdp e 7 cos. 2p u.

On écrira maintenant
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- S . ((a—p) 4 (82} +-G—2)*)
i B T :
e
::'r ’ | 3 _l'_‘, (j')
.3 = 22 stvgrale générale de la proposée
1 conduit a cette intégrale doit
Vil sapplique aux cas les plus
m'::t;.'m— ) PP q 1N I3 p '
- wiement utile lorsque l'inteégrale doit
- . relatives a la surface. En l'exami-
connaitra que les transformations
v liquées par la nature physique de

nissi, dans l'équation (j), changer

nant

ot

"..._ 3 (_"): s a 5 |
7 =p, 1‘;}"“_":9’

—

|

-t

: le second membre par un coéfficient

g 2;"[.x+2nl/?,y+ apV e, 2+29V77)
-1les entre les limites '._E. et + %, et

connaitre l'état initial, on trouvera
- . Ainsi, en représentant les tempé-
s par F(x, y, z), et donnant a la

- '—, on parviendra a l'intégrale
T ‘R

TP T Flavany T, y+apV T, s+ 29V E)

« de Tartjcle (372).
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—
' < gy e 4 .
Au reste la valeur particulitre —— est assez simple pour

qu'elle se piéaeute immédiatement sans qyil soit nécessaire

de la déduire de celle~ci ¢ " ' cos.n. Quoi qu'il en soit,

e 4f

Ve

il est certain que la fonction satisfait a l'e’quation dif-

férentielle g—}’:g;; il en est de méme par conséquent de
— (=)
e 4t

la fonction ——=—, quelle qua soit la quantité ».
. 376.

Pour passer au cas des trois dimensions, il suffit de mu}

—(ar—a)’

. ; - At
tiplier la fonction en z et ¢, f—-——‘?.:— par deux autres fonc-

tions semblables I'une en y et ¢; le produit doit évidem-

= . 1 F [ d d’ d\ d,
ment satisfaire 2 Pégquation ?; - d;: + d;: % d::' On

prendra donc pour v la valeur ainsi exprimée

—{(x—a)’ —{r—p)" —(s—y)
e 4 & 4t o 4t
v | Vi Vi

V=

Si maintenant on multiplie le second membre par d«, d8, dy,
et par une fonction quelconque f(«, 8, y) des quantités a,p,7,
on trouvera, en indiquant l'intégration, une valeur de v
formée de la somme d'une infinité de valeurs particulieres
multipliées par des constantes arbitraires.

Il suit de la.que la fonction v peut étre aiusi exprimée :
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x g g _ (b 4 (3= 4-(y—=)*)
T dafdﬁdef(a,ﬂl,T),t"_"e 4 o .
_% 'H% _% ? : _ h v ooty (J)

i
Cette équation contient lmtegrale générale de la proposée
(A): le procédé qui nous a conduit a cette intégrale doit
étre remarqué par ce quil sapplique aux cas les plus
varies; il est principalement utile Jorsque l'intégrale doit
satisfaire 4 des conditions relatives a la surface. En I'exami-
nant avec attention on reconnaitra que les transformations
qu'il exige sont toutes indiquées par la nature physique de
la question. On peut aussi, dans Iéquation (j), changer
d'indéterminées, en prenant

. iﬂ;‘:)’mnz’ (Ezr :=P:, (I;:): :.:q" ;

on aura, en maultipliant le second membre par un coéfficient
constant A, B

1:2’.Afdnfdpqu e s a7, yraph T, 242l i)
Prenant les trois intégrales entre les limites —;—-% et + g, et

faisant t==0 afin de conpnitre l'état initial, on trouvera
=2 AV % f(%, y, z). Ainsi, en représentant les tempé-
ratures initiales connues par F(z, 5, z), et donnant a la

constante A la valeur ‘—,5—;, on parviendra a l'intégrale -

fdnfdpqu e e 7T Fla+ant i, y+apVi, i+aglst)

qm est ,Ia meme que celle de lartjcle (572)
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L'intégrale de I'équation (A) peut étre mise sous plusienrs
autres formes parmi lesquelles on choisit celle qui convient
le mieux a la question que I'on se propose de résoudre.

Il faut observer en général, dans ces recherches, que deux
fonctions ¢(r,7,z,¢) sont les mémes lorsqu’elles satisfont
Tune et l'autre a I'équation différentielle (A), et lorsqu'elles
sont égales pour une valeur déterminée du temps. Il suit de
ce prmc:pe que les intégrales, qui se réduisent, lorsquey fait
t==0, a une fonction arbitraire F(x,y,z), ont toutes le
méme Idegre de généralité; elles sont nécessairement iden-
tiques. - ' -

Le second membre de l'équation différentielle (a) etait

multiplié par C.I.K_D’ et l'on a supposé dans I'équation (5)ce
coéfficient égal 4 l'unité. Il suffira, pour rétablir cette quan-

tité dans le calcul, d'écrire — K au lieu de ¢, dans linté-

cD
grale (), ou dans I'intégrale (I). Nous indiquerons mainte-
nant quelques-unes des conséquences que I'on déduit de
ces équations.
o 377- - .

La fonction qui sert d'exposant au nombre e, ne peut
représenter qu'un nombre absolu, ce qui suit des principes
géniéraux du calcul ,comme on I'a prouvé explicitement dans
la dection IX du chapitre II page 15a. Si dans cet exposant

on remplace ['indéterminée ¢ par CK_;S’ on voit que les dimen-
sions de K,C,D et ¢, par rapport a l'unité de longueur
’ ’ . .. ; Kt
étant —1,0,—3 et o, la dimension du dénominuteur D

est 2 comme celle de chaque terme du numérateur, en sorte
que la dimension totale de l'exposant est o. considérons k
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cas ou la valeur du temps ¢ augmente de plus en plus, et
pour simplifier cet examen, employons d’abord Féquation

—(zmY"
‘ ‘

VIV (2)

v=[dax fa
qui représente la diffusion de la chaleur dans une ligne in-
finie. Supposons que la chaleur initiale est contenue dans
une portion -donnée de la ligne, depuis x=—~% jusqu'a
x=+g, et que l'on attribue a x une valeur déterminée X,
qui fixe la position d'un certain point m de cette ligne. Si

A Cqre " — 24X ‘
Ie temps ¢ croit sans limite, les termes T et + 3 qu
entrent dans 'exposant deviendront des nombres absolus
de plus en plus petits, en sorte que, dans le produit

3 2ax

x @
e 4t e bt 4

On pourra omettre les deux derniers facteurs qui se confon-

dent sensiblement avec I'unité. On trouvera ainsi,

:1

=

av-et/r[da fa. r\)’)

- _IJ

C'est I'expression de T'état variable de la ligne aprés un
temps tres-long ; elle sapplique a toutes les parties de cette

ligne qui sont momj_ ;lmgnees de l'origine que le point m.

L'intégrale definie [ da fa désigne la quantité de chaleur
—Lfr.

totale B contenue dans le solide, et I'on voit que la distri-

bution primitivc n'a plus d'influence sur les températures

61
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apres un temps trés-long. Elles ne dépendent plus que de
la somme B, et non de la loi suivant laquelle Ia chaleur a
eté répartie.

378.

Si I'on suppose qu'un seul €lément w placé a Y'origine a
recu la température initiale £, et que tous les autres avaient
la température o, le produit f sera équivalent a l'intégrale
+8
fd,gfa ou B. La constante f sera extrémement grande,

pmsqu on suppose la ligne o tres -petite.

¢ ’ -
=7 +wf Teprésente le mouvement qui
aurait lieu, si un seul éiément place' a lorigine et été
échauffé. En effet, si I'on donne & z une valeur quelconque

x?

....__.

- . ‘
a, non infiniment petite, la fonction 2 —= sera nulle lors-

L'équation v==

qu’on supposera ¢==0. 1l n'en sera pas de méme si la valenr

6'
de z est nulle. Dans ce cas la fonction 2 —7= Tegoit au con-
traire une valear infinie, si £=0. On connaitra distincte-
ment la nature de cette fonction, si l'on applique les
principes genéraux de la théorie des surfaces courbes a

la surface qui aurait pour équation z=="—.
‘l

_ = _ '
L'équation 'v:h.m._f exprime donc la tempera-

ture variable d'un point quelconque du prisme, larsqu'on
suppose toute la chaleur initiale réuuie dans un seul élément
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placé a l'origine. Cette hypothese, quoique particuliere,
appartient a une question générale, parce qu'apres un temps
assez long, I'état variable du solide est toujours le méme
que si la chaleur initiale edt été rassemblée & l'origine. La
loi suivant laquelle la chaleur a été distribuée, influe beau-
coup sur les températures variables du prisme; mais cet
effet s'affaiblit de plus en plus, et finit par devenir entiere-
ment insensible.

379-

Il est nécessaire de Temanquer que I'équation réduite )
ne s'applique point a la partie de la ligne qui est placée
au-dela du point 7 dont la distance a été désignée par X.
En effet, quelque grande que soit la valeur de temps, on

2ax
pourrait choisir une valeur de z telle que le terme e 4¢

différat sensiblement de l'unité, et alors ce facteur ne doit
pas étre supprimé. Il faut donc se représenter que l'on a
marqué de part et d'autre de l'origine o deux points, m et
m/, placés a une certaine: distance X ou — X, et que l'on
augmente de plus en plus la valeur du temps, en observant
les états successifs de la partie de la ligne qui est comprise
entre m et m'. Cet état variable convergera de plus en plus
vers celui qui est exprimé par I'équation

I‘

,f,:;,fd«fu (7)

Quelle que soit la valeur attribuée a X, on pourra toujours
trouver une valeur du temps assez grande pour que lI'état
de la ligne m' o m ne differe pas sensiblement de celui

61.
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qu'exprime I'équation précédente (y). Si 'on demande que
cette méme équation s'applique & d'autres parties plus
€loignées de Vorigine, il faudra supposer une valeur du
temps plus grande que la précédente.

L'équation (), qui exprime dans tous les cas I'état
final. d'une ligne quelconque, fait voir qu'apres un temps
extrémement long, les divers points acquiérent des tempe-
ratures presqu'égales, et que les températures d'un méme
point finissent par varier, en raison inverse de la racine
quarrée des temps écoulés depuis le commencement de la
diffusion. Les décroissements de la température d'un point
quelconque deviennent toujours proportionnels aux accrois-
sements du temps.-

38o0.
Si l'on faisait usage de lintégrale

—(a—=}),
. [da fa.c ikt .
¥ f AVeV iV (')
pour connaitre l'état variable des points de la ligne placés

a une grande distance de la portion échauffée , et que, pour
exprimer cette derniére condition, on supprimit encore le

a*—larx
ﬁ " t r ] = =
facteur e , les conséquences que I'on obtiendrait

ne seraient pas exactes. En effet, en supposant que la por-
tion échauffée s'étende seulement depuis a==o0 jusqu'a a =g
et que la limite g soit trés-petite par rapport & la distance
xz du point dont on veut déterminer la température; la

(a—=)"
4kt

—

(uantité — qui forme I'exposant se réduit en effet
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a %, c’est%—di;e que:lal raison des"de.-u; qpantités
(a—=x) —_—
4k¢ 4 ke

approche d’autant 'l\)lus de l'unité que la valeur de = est
plus grande par rapport a celle de z : mais il ne s'ensuit
pas que l'on- puisse remplacer. 'une de ces quantités par
l'autre dans I'exposant de e. En général I'omission des termes
subordonnés me peut peaint avoir lieu ainsi dans les expres-
sions exponentielles ou .trigonométriques. Les quantités
plaoees sous les signes de sinus ou de cosinus, ou sous le
signe exponentiel ¢ sont toujours des nombres absolus, et
Pon ne peut omettre que les parties de ces nombres, dont
la valeur est extrémement petite; leurs valeurs relatives ne
sont ici d’aucune considération. Pour jugér si I'on peut
réduire l'expression

-—(g—.r]' . . — b IS

fd.f ee 45 i celle-di L da fa,

[0

il ne faut pas examiner si le rapport de  a a est trés-grand,

mais si les termes %1‘.? S ";: sont des nombres trés-petits.

Cette condition a toujours lieu lorsque le temps écoulé ¢
est extrémement grand ; mais elle ne dépend point du rap-
port ;- _ ‘
: 381.

Supposons maintenant qﬁe U'on venille connajtre combien il
doit g'écouler de temps pour queles températures de.la partie
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du solide, comprise depuis r==0 jusqu'a z==X, puissent
étre représentées a trés-peu pres par I'équation réduite

—at

JGRe +e
V=V v‘kw‘[d“f"’

= :
ét que o et soient g les limites de la portion prumtwemem

échauffée. -
‘La solution exacte est donnée par I’ éqnanon

v

II' - —(a—:i’,.

. * ﬂfﬂe “-: . P
”"“[ avzwm (¢)

A |
oLt
-

et la solution approchée est donhée par Téquation
—®

= o
v=rvevivi) dfs 0)

0

k désignant la 'valeur -CL-D de la conducibilité. Pour que
l'équation (y) puisse étre en général substituée & h prée

2gx—a’

dente (), il faut que le facteur e 4% , qui est celui que
I'on omet, diff'ere:trés-peu de I'unité; car s'il était 1 ou ;-
on pourrait craindre de commettre une erreur égale a la
valeur calculée, ou 4 la moitié de cette valeur. Soit donc

Agx~~a’
e 447 axqigm,w éthnt une petite fraction , comme —;—ou
on en comxlura la condition : :

!obd
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sa.r-—-—a’.___*' ; Ol.l‘ t"'""" aaa——gt
fhke U S '“‘“*41:-)’

et sirla plus grande valewr g que puisse recevoir la variable a
est trés - petite par rapport & x, on aura == £,

On voit par ce résultat que plus les points dont on vent
déterminer la temperature au moyen de lequatlon réduite,
sqnt €loigngs de 'origine, plus il’est necessaire que la valeur
du temps €coulé soit grande Ainsi la chaleur tend de plus
en phis 4 se distribuer suivant une loi indépendante de
I'échauffement primitif. Apreés un certain temps, la diffusion
est sensiblement opérée, c'est-2-dire que l'état du solide ne
dépend plus que de la quantité de la chaleur jnitiale, et non
de la distribution qui en avait été faite. Les temnpératures
des points assez voisins de l'origine ne tardent pas & étre
représentées sans errenr par l'équation réduite (y): mais
il n’en est pas de.méms des points trés-distants de ce foyer.
On ne plat alors faire usage de la méme équation que i le
temps écoulé-est extrémement long. Les applications numé-
riques rendront cette remarque plus sensible,

382,

Supposom que la substance dont le prisme est formé, est
le fer, et que la portion de ce solide qui a €té échanffée a
un décimetre d'étendue , en sorte que g==o,1. Si lon
vent connaitre quelle sera, apres un temps donmé, la tem-
pérature d'un point m dont la distance a 'origine est un
metre, et si on emploie pour ce calcul l'intégrale appro-
chée (y), ou commettra une erreur d'autant plus grande
que la valeur du temps sera moindre. Cette erreur sera plus
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petite que la centieme partie de la quantité cherchée, si le
temps €coulé surpasse trois jours et demi.

Dans ce cas la distance comprise entre l'origine o et le
point m dont on détermine la température , est seulement
dix fois plas grande que la portion échauffée. Si ce rapport
est cent au lieu d’étre dix, l'intégrale réduite (y) donnen
la température & moins d’un centieme prés, lorsque la valeur
du temps écoulé surpassera un mois. Pour que I'approxima-
tion soit admissible, il est nécessaire, en general, 1° que la

2gx —a’

ik
fraction comme %5 ou -5 au plus; a° que l'erreur qui en
doit résulter ait une valenr absolue beaucoup moindre que
les petites quantités que 'on obsem avec les thermometres
les plus sensibles.

Lorsque les points que Fon conmdbre sont trés - éloignés
de la portion du solide qui a été¢ primitivement échauffée ,
les températures qu'il s'agit de déterminer sont extrémement
petites; ainsi Terreur que lon commettrait en se sérvant de
I'équation réduite, aurait une tres-petite valeur absolue;
mais il ne s’ensuit pas que I'on soit autorisé a faire usage de
cette équation. Car si I'erreur commise, quoique tres-petite,
surpasse ou égale la quantité cherchée; ou méme si elle en
est la moitié ou le quart, ou une partie notable, 'approxi-
mation doit étre rejetée. Il est manifeste que dans ce cas
I'équation approchée () n expnmemt pomt I’'état du solide,
et que l'on ne pourrait point g'en servir pour déterminer
les rapports des températures simultanées de deux ou plu-
sieurs points.

guantité ne puisse eqmvalmr qu'a ‘une tres- petite
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383,

Il suit de cet examen que I'on ne doit point conclure de
-1 : :‘i*‘—‘r)'
1 # X .
I'intégrale v_mfdafa e que la loi
a
de la distribution primitive n'influe pas sur la température
des points tres-€loignés de l'origine. L'effet résultant de cette
distribution cesse bientét d’avoir lieu pour les points voisins
de la portion échauffée; c’est-a-dire que leur température ne
dépend plus que de la quantlte de chaleur initiale, et non de
la répartition qui en avait €té fuite : mais la grandeur de la
distance ne concourt point a effacer 'empreinte de la distri-
bution, elle la conserve au contraire pendant un tres-long
temps et retarde la diffusion de la chaleur. Ainsi I'équation

x*
7 &

_r/_if 2. fa

o

i
£

ne représente les tempcratures des points extrémement
éloignés de la partie échauffée , qu'apres un temps immense.
Si on l'appliquait sans cette condition, on trouverait des
résultats doubles ou triples des véritables ou méme incom-
parablement plus grands ou plus petits; et cela naurait pas
lieu sealement pour des valeurs tres-petites du temps; nais
pour de grandes valeurs, telles que, une heure, un jour,
une année. Enfin cette expression serait d'autant moins
exacte, toutes choses ¢gales d’ailleurs, que les points seraient
plus éloignés de la partie primitivement échauffée.

b2
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384.
Lorsque la diffusion de la chaleur s'opére dans tous les

sens , I'état du solide est représenté comme on l'a vu par
I'intégrale

(e—2x)' +(p—r)

_( ’+(T‘“"‘)')
'vz.[[ 4w e gke f(‘aﬂa‘r)-
2.8 ‘

Si la chaleur initiale est contenue dans uane portion deter-
minée de la masse solide, on connaitra les limites qui com-
prennent cette partie échauffée, et les quantités «, 8, y, qui
varient sous le signe intégral, ne pourront point recevoir
de valeurs qui excedent ces limites. Supposons donc que
I'on marque sur les trois axes six points dont les distances
sont +X,+ Y, +Z, e¢ —X,—Y,—Z, et que I'on con-
sidere les états successifs du solide compris entre les six
plans qui passent a ces distances ; on voit que I'exposant de
e, sous le signe d'intégration , se réduit 4 ——-('f-:-:-'_z"—:—:_—z.),

lorsque la valeur du temps écoulé augmente sans borne. En

effet, les termes tels que Efi% et fﬁ regoivent dans ce

cas des valeurs absolues tres-petites, parce que les numéra-
teurs sont compris entre des limites fixes, et que les déno-
minateurs croissent a linfini. Ainsi les facteurs que l'onm
omet different extrémement peu de I'unité. Donc T'état va-

riable du solide, apres une grande valeur du temps, a pour
expression

—-*(.I" +J.a +Z.'

) .
=ttt fda [ ds [ dy fle 80,

(.
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Le facteurfdafd ﬁfdyfga,ﬁ,T) represente la quantité

totale de chaleur B que le solide contient. Ainsi le systéme
des températures ne dépend point de la distribution de la
chaleur initiale , mais seulement de sa quantité. On pourrait
supposer que toute la chaleur initiale était contenue dans un
seul élément prismatique placé a l'origine, et dont les dimen--
sions orthogonales et extrémement petites seraient w, , e, ,w;.
La température initiale de cet €lément serait désignée par
un nombre extrémement grand )/, et toutes les autres molé-
cules du solide auraient une température initiale nulle. Le
produit w, v, w, f équivaut dans ce cas a l'intégrale

fdafd,‘?afdyf(a,{?a,f).

Quelque soit I'échauffement initial , I'état du solide qui cor-
respond i une valeur du temps tres-grande, est le méme
que si toute la chaleur avait €té réunie dans un seul élément
place a lorigine. :

385.

Supposons maintenant que l'on ne considere que les
points du solide dont la distance a l'origine est tres-grande
par rapport aux dimensions de la partie échauffée; on pour-
rait d'abord penser que cette condition suffit pour réduire
Fexposant de e dans l'intégrale générale. En effet cet expo-

sant est — ('-“_'r"’ il B‘i—;l;;' o e ); et les variables
ay 8,y sont, par hypothese, comprises entre des limites

4 . r . A
déterminées , en sorte que leurs valeurs sont toujours extré-

mement petites, par rapport a la plus grande coordonnée

d'un point trés-¢loigné de l'origine. II suit de la que I'expo-

sant de e se compose de deux parties M + ., dont l'une est
' 6a.
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trés-petite par rapport i I'autre. Mais de ce que le rapport

%cst une tré;-petite fraction, on ne peut pas conclure que

l'exponentielle e M+ Jevienne égale & eM, ou n'en differe
que d’une quantite tres - petite par rapport a sa propre va-
leur. Il ne faut point considérer les valeurs, relatives de M
et x, mais seulement la valeur absolue de i. Pour que I'on
puisse réduire intégrale exacte (;) 4 'équation
____(_ra + +zs)

4 kt

2VeTEee

»=B<

il cst nécessaire que la quantité

2ax+afy+ n-fa—-;'-—-ﬂ'-_ur'
4 ke ?

dont la dimension est o, soit toujours un nombre fort petit .
Si 'on suppose que la distance de l'origine au point m dont
on veut déterminer la temperature est tres-grande par
rapport a I'étendue de la partie qui a été d’abord échauf-
fée, on examinera si la quantité précédente est toujours
une trés-petite fraction o. Il faut que cette condition
soit satisfaite, pour ue l'on puisse employer l'inté
3 3 » —&
grale approchée v =B a2~ x> k " ¢ =ef k¢ ; mais
cette équation ne représente point I'état variable de la partie
de la masse qui est trés-distante du foyer. Elle donne au coo-

traire un resultat d’autant moins exact, toutes choses d'ail-
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leurs égales, que les points dont on détermine la tempé-
rature sont plus éloignés du foyer.

La chaleur initiale contenue dans une portion déterminée
de la masse solide pénetre successivement les parties voi-
sines, et se répand dans tous les sens;il n'en parvient
qu'une quantité extrémement petite aux points dont la dis-
tance a l'origine est tres-grande. Lorsqu'on exprime par
I'analyse la température de ces points, 'objet du calcul n'est
pas de déterminer en nombre ces températures, qui ne sont
point mesurables, mais de connaitre leurs rapports. Or ces
quantités dépendent certainement de la loi suivant laquelle
la chaleur initiale a été distribuée, et Peffet de cette réparti-
" tion initiale dure d’autant plus que les parties du prisme
sont plus éloignées du foyer. Mais si les termes qui font

2ax

partie de I'exposant, tels que o T 4—“5- ont des valeurs
absolues qui décroissent sans limite, on doit employer les
intégrales approcheées.

Cette condition a lieu dans les questions ol I'on se
propose de déterminer les plus hautes températures des
points tres-€loignés de lorigine. En effet on peut démon-
trer que dans ce cas les valeurs du temps croissent dans
un plus grand rapport que les distances, et qu'elles sont
proportionnelles au quarré de ces distances, lorsque les
points que I'on considere sont trés-¢loignés de I'origine.
Ce n'est qu'apres avoir établi cette proposition qu'on peut
opérer la réduction sous l'exposant. Les questions de ce
genre seront l'objet de la section suivante.
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SECTION IIL

Des plus hautes températures dans un solide infigi.
386.

Nous considérerons en premier lien le mouvement linéaire
dans une barre infinie, dont une portion a été uniforme-
ment échauffée, et nous chercherons quelle doit étre la va-
Jeur du temps écoulé pour qu'un point donné de cette ligne
parvienne 2 sa plus haute température.

On désignera par 2 g I'étendue de la partie échauffée dont
le milieu correspond avec l'origine o des distances x. Tous
les points dont la distance a I'axe des y est moindre que g,
et plus grande que —g, ont par hypothese une tempéra-
ture initiale commune £, et toutes les autres tranches ont
la température initiale 0. On suppose qu'il ne se fait a ia
surface extérieure du prisme aucune déperdition de chaleur,
ou, ce qui est la méme chose, on attribue & la section per-
pendiculaire a ['axe des dimensions infinies. Il s'agit de con-
naitre quel sera pour un point donné, dont la distance est z,
le temps ¢ qui répond au maximum de température.

On a vu, dans les articles précédents, que la températare
variable d'un point quelconque est exprimée par 'équation

— (a—2)*
4 ke
V= ;L_/_:med afa‘. €.
Le coéfficient % représente % , K étant la conducibilité
spécifique, C la capacité de chaleur,et D la densité. On fera
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leur imitiale est contenue dans un seul élément de la barre
prismmatique infinie. i

388.
* Dans la question précédente on a déterminé I'état variable
d’'un prisme infini dont une portion déterminée était affectée
dans tous les points d’'une température initiale /. On suppo-
sait que la chaleur initiale était distribuée dans une éten-
due infinie depuis x==0 jusqu'd z==5. On suppose main.
tenant que la méme quantité de chaleur &/ est contenue
dans un élément infiniment petit, depuis x==o0 jusqu'a

fh

x=uw. La température de la tranche échauffée sera donc’—,

et il résulte de ce qui a été dit précédemment, que I'état
variable du solide sera exprimé par I'équation

— . e @
* s gi 7*; 2 ( )
K
ce résultat a lien lorsque le coéfficient & qui entre dans
K d»
I'équation dlfferentlelle -—‘- T R kv, est désigné

par k. Quant au coéfficient A, il équivaut a E“TJLS’ on dési~

gue par S Paire de la section du prisme, par { le contour
de cette section, et par H la conducibilité de la surface
extérieure. En substituant ces valeurs dans 'équation (a).ona

C.D
bf ¢ T —gyet
b} —=te ——c e N (A) .
Vin V_. K
AV eon

f représente la température moyenne initiale, c'est-a-dire

63
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celle qu'anrait un seul point, si 'on distribugit également
la chaleur initiale entre todR les points d’une portion dela
barre dont la longucur serait 4, ou, plus simplement, I'unité
de mesure. 11 s'agit de déterminer la valeur du temps écoulé
¢, qui répond au maximum de température dun point
donné.

Pourrésoudre cette question , il suffitde déduire del'équa-

. d’v s’ ) ’
tion (a) la valeur de —- et de I'égaler a zéro, on aura

dv

1 1 ak kk
ac =

= bk
""';t v, el S o= (6J

4 TG
donc la valeur 8, du temps qua doit s'‘écouler pour que le

point placé a la distance x atteigne sa plus haute tempe-
rature , est exprimé par I'équation

+\/ + 1o

Pour connaitre la plus haute température V, on remar-

(¢)

queraque exposant de e™ ' dans I'équation (a) est
ht+-Z-. Or I'équation (4) donne ht—-——}-— ; donc

4 kt'
htt+— 3 “ ::: —_ ; et, mettant pour —5 sa valeur connue,
on a M"’H}'_‘ \/% +£!x'; substituant cet exposant de

¥ dans I'équation (a), on a

’ T A,
itET

__&f :
Yo — e
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et remplacant V% par sa valeur connue, on trouve, pour
Vexpression du maximum V

v: [P - i /I
e Vel s (@)
Les équations (c) et (d) contiennent la solution de la ques-
HL K
tion ; on remplacer : / et k par leurs valeurs —— st oo |

. F - I - 5 I
on peut aussi écrire - £ au lieu de 7» €N représentant per g
la demi-épaisseur du prisme dont la base est un quarré. On
aura, pour déterminer V et 6, les équations

Vsl

b e ke
V-'—',Vf;. z \/1+2‘/ i (D)
K . x*
G R /;—Hg"”“z

Ces équations s'appliquent au mouvement de la chaleur.
dans une barre peu €paisse, dont la longueur est trés-grande.
On suppose que le milieu de ce prisme a été affecté d'une
certaine quantité de chaleur &/ qui se propage jusqu'aux
extrémiités, et Se dissipe par la surface convexe. V désigne le
maximum de température pour le poirit dont la distarice au
foyer primitif est x; 0 est le temps qui s'écoule depuis le
commencement de la diffusion jusqu'a Finstant ou la plas
haute température V a lieun. Les coéfficients C, H, K, D
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désignent les mémes propriétés spécifiques que dans les
questions précédentes, et g est le demi-cété du quarre formé
par une section du prisme.

38g.

Si l'on veut rendre ces résultats plus sensibles par une
application numérique, on supposera que la substance dont
le prisme est formeé est le fer, et que le coté ag du quarré est
~ la vingt-cinquieme partie d'un metre.

Nous avons mesure autrefois, par nos expériences, les va-
leurs de H, K; celles de C et D étaient déja connues. En
prenaut le métre pour unité de longueur, et la minute sexa-
gésimale pour unité de temps, et employant les valeurs ap-
prochées de H,K, G.D, on déterminera les valeurs de Y et
de 6 relatives 2 une distance donnée. Pour I'examen des con-
séqueices que nous avons en vue, il n'est pas nécessaire de
conmaitre les coéfficicnts avec une grande précision.

On voit d’abord que si la oistance x est d'environ un

metre et demi ou deux metres, le terme ;{—g.‘c'.' qui entre

~sous le radical, a une grande valeur par rapport au second

terme i Le rapport de ces termes est d'autant plus grand

que la distance est plus grande.

Ainsi la loi des plus hautes températures devient de plus
en plus simple, 2 mesure que la chaleur s'éloigne de I'on-
gine. Pour déterminer cette loi réguliere qui s'établit dans
toute I'étendue de la barre, il faut supposer que la distance
x est tres-grande, et Uon trouve.
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: ;H_ 1
bf i K._r‘ aH\ 4 _
v"n/vs VE 'Kg) (2)
K C.D.vE
b= ou b=l iz (y)
. G.b a2 H 22 VHVEK
, 2\/.-::_;
3go.

On voit par la seconde équation que le temps qui répond
au maximum de température, croft proportionnellement i
la distance. Ainsi la vitesse de I'onde (si toutefois on peut
appliquer cette expression au mouvement dont il s'agit) est
constante, ou plutdt elle le devient de plus en plus, et con-
serve cette propnete en seloxgnant a linfini de T'origine de
1a chaleur. '

On rormarguora ‘aussi dang ‘2 pl‘f‘mlém eqﬂahon qne la

S IR o o

quantité fe K¢ exprime les temperatures perma-
nentes que prendraient les différents points de la barre, si
I'on affectait l'origine d’'une température fixe f, comme on
peut le voir dans le chapitre I, page 65.

-1l faut donc, pour se représenter la valeur de V, copce-
voir. que toute la chaleur initiale que le foyer contient, est
également distribuée dans une portion de la barre dont la
longueur estb ou l'unité de mesure. La température fqui en
résulterait pour chaque point de cette portion, est en quel-
que sorte la température moyenne. Si I'on suppostit que la
tranche placée 4 l'origine fiit retenue pendant un temps
infini a la température constante f, toutes les autres tran-
ches acquerralent des températures fixes dont lexpressmn

Py
geénérale est fe ~*V Kg, en désignant par x la distance
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de la tranche. Ces températures fixes représentées par les
ordonnées d'une logarithmique sont extrémement petites,
lorsque la distance est un peu considérable; elles décrois-
sent, comme on le sait, trés-rapidement 4 mesure que l'on
s'éloigne de 'origine. Or I'équation (3) fait voir que ces tem-
pératures fixes, qui sont les plus hautes, que chaque point
puisse acquérir, surpassent beaucoup les plus hautes tem-
pératutes qui se succedent pendant la diffusion de la cha-
leur. Pour déterminer ce dernier maximum , il faut calculer
la valear du maximum fixe, la multiplier par le nombre

constant (K—)‘ etk diviser par la racine quarrée de

la. distance z. " -

Aipsi les plus hautes températures se succtdent dans
toute I'étendue de la igne, commhk tee ardannées d’'wne 1o
ganthmlquc divisées par les racines quarrées des abscisses,
et le mouvement de I'onde est uniforme. Clest suivant cette
loi générale gne la chaleur réunie un un seul point se
propage dans le sens de la longuear da solide.

3g1.

* 8i I'on regardait comme nulle la conducibilité de }a sur-
faee extérieure du prisme, ou si la conducibilité X om
Pépaisseur 2 & étaient supposées infinies, on obtiendrait des

aH
resu]tats tres-différents. On omettralt alors le terme &7 ',
et Lon qu.ra:t ; _ .
Ty —_ o ; o 3 :K-a 1
. , .V‘*Ev:.v:'é’ SABToN R

xl

vy

Dans ce cas la valeur du maximum est en raison inverse de

M Spcasl % - oo




CHAPITRE IX. . Bs3

la distance. Ainsi le mouvement de l'onde ne serait point
uniforme. Il faut remarquer que cette hypothése est pure-
ment théorique, et que si la conducibilité H n'est pas nulle,
mais seulement une quantité extrémement petite, la vitesse
de l'onde n’est point variable dans les parties da prisme
qui sont trés-€loignées de l'origine. En effet, quelque pe-
tite que soit la valeur de H, si cette valenr est donnée ainsi
que celles de K et g, et si 'on suppose que la distance x aug-

mente sans limite, le terme ;—l;; z* deviendra toujours beau-

coup plus grand que ;i Les distances peuvent d'abord &re
assez petites pour que ce terme ?R% z’ doive étre conservé
seul sous le radical. Alors les temps sont proportionnels aux
quarrés des distances : mais a mesure que la chaleur s'écoule
dans le sens de la longueur infinie, la loi de la propagation
saltére, et les temps deviennent proportionnels aux dis-
tances. La loi initiale, c’est-a-dire celle gui se rapporte aux
points extrémement voisins du foyer, differe beaucoup de
laloi finale qui sétablit dans les parties tres-éloignées, et
jusqu’a I'infini : mais, dans les portions intermédiaires, les
plus hautes températures se succedent suivant une loi mixte,
exprimée par les deux équations précédentes (D) et (C).
- 392,

Il nous reste a déterminer les plus hautes températures
pour le cas ou la chaleur se propage a l'infini, et en tout
sens dans la matiere solide. Cette recherche ne présente au-
cune difficulté d’aprés les principes que nous avons établis.

Lorsqu'une portion déterminée d'un solide infini a eté
cchauffée, et que toutes les autres parties de la masse ont la
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température initiale o, la chaleur se propage dans tous les
sens, et apres un certain temps I'état du solide est le méme
que 8i elle avait été primitivement réunie dans un seul point
a lorigine des coordonnées. Le temps qui doit s'écouler
pour que ce dernier effet ait licu est extrémement grand,
lorsque les points de la masse sont tres-eloignés de l'origine.
Chacun de ces derniers points qui avait d’'abord la tempé-
rature o séchauffe insensiblement; sa température acquiert
ensunite la plus grande valeur qu'elle puisse recevoir; et elle
finit par diminuer de plus en plus, jusqu'a ce qu’il ne reste
dans la masse aucune chaleur semsible. L'état variable est en
général représenté par I'équation

Sleaf Ut g
e 4¢ €
fd“fd%fdc s/,r v.. Vv avave S(@bc) (E)

les intégrales doivent étre prises entre les limites

A==—a, G==0,, 5:——6, b:b,, E=-—C, c=c,.

Les limites —a,, +a,, —b&,, +&,, —¢,, +c¢,, sont
données ; elles comprennent toute la portion du solide qui
a été primitivement échauffée. La fonction f(a, &, c) est
aussi donnée. Elle exprime la température initiale d'un point
dont les coordonnées sont a, b, c. Les intégrations définies
font disparaitre les variables a, &, c, et il reste pour v une
fonction de z, y, z, ¢, et des constantes. Pour déterminer le
temps 6 qui répond au maximum de v, en un point m
donneé, il faut tirer de I'équation précédente la valeur de

dv i , i . 3
42100 formera ainsi une equation qui contient 6 et les coor-
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données du point m. On en pourra donc déduire la valeur
de 6. Si 'on substitue ensuite cette valeur de § au lieu de ¢
dans I'équation (E), on connaitra la valeur de la plus haute
température V exprimée en x, ¥, z et en constantes.

On écrira au lieu de I'équation (E)

Q)=fdafdbfdc P.f(a,b,c),

en désignant par P le produit des trois fonctions sembla-
bles , on aura ensuite

f'fiz_g ..:.'v + f da f d !). [ de (f‘a_xy"l_ (k;,f),+(6_;)‘)p..f (a, b, c).

393.

Il faut maintenant appliquer cette derniere expression
aux points du solide qui sont tres-éloignés de l'origine. Un
point quelconque de la portion qui contient la chaleur ini-
tiale, a pour coordonnées les variables @, b, ¢, et le point
m, dont on veut déterminer la température, a pour coor-
données z, y, z. Le quarré de la distance de ces deux points
est (H)’+(b—y)‘+(o—z]’; et cette quantité entre comme

(@)

d . ’
facteur dans le second terme de d:f'. Or le point m étant

tres-€loigné de l'origine, il est évident que sa distance A &
un poimnt quelconque de la portion échauffée, se confond
avec la distance D de ce méme point a l'origine ; ’est-a-dire
que le point m s'éloignant de plus en plus du foyer primitif
qui contient P'origine des coordonnées, la derniere raison
des distances D et A est 1.

Il suit de la que dans I'équation (e) qui donne la valeur

64
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de? - > il faut remplacer le facteur (a—z) + (b—y) +(c—z)

par 2’ + %' +3°, ou r* en désignaut par  la distance du
point m & V'origine. On aura donc

d 3 r
£=_;-%w+z}-,fdafdbfdc P f(a,b,c).

-~ dv___ r*
d‘—"m(dt T at

K¢
c.n
afin de rétablir le coéfficient %, que 'on avait supposé égal

Si I'on met pour v sa valeur, et si I'on remplace ¢ par

a 1, 0N aura

~(e—=r+Eor+e—a) 1
dafdbfdc e ¢
4(ﬁ£) ;f f f 23*%(—6%)% é—ﬁ ﬂd,bc*
394.

Ce résultat ne convient qu'aux points dusolide dontla dis-
tance a l'origine est tres-grande par rapport a la plus granded:
mension du foyer. Il faut toujours remarquer avecsoin qu'il ne
s'ensuit pas de cette condition que Fon puisse omettre I
variables a, 8, ¢ sous le signe exponentiel. On doit seule
ment les ometire hors de ce signe. Si Fon ne faisait poim
eette distinction on pourrait commettre une erreur considé-
rable. En effet, le terme qui entre sous les signes d'inté-
gration, et qui multiplie/ (a, b, ¢) est le produit de plu-
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sieurs factenrs, tels que

—a® 22T Tt

K K K
dept 4gpt  bdop?
e , € , € :

Or il ne suffit pas que le rapport'; soit toujours un tres-

grand nombre pour que I'on puisse supprimer les deux
premiers facteurs; par exemple : si I'on suppose @ égal
a un décimétre, et x égale i dix métres, et si la
substance dans laquelle la chalear se propage est le fer,
on voit quaprés neuf ou dix heures écoulées, le facteur
iax
3
it )
e  estencore plus grand que 2;donc,en le supprimant,
on s'exposerait a réduire le résultat cherche i la moitié de sa

’ L] ¥ d 1]
valeur. Ainsi la valeur de d_: telle qu'elle convient aux

poiuts trés-€loignés de l'origine, et pour nn temps quelcon-
que, doit &tre exprimée par I'équation (x); mais il n’en est
pas de méme, si I'on ne considére que des valeurs du temps
extrémement grandes, et qni croissent proportionnellement
au quarré des distances. H faut d’apres cette eondition omettre
sous le signe exponentiel méme, les termes qui contiennent
a,ou b, ou c. Or la condition a lieu lorsqu'on veut déter-
miner la plus haute température qu'un point éloigné puisse
acquérir, comme nous allons le prouver.

395.
En effet la valeur de %-;- doit étre nulle dans le cas dont

il s'agit ; omr aura donc

64.
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r — 3 m—— fa) ..E._t-—--_r.r‘
JRL P SR S e A
D 8D

Ainsi le temps qui doit s’écouler pour qu'un point tres-
éloigné acquierre sa plus haute température est proportionuel
au quarré de la distance de ce point a I'origine.
Si dans l'expression de » on remplace le dénominateur
K - e
4 & ¢ parsa valeur 37 'exposant de ¢~ qui est
(a—x) +(b—y) +(c—2)

Er’

3

peut se réduire a g parce que les facteurs que I'on omet se

confondent avec I'unité.
On trouve par conséquent

m=(;—2~;)§-:—,fdafdbfdc S(a, b, c)

L'intégrale [da fdb f de f(a, b, c) représente la quantite
de chaleur initiale; le volume de la sphere dont le rayon

est r est gw r*, en sorte qu'en désignant par f la température

que recevrait chaque molécule de cette sphére, si I'on distr
buait également entre ses parties toute la chaleur initiale,

on aura fv:f\/ o

el

Les résultats que nous avons exposés dans ce chapitre
font connaitre suivant quelle loi la chaleur contenue dans
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une portion déterminée d'un solide infini pénetre progres-
sivement toutes les autres parties dont la température ini-
tiale était nulle. Cette question est résolue par une analyse
plus simple que celle des chapitres précédents, parce qu'en
attribnant au solide des dimensions infinies, on fait dispa-
raitre les conditions relatives a la surface, et que [a princi-
pale difficulté consiste dans l'emploi de ces mémes condi-
tious. Les conséquences génerales du mouvement de la
chaleur dans une masse solide non terminée sont tres-remar-
quables, parce que le mouvement n’est point troublé par
I'obstacle des surfaces. 1l s'accomplit librement, en vertu des
propriétés naturelles de la chaleur. Cette analyse est, a pro-
prement parler, celle de l'irradiation de la chaleur dans la
matiére solide,

SECTION IV,

Comparaison des intégrales.

396.

L'intégrale de I'équation de la propagation de la chaleur
se présente sous différentes formes qu'il est nécessaire de
comparer. Il est facile, comme on le voit dans la section
deuxieme de ce chapitre; pages 471 et 478, de ramener le
cas des trois dimensions a celui du mouvement linéaire ; il
suffit donc d'intégrer I'équation

o

v

211

dv _ K

de — C.D°

o,
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ou celle-ci:

dv 4’ v
s 0

Pour déduire de cette équation différentielle les lois de le
propagation de la chaleur dans un corps d'une figure déter-
minée, par exemple , dans une armille, il était nécessaire de
connattre l'intégrale , et de I'obtenir sous une certaine forme
propre a la question, et qui ne pourrait étre suppléée par
aucune autre. Cette intégrale a été donnée pour la premiere
fois dans notre Mémoire remis & I'Institut de France le 21 dé-
cembre 1807 (page 124, art. 84) : elle consiste dans I'équa-
tion suivante, qui exprime le systéme variable des tempéra-
tures d'un anneau solide :
{

’U::n;ﬂ Efda.Fae— l\_‘cos‘(‘.'x;u:): (')

R est le rayon de la circonférence moyenne de l'armille;

PR

lintégrale j: par rapport a a, doit étre prise depuis 2=o0

jusqu'a a==2xR, ou, ce qui donne le méme résultat,, depuis
a=-—xR jusqu'a a==xR. / est un nombre entier quel-

congue, et la somme 3 doit étre prise depuis i—— El jus-
" . I PR s ]
qua ==+ . v désigne la température que I'on observe-

rait apres le temps écoulé ¢, en chaque point d'une section
séparée par l'arc z de celle qui est & T'origine. On représente
par v==Fz la tempeérature initiale d'un point quelconque
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de l'anneau. Il faut donner & : les valeurs successives

o,+1,+2,+3, +4. etc., et —1, —2a,~3,—4.. etc.

. v f I & ’ -
et au lieu de cos. ¢ (T ,) écrire

COS‘.x) .u+.(.£ g .
'(’”i’ .Icos.(z.i) sin. z.__n).sm. z.i)-

On obtient ainsi tous les termes de la valeur de v. Telle est
la forme sous laquelle doit étre mise l'intégrale de I'équa-
tion (a), pour exprimer le nouvement variable de la chaleur
dans une armille (chap. 1V, page 272). On considére le cas
ou la forme et I'étendue de la section génératrice de l'ar-
mille sont telles, que les points d'une méme section con-
servent des températures sensiblement égales. On suppose
aussi qu'il ne se fait a la superficie de I'anneau aucune dé-

perdition de la chaleur.
s97 -

L'équation () s'appliquant a toutes les valeurs de R, on
y peut supposer R infini ; elle donne dans ce cas la solution
de la question suivante : L'état initial d'un prisme solide
d'une petite épaisseur et d'une longueur infinie, étant connu
et exprimé par v=Fuxz, déterminer tous les états subsé-
quents. On considere le rayon R comme contenant un nom-
bre n de fois le rayon 1 des tables trigonomeétriques. Dési-
gnant par ¢ une variable qui devient successivement dg,
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adg, 3dq,....idq... etc., le nombre infini n sera ex-
primé par E;E , et le nombre variable ¢ par Zif; Faisant ces

substitutions, on trouve
L —g't
v=— qufduFae . €os, (g&—q «). f

Les termes qui entrent sous le signe 3 sont des quan-
. tités différentieltes, en sorte que ce signe devient celui d'une
intégrale définie; et I'on a

o ]
Y= ;—l;-fda Faqu e_g ¢ . COS. (qz—-—q:). (p)

Cette équation est une seconde forme de l'intégrale de
Péquation (a); elle exprime le mouvement linéaire de la
chaleur dans. un prisme d'une longueur infinie (chap. VII,
page 441). Elle est une conséquence évidente de la premiere
intégrale (a). y

398.
On peut,dans I'équation (8}, effectuer I'intégration définie

par rapport a g: car on a, selon un lemme connu, et que
Yon a démontré précédemment (art. 395),

3o
- —h
dze cos.2hz—e  L/%.

Faisant donc z’==¢’¢, on trouvera
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: -Mi‘dqe_“?’r cos.(q.r—?qa)=§;§ eu‘ (E;“;?) )

donc l'intégrale () de l'article précédent devient

. - L ~
_— dd‘.-Fd‘. (3'/’! . ( )
- ﬂl/;l./r ¥

Si 'on emploie au lieu de « une autre indéterminée 8, en

i r—a
faisant o= —F» on trouve

vk fdpe™ P Farann @)

Cette forme (3) de l'intégrale de I'équation () 2 été donnée
par M. Laplace, dans le tome VIII des Meémoires de I’ Ecole
polytechniqgue. Ce grand géometre est parvenu.a ce ré-
sultat en considérant la série infinie qui représente l'inté-

grale.

Chacune des equations {8), (y), (3), exprime la diffusion
lineaire de la chaleur dans un prisme d’'une longueur infinie.
H est évident que ce sont trois formes d’'une méme intégrale,
et qu'aucune ne peut étre considérée comme plus générale
que les autres. Chacune d’elles est contenue dans l'intégrale
(«) dont elle dérive en donnant a R uune valeur infinie.

3q9.
H est facile de développer la valeur de v déduite de 1'équa-

-
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tion (&) en séries ordonnées suivant les puissances crois-
santes de I'une ou l'autre variable. Ces développements se
présentent d'eux-mémes, et nous pourrions nous dispenser
de les rapporter; mais ils donnent lieu a des remarques utiles

pour la recherche des intégrales. En désignant par ¢', ¢,
i 2 d d* d?
¢’y etc., les fonctions 2297 T 0% g5 9%, etc., on a

——, et fvmc+fdt‘v':

la constante représente ici une fonction quelconque de x.
En mettant pour 2" sa valeur ¢" + f dtv”, et continuant

toujours des substitutions semblables, on trouve

u=c+fdt.'v’
=c.+fdz (c"+[dt.'v") |
=+ fdele+ far(e+ far o)),

r‘
‘IJ_'C+tC+ C-' —I— C +—m—6 o™ 4 etc. m

ou

Dans cette série, ¢ désigne une fonction arbitraire en z. Si
Fon veut.ordonner le développement de la valeur de v,
selon les puissances ascendantes de z, on écrira

ds

dv
=d7
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et, désignant par ¢, ¢, 9, €tc., les fonctions

d d* d’
2P TET TP

on aura d'abord v=a + bx +f dx fdm; a et b repré-
sentent ici deux fonctions quelconques de £ On mettra

ensuite pour v, sa valeur a,+ b,z +fda: dxv,; et, pour

etc,,

v, , sa valeur ¢ + b .r+fd.r dzv,, et ainsi de suite. On

trouvera, par ces substitutions continuées,

ﬂvxa+bx+fd.r dxv,
_—-_a+bx'+fd.rfd.r (a,+ b, +fdxfdx1)")
=a+b.n+fd.z d.r(aj+blx+fd.rfdx(a"+6,,.r+fdz d.ivm)),

ou *v—-—-a+'=.a | ——-—-——*:‘ —-——zﬂ (7] te
=a+—a, "'2.3.4'“:: + 3 456% e

T

+ xb + b “+ ‘3 4 56“ +9.3.4.5.6.7b"‘ =+ etc. (X)

Dans cette se’rie, a et b désignent deux fonctions arbi-
traires de ¢.

Si dans cette série donnée par I'équation (X ) on met, au
lieu de @ et &, deux fonctions ¢t et ¢¢, et qu'on les déve-
Ioppe selon les puissances ascendantes de ¢, en ordonnant
le résultat total par rapport i ces mémes puissances de ¢,
on ne trouve quune seule fonction arbitraire de x, au
lieu des deux fonctions @ et & On doit cette remarque i
M. Poisson, qui I'a donnée dans le tome VI des Memoires

de I'Ecole polytechnique, pag. 110.
65.
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Réctproquement, si dans la série exprimée par 'équation
(T) on développe la fonction ¢ selon les puissances de =,
en ordonnant le résultat par rapport a ces mémes puissances
de z, les coéfficients de ces puissances se trouvent formés
de deux fonctions entierement arbitraires det; ce que l'on
peut aisément vérificr en faisant le calcul.

4oo.

La valeur de v, développée selon les puissances de ¢, ne
doit en effet contenir qu'une fonction arbitraire e 2 - car
I'équation différentielle (z) montre clairement que, si I'on
connaissait en fonction de x la valeur de », qui répond 2
t==o0, les autres valeurs de cette fonction v, qui répondent
aux valeurs subséquentes de ¢, seraient par cela méme déter-
minées. '

Il n’est pas moins évident que la fonction 27, étant déve-
loppée selon les puissances ascendantes de 2, doit contenir
deux fonctions entierement arbitraires de la variable £. En

effet, I'équation différentielle 5% = 2
connaissait en fonction de ¢ la valeur de », qui répond 2
une valeur déterminéc de x, on ne pourrait pas en conclure
les valeurs de ¥ qui répondent & toutes les autres valeurs
de z. 11 faudrait, de plus, que 'on donnit en fonction de ¢
la valeur de » qui répond a une seconde valeur de x, par
exemple & celle qui est infiniment voisine de la premiére.
Alors tous les autres états de la fonction v, c'est-a-dire cenx
qui répondent a toutes les autres valeurs de &, seraient dé-
terminés. L'équation différenticlle (2) appartient a une
surface courbe, l'ordonnée verticale d’'un point quelconque
étant v, et les deux coordonnées horizontales ctant x et ¢.

montre que, si 'on
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Il suit évidemment de cette équation (a) que la forme de
la surface est déterminée, lorsqu'on donne la figure de la
section verticale dans le plan qui passe par 'axe des z; et
cela résulte aussi de la naturc physique de la.question : car
il est manifeste que, I'état initial du prisme étant douné, tous
les états subséquents sont déterminés. Mais on ne pourrait
pas construire la surface, si elle était seulement assujettic a
passer par une courbe tracée sur le premier plan vertical
des ¢ et des ». Tl faudrait de plus connaitre la courbe tracée
sur un second plan vertical parallele au premier, et que l'on
peut supposer extrémement voisin. Les mémes remarques
s'appliquent a toutes les équations aux différences partielles”,
et I'on voit que I ordre de équation ne détermine point pour
tous les cas le nombre des fonctions arbitraires.

4o1.
La série (T) de I'art. 399, qui dérive de I'équation

dv o v

=7z (a)

—tD’

peut étre mise sous cette forme v=—e .9x. On déve-

loppera Pexponentielle selon les puissances de D, et I'on

. d . ; _— — . 4
écrira —— au lieu de Df, en considérant i comme indice de
X

différentiation. On aura ainsi

'!. E] {1 t’ L]

d t
'v.__-;.r+t 9F + 7 9T+ g o ¢ + etc.

Suivant la méme notation, la premiére partie de la série (X)
(art. 3gg), qui ne contient que des puissances paires de z,
sera exprimeée sous cette forme : cos. (x1/=D) ¢¢. On déve-
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- i d .
loppera selon les puissances de «, et I'on écrira —7 au lieu
- ¢

de Di., en considérant ; comme indice de différentiation.
La seconde partie de la série (X) se déduit de la premiere,
en intégrant par rapport a x, et changeant la fonction ¢¢
en une autre fonction arbitraire ¢ On a donc

v=cos. (z\/=D) + W,
et W=y tfdx COS. (x'l/_'-.ﬁ).

Ges notations abrégées et connues dérivent des analogies
qui subsistent entre les intégrales et les’puissances. Quant
a usage que nous en faisons ici, il a pour objet dexprimer
les séries, et de les vérifier sans aucun développement. Ii
suffit de différentier sous les signes que cette notation em-

5 ' vo e tD* sk
ploie. Par exemple, de I'équation v=¢" px, on déduit,
en différentiant par rapport a ¢ seulement,

dv , tD? y, . a ;

=D pa=Do=r—-g;
ce qui montre immédiatement que la série satisfait & I'équa-
tion diflérentielle (a). Pareillement, si l'on considere la
premiére partie de la série (X}, en écrivant

w==cos. (V" =D) ¢¢,

on aura, en différentiant deux fois par rapport a x seule-

ment,
v ' dv
@_—D.COS. (IV_D) f.pt:D'v:.: -2?

Donc cette valeur de » satisfait 2 I'équation différentielle ().
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On trouvera, de la méme maniére, que I'équation diffé-

rentielle
' d'v  dv__
=TT ()
donne pour I'expression de v, en série développée selon
les puissances croissantes de y,

v=c08. (yD) 9.
11 faut développer par rapport a y, et écrire —;:, au lieu
de D. En effet, on déduit de cette valeur de v,

d*v y . — &
-;;—.:-—D cos. (yD)px=—D Vrm—

La valeur sin. (yD){x satisfait anssi i I'équation différen-
tielle : donc la valeur générale de v est
v=cos.{yD)ex+W . et W==sin.(yD)¢z.
4oa.
Si I'équation différentielle proposée est
d*v _d'w  d'v
aF Tde T dyo (¢)
et que l'on veuille exprimer v en série ordonnée selon les
puissances de ¢, on désignera par Dy la fonction
dr &
a=r T e
et I'équation étant %’t—?—_- Dv, on aura

v=cos. (¢t} —D)g (=, 7)

En effet, on en conclut

d*v d'v» d'v»
T =Dv=g5+ 757
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Il faut développer la valeur précédente de v selon les puis-

sances de ¢, écrire (;;— + ;5;)", au lieu de IV, et regarder
ensuite ; comme indice de différentiation.

La valeur suivante f dt cos. (tviﬁ) § (z, y) satisfait a
la méme condition : ainsi la valeur la plus générale de » est
v=co0s. (L =D) ¢ (x4, y)+ W

et W=fdt cos. (11L/=D) . § (2, y)-
v est une fonction f(z, y, ¢) de trois variables. Si l'on fait
t==0, on a f(x, y, 0)=gp(x, y);et, désignant%f(z,y, t)

par 7 (z, 5, t), on aura f' (@, 5, 0)=¢ (&, y).
Si I'équation proposée est

v dt v .
e T =0 (d)
la valeur de v en série ordonnée selon les puissances de ¢

. ¢ d'
sera ¥=cos.(¢D*)¢ (2, y), en désignant — par .D : car

on en déduit ,
d*w d*

s T '. — e —
de* D 'v.._ d_y‘v'

La valeur générale de v, qui ne peut contenir que deux
fonctions arbitraires de x et ¥, est donc

v=cos. (tD*) .9 (2, ) +W.
et W:fdr cos. (¢D?) . ¢ (z, 7).

' dv
Désignant v par f(z,y, t), et —~ par f' (x,, t), on a,
pour déterminer les deux fonctions arbitraires,

9(-17,_‘)‘)=f(;1',y,0), et +(-‘L‘;J‘)=f’ (2, », 0).
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4o3.
Si I'équation differentielle proposée est
d'v  dv diy  diw

e Y gzt 2777 =+d,‘—°s (e)

d? A
on desngnera par Dtp Ia fonctmn 2""? + d_r? , €n sorte que
DDy ouDrg se formera en dlevant le binome —— + — 2y 20
quarre, et regardant les exposants comme mdlc&a de diffé-
d L]
rentiation. Léquation (e) deviendra done —— + D*v=0;

et 1a valeur de v, ordonnée selon les puissances de ¢, sera

cos. (¢D)e(x,y) : car on en tire . 4 _
LV Dy o E2pd g dv | dw
de Vs 2o v am T 20dy T30

La valeur la plus générale de v ne pouvant contenir que
deux fonctlons arbitraires en x et y, ce qui est une conse-
quence évidente de la forme de I'équation, cette valeur »
sera ainsi exprimée :

v==cos. (¢D) 3 (%, 7) + [dt cos. (¢D) 4 (=, y)
Les fonctions ¢ et § sont déterminées comme il suit, en dé-

signant la fonction v par f(z,y, ¢), et -g?f(x, > t) par
S (&, t),

e(ny)=f(250)y $(zx)=S (2 0)
Enfin, soit 'équation différentielle proposée,

2 =all + 453 +cj,+dd,+etc, %)
les coéfficients @, &, ¢, d sont des nombres conmus, et
lordre de I'équation est indéfini.

66
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La valeur la plus générale de » ne peut pas contenir plus
d’une fonction arbitraire en x : car il est évident, parla
forme méme de V'équation, que si l'on connaissait en fone-
tion de x la valeur de 2 qui répond 4 =0, toutes les autres
valeurs de v, qui répondent aux valeurs successives de ¢,
seraient déterminées. On aura donc, pour exprimer 7,

' . tD
l'équation v=¢ " .gx.
On désigne par Do l’expressionv

¥ ‘9

dx+b

d
+cd—i,+etc,

cest-d-dire que s pour former la valeur de », il faudrait déve-
lopper, selon les puissances de ¢, la quantite

et(au‘ tdatcatpda’ + ete.),
Fi - - d - .
et écrire ensuite -— au lieu de «, en considérant les expo-
sants de « comme des indices de différentiation. En effet, cette
valeur de v étant différentiée par rapport a ¢ seulement, on a

d’v

dte
=De’ PX = Dw—-—ad,+bd‘+cd.,+etc.

Il serait inutile de multiplier ces applications d’'un méme
procédé. Pour les équations tres-simples, -on peut se dis-
penser des expressions abrégees ; mais, en général, elles
suppléent a des calculs trés~composés. Nous avons choisi pour
exemple les équations précédentes, parce qu'ellesserapportent
toutes 4 des phénoménes physiques dont I'expression analy-
tique est analogue a.celle du mouvement de la chaleur. Les
deux premitres, (2) et (4), appartiennent 4 la théorie de
la chaleur; et les trois suivantes, (c), (d), (¢}, a des.qmes-
tions dynamiques; la derniére, (/), exprime ce. que serait
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1e mouvemnent de la chaleur dans les corps solides, si la
transmission instantanée n'était pas bornée A une distance
extrémement petite. On a un exemple de ce genre de ques-
tion dans le mouvement de la chaleur lumineunse qui pénétre
les milieux diaphanes.

4og.

On peut obtenir par divers moyens les intégrales de ces
mémes équations. Nous indiquerons en premier lieu celui
qui résulte de I'usage du théoréme énoncé dans T'art. 361,
pag- 449, et que nous allons rappeler.

Si l'on considere l'expression

-Z;u ?E.Z;P cos. (pr——pa), (@)

on voit qu'elle représente une fonction de x : car les deux
intégrations définies par rapport a « et p font disparaitre
ces variables, et il reste une fonction de z. La nature de
cette fonction dépendra évidemment de celle que l'on aura
choisie pour ga. On 'pe'ut demander quelle doit étre la fonc-
tion de pa, pour quapres les deux intégrations définies on
obtienne une fonction donnée fz. En général, la recherche
des intégrales prepres & exprimeér divers phénoménes phy-
siques, se réduit & des questions semblables & Ia précédente.
Ces questions ont pour objet de déterminer les fonctionsarbi-
traires sous les 51gnes dmtegrat.wn deﬁme en sorte qup ie
résultat de cette intégration soit une fom.tnon donnée. I est
facile de voir, par exemple, que lmtegrale generale de I'é-

quatlon
dv d‘
?? d.r' 62—1 -+ d "l"

N
66.
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serait connue si, dans |'expression précédente (@), on pou-
'vait déterminer ¢a, en sorte que le résultat de I'équation fit
une fonction donnée fz. En effet, on forme immeédiatement
une valeur particuliére de v, ainsi exprimée,

ve=—e tcos.p.:r:,
et l'on trouve cette condition :
. m=ap*+ bp*+cp®+ etc.
On pourra donc prendre aussi
q,--‘—.__—e_m"' cos. (px—pa),

en donnant a la constante a une valeur quelconque. On aura
pareillement

"szda pa fdp et (aptHbpibepiten) o (px—pa).

Il est €vident que cette valeur de v satisfait a I'équation
différentielle (/); elle n'est autre chose qu'une somme de
valeurs particulieres. De plus, supposant ¢—o0, on doit
trouver pour v une fonction arbitraire de z. Désignant cette

fonction per Sf(x), ona
fx—-—fdu ¢z [dp cos. (px—pa).

Or il résulte de la forme de lequatlon U’), que la valeur
1a plus generale de v ne peut contenir quune seule forc-
tion 'll‘bltl"all‘e en x. En effet, cette equatlon montre clai-
rement que s l'on connait en foncnon de z la valeur de »
pour une valeur dennée du temps #, toutes les autres valeurs
de v qui correspondem aux autres valeurs du temps, sont
nécessairement déterminées. 11 s'ensuit rigoureusement que
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si I'on connait en fonction de ¢ et de = une valeur de» qui
satisfasse 2 I'équation différentielle; et si, de plus, en y fai-
sant t=o, cette fonction de x et ¢ devient une fonction entié-
rement arbitraire de x, la fonction de x et ¢ dont il sagit
estl'intégrale generale de I'équation (/). Toute la question est
donc réduité a déterminer dans I'équation la fonction ¢a,
en sorte que le résultat des deux intégrations soit une fonc-
tion donnée fx. Il est seulement nécessaire, pour que la
solution soit générale, que l'on puisse prendre pour /z une
fonction entiérement arbitraire et méme discontinue. I ne
s'agit donc que de connaitre la relation qui doit toujours
exister entre la fonction donneée fz et la fonction inconnue
ga. Or cette relation trés-simple est exprimée par le théo-
réme dont nous parlons. Elle consiste en ce que les inté-
grales étant prises entre des limites infinies, la fonction pa

est — fu; Cest-a-dire quon a I'équation
= af= m
——“%&fd“ 9¢fdP cos. (px—pa). (B)
On en conclut, pour l'intégrale générale de la proposée (f),
o AT —t(aptbptacpttete.
vzf;jdufajdpe. S e )cos.p.r-——pu).

405.
Si 'on propose I'équation

v atv
TFTIET% (d)

qui exprime le mouvement wbratoire d’'une lame élastique,
on considérera que, d'aprés la forme de cette équation, la

(¢)
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valeur la plus générale de v ne peut contenir que deux fone-
tions arbitraires en z : car, en désignant cette valear de v

parf(;:, t}, et par /7 (z, ¢) la fonction %f(.z:, £}, il est évi-

dent que si Pon connaissait f{x, o) et f* (z, 0}, Cest-a-dire
: o

les valeurs de » et dc ?;f

valeurs de v seraient déterminées.

au premier ingtant, toutes les autres

Cela résulte aussi de la nature méme du phénomene. En
effet, considérons dans son etat de repos nne lame élastique
rectiligne : x est la distance d'un point quelconque de cette
lame & I'origine o des coordonnées; on change extrémement
peu la figure decette lame, en I'écartant de sa position d'équi-
libre, ou elle coincidait avec I'axe de x sur le plan hori-
zontal ; ensuite on I'abandonne & ses forces propres excitées
par le changement de figure. 'On suppose le déplacement
arbitraire, mais trés-petit, et tel que la figure initiale donnée
a cette lame soit celle d’'une courbe comprise dans un plan
vertical qui passe par l'axe de x. Le systéme changera succes-
sivement de forme, et continuera a se mouvoir dans le plan
vertical de part et d'autre de la ligne d'équilibre. C'est cé
mouvement dont 'équation :

d*v div
v TImT0 ()

exprime la condition la plus générale.

Un pointquelconque m, placé dans la situation d’équilibre
a la distance x de l'origine o, et sur le plan horizontal, est, &
la fin du temps ¢, éloigné de ce point de la hauteur perpendi-
culaire v. Cet écart variable v est une fonction de x et ¢. La
valeur initiple de v est arbitraire; elle est exprimée par une
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fonction quelconque ¢z- Or, l'équation (d) deéduite des

principes fondamentaux de la dynamique fait connaitre gne

; d v p
la seconde fluxion de », prise pour ¢, ou ——, et la fluxion

a4
du quatrieme ordre, prise pour z, ou - ¥, sont deux fonc-

tions de z et ¢ qui ne different que par le signe. Nous n'en-
trons point ici dans la question speciale relaive a la discori-
tinuité des fonctions; nous n'avons en vue que lexpresswn
analythue de l'intégrale. On peut supposer aussi, qu'apres
avoir déplacé arbitrairement les divers points de la lame,
on leur imprime des vitesses initiales tres-petites, et dans
le plan vertical oui les vibrationsdoivent s'accomplir. La vitesse
initiale donnée a un point quelconque 72 placé i la distance
x, a une valeur arbitraire. Elle est exprimée par une fonc-
tion quelconque ¢z de la distance x.

Il est manifeste que si 'on donne, 1° la figure initiale du
systéme ou g, 2° les impulsions initiales ou la fonetion ¢z,
tous les états subséquents du systéme sont déterminés. Ainsi
la fonction » ou f{z,t), qui représente, apres un temps
quelconque ¢, la forme correspondante de la lame, contient
deux fonctions arbitraires px et §u. ‘.

Pour déterminer la fonction cherchée f(r, ¢£), nous consi-
dérons que, dans l'équation

v do |
a7 T arT% (d)
on peut donner a» la valeur tres-simple u—cos. (¢*¢) cos. (g x),
ou celle-ci:
" u=cos. (¢*t).cos. (§x—gqa),

en désigmant par‘g et a des quantités quelconques qui ne
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contiennent ni z, ni £ On aura donc aussi

u=jd= Fu.qu.cos. (g*¢t)cos. (gx—qa),

Fa étant une fonction quelconque, ¢t quelles que soient les
limites des intégrations. Cette valeur de » n’est autre chose
qu'une somme de valeurs particulieres. h _

- II est nécessaire maintenant qu'en sapposant ¢==o0, [a va-
leur de u soit celle que nous avons désignée par f(z, o) on
¢x. On aura donc

?x =fda Fu[dq cO8. (g.‘r—-—q:j.

Il faut déterminer la fonction F «, en sorte que, les deux in-
tégrations étant achevées, le résultat soit la fonction arbi-
traire px. Or le théoréme exprimé par I'équation (B) fait
connaitre que les limites de chacune des intégrales étant

1 1
% et +6, OﬂaFuza—;?u.

Donc la valeur de u est donnée par I'éqnation suivante :

u:a—;fdu qudg cos. (g*t) cos. (qx~—qua).

Si l'on inteégrait par rapport a ¢ cette valeur &, en y chan-
geant ¢ en §, il est évident que l'intégrale désignée par W
satisferait encore & l'équation différentielle proposée (d),
et 'on aurait

W:f;fdu npaqu-g—', sin. (g*t) cos, (g —qz)-

Cette valeur W devient nulle lorsque ¢==0; et si 'on prend
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'expression
Dw 4= oo -+
ar =g [debe fdg o () eon (ge—ge),

on voit qu'en y faisant 2==o elle devient égale a {x. Il n'en
A 1 . d ;
est pas de méme de I'expression d_:; elle devient nulle lors-

que ¢t==0, et u devient égal & ¢z lorsque ¢t==o.
Il suit de Ja que l'intégrale de 'équation (d) est

w::-;; du :pa:qu cos.g’*tcos. (qr—qa)+ We=u+W

et W:%Jda\]-!;qu'-}l-; sin. (¢7¢) cos. (qr—qa).

En effet, 1° cette valeur de v satisfait a I'équation diffé-
rentielle (d).

2° Lorsqu'on fait =0, elle devient égale a la fonction
entierement arbitraire g z.

3o Lorsqu'on fait £=o dans Vexpression %, elle se ré-

duit & une seconde fonction arbitraire $z. Donc la valeur
de 2 est l'intégrale compléte de la proposée, et il ne peut y
avoir une intégrale plus générale.
406.

~ On peut réduire la valeur de 2 a2 une forme plus simple
en achevant ['intégration par rapport a ¢g. Cette réduction
et celle d'autres expressions du méme genre dépendent des
‘deux reésultats exprimés par les équations (1) et (a), qui
seront démontrées dans I'article suivant.

qu cos. (¢'t).cos. (gz):-:—;—i:_- sin. (in‘-!- %): (1)
Y 6,
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qusm (g°t).cos. (qz).....— 5 sin. (4 %) (2)

On en conclut .
uzﬂ; l/_fde.?asn'l (4n+(r ) (%) ,

Desngnant = Z par nne autre indéterminée ., on aura

e S 2{1.[,/;1 da:gdy_[/z_

Mettant, au lieu de sin. (%Tﬂ—!" p.’) 5

c ¥ . €1 % 1_ ¥
sa valew \/; sin. p* -+ \/; cos. p’,

on aura o
w= ;7%?_[-‘3# (sin. p* +cos. p’) ¢ (a+2pl77). (3')

Nous avons prouvé dans un mémoire particulier, que ces
intégrales (3) ou (3') de I'équation (d) représentent d'une
maniere claire et compléte le mouvement des diverses parties
de la lame élastique infinie. Elles contiennent 1'expression
distincte du phénomene, et en font connaitre facilement

“toutes les lois: C'est sous ce point de vue sur-tout que nous
les avons proposées a l'attention des géometres. Elles mon-
trent comment les oscillations se propagent et s'établissent
dans toute I'étendue de la lame, et comment leffet du dé-
placement initial, qui est arbitraire et fortuit, saltere de
plus en plus en s'eloignant de l'origine, devient bientot in-
sensible, et ne laisse subsister que Vaction des f'orces propres
du systeme, qui sont celles de I'élasticité.

4o7. |
Tes résultats exprimés par les équations {r) et (2) de-
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rivent des intégrales définies |

fd.rcos 2, et fd.rsma:,

soit -——[dx cos.x', et [da: sin. 2°;

et regardons g et 4 comme (les nombres connus. II est évi-
dent que, dans les deux équations preécédentes, on peut
mettre ¥ + & au lieu de 2, en désignant par & une constante
quelconque, et que les limites de I'intégrale seront les mémes.
Ainsi 'on a

e 8 ]

g——fd_y cos. (' +aby+b°), fz.._fdysm (r+2by+b),
— {4 cos.7".c08.2 by.co8. 6* — cos.y*.5in. a2 by .sin. b*
..._.f Y~ sin. »*.sin. 2 by.cos. §° — sin. y*.cos.2 6y.sin.b’]

Or il est facile de voir que toutes les intégrales qui con-
tiennent le facteur sin. (2 y) sont nulles, si les limites sont

-—-% et + (_:’ : car sin. (2 by) chinge de signe en méme temps
que y.- On a donc

g=C05. bfdycosf cos. 28y —sin, bfdy sSin.y. cos. nby ‘@)
Léquatlon en % donnera aussi

= Td sin.y’.cos. 2 by, cos. "+ cos. y* cos. a by sin. &° :
f ~+ €08, 7. 5in. 2 By, co8. & - 8in, y*. 5iD. 2 &y . gin. &*

et, omettant aussi les termes qui contiennent sin. 2 by, on
aura

h=co0s.b’ f dy sin.y’' cos. 2 by + sin.bifd_?-cos.f cos. 2 by. ®)
67.
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Les deux équations (a) et (5) donnent donc en g et A les
deux intégrales

: fdy.sin.y’ .cos. 2by et fdy cos. . cos. alby,
que nous désignerons respectivement par A et B. On fera
ensuite
y'=p't, et aby—=pz, on y=pV%, b:'a_;f'

On a donc

l/?:fdp cos.p’t.cos.pz==xA, l/E::fd’p.sin.p’ t.cos. pz=D
On déduit immédiatement les valeurs de g et 2 du résultat

connu T

Ve— fd z.e
~w
En effet, cette derniere équation est identique, et par consé-
quent me cessera-point de I'étre, lorsqu'on mettra au lieu

de x la quantité V=3 .
1 r(5)

cette substitution donne

l/_h—(l_'_‘/:)fd -—_71/':. :+V"“

dy cos. y’'—/=% . sin. y-

Ainsi la partie réelle du second membre de la derniere équa-
tion est L=, et la partie imaginaire est nuile. On en con-

clut
V= :z-—t;—';: qdy cos. )" +fdy sin.y‘) ;
ct L fdy €0s. )" — /dy sin. y°,
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on fd_ycos.y':g:\/éu, fdjsin.y’:h:\/gw.

Il ne reste plus qu'a déterminer, au moyen des équations
(@) et (d), les valeurs des deux intégrales

[d_y cos.y” cos. aby, et f‘d_y sin.y*.sin.2by.
Elles seront ainsi exprimées : ‘ |

A::fdy c08. y*.co8. aby == hsin. & + gcos. b,

B=fdy sin. y*.cos. 2 by = h cos. b*~—gsin. b*.

On en conclut :

fdp cos.p‘tcos.pz:%-;}:- (cos. (43;) -+ qin. (%) )-
fdp sin. p* ¢ cos. pz == -E:-—F V" (cos. (Zz_:) —~ sin. (ﬁ)) i
écrivant sin, Gi_:) , Ol COS, (in) , au lieu de \/g, on a
1 Vi d
[dpcos.(p t).cos.(pz):-—-—.-sm. (;+ 4%) , (1)
fdpsm (p’t).cos. (pz)-—- T=sin. (4 4:) (2)
408.
La proposition exprimée par l'équation (B), page 525, ou
par I'équation (E), page 449, et qui nous a servi & décou-
vrir cette intégrale (8) et les précédentes, s'applique évi-

demment & un plus grand nombre de variables. En effet,dans
I'équation geénérale

Sr= ;Lﬂyzafaj;p cos. (px—pa),

\
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-+ -+ @

‘ou f.r::;%__—fdpfda cos. (px—pa) fa,

on peut regarder £z comme une fonction de deux variables
z et y. La fonction fa sera donc une fonction de « et y. Ou
regardera maintenant cette fonction f(a.y) comme une
fonction de la variable y, et I'on couclura du méme theo-

' reme ( B), page 525,
flay)=75 [daf(ap) [dgcos (g7—g8).

On aura done, pour exprimer une fonction quelconque
des deux variables x et y, I'équation suivante :

f(z,y)= (ﬁ)j;a_q_d“ﬂf(a, p_)]-;p cos. (p.r—pu)fd‘q cos. (gy—qb). .y

On formera de la méme maniere l'éq'uation qui convient
aux fonctions de trois variables, savoir :

f(:c!y-'z)':(,_:é)s‘[d“fdﬁfd}'f("t 6, 7) '

j}ip cOS. (px—pz)qu cos. (qy—q ﬁ)‘[drcos. (rz—ry), (BB

chacune des intégrales étant prise cntre les limites --5
I

et + -

Il est manifeste que la méme prbposition s'étend aux fonc-

tions qui comprennent un nombre quelconque de variables.
Il nous reste a montrer comment cette proposition s'ap-

plique a la recherche des intégrales, lorsque les équations
- contiennent plus de deux variables.
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40g.
Par exemple, 'équation différentielle étant
dv__d'v 4. i’_-v_
det T dx T dy? (c)
on veut connaftre la valeur de v en fonction de (z, ¥, £),
et telle, 1° qu'éen supposant ¢==0), » ou f(x, 7, t) devienne
une fonction arbitraire ¢ (z, y) dez et y;
2° Qu'en faisant —o dans la valedr deﬁ-—-’:, ouf? (z,y, t),

ontrouve une seconde fonction entierement arbitraire § (z, y).

Nous pouvons conclure de la forme de Péquation diftéren-
tielle (¢), que la valeur de v qui satisfera a cette équation et
aux deux conditions précédentes, sera nécessairement I'inté-
grale générale. Pour découvrir cette intégrale, nous donnons
d’abord a » la valeur particuliere

v=cos. (mt) cos. (px) cos. {gy).
La substitution de » fournit cette condition m =573 5.

I1 n'est pas moins évident que l'on peut écrire :

V== CO08. (p.r——a) cbs. (q_y—-ﬁ) Cos.tl/m,

ou v=fdufdsF (x,8)
fdp Cos. (px—pa) [dq cos. (gy—qB) cos. £/ piy,

quelles que soient les quantités p, ¢, «, g et F («, #), qui ne
contiennent ni x, niy, niz En effet, cette derniere valeur

-de v n'est autrc chose qu'une somme de valeurs particu-
lieres.

.
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Si l'on suppose ¢=o0, il est nécessaire que v devienne
¢ (%, ). On aura donc

o (z,7) =fd¢fdﬂF (=, p)fdp cos. (p.r—pu)qu cos. (gy—gt.

Ainsi la question est réduite a2 déterminer F(a,8), en sorte
que le résultat des intégrations indiquées soit ¢ (z, y). Or, en
comparant la dernicre équation & I'équation (BB}, on trouve

aE® Lo @ -+ '
#(2,9)=(3z) [da[dss(x8) [dpcos.(pz—pa) [dgcos.(gy—¢s!
Donc l'iotégrale sera ainsi exprimée : |
v=(3z) ﬁa dﬁ?(aaﬁy-dpm @x—Paydq cos. (gy—gB)cos.a/ F+y
" On obtient ainsi une premiére partie u de l'intégrale ; et,dési-
gnant par W la seconde partie, qui doit contenir I'autre
fonction arbitraire § (z,7), on aura
' V=—u-+ W,
et l'on prendra pour W l'intégrale f udt, en changeant seu-

lement ¢ en §. En effet, « devient égale 4 ¢ (z,y), lorsqu'on
fait £==0; et en méme temps W devient nulle, puisque l'in-
tégration, par rapport a ¢, change le cosinus en sinus.

De plus, si I'on prend la valeur de -53:-, et que l'on fasse

t==0, la premiere partie, qui contient alors un sinus, de-
vient nulle, et la seconde partie devient égale 4 § (x, ).
Ainsi 'équation v==u+ W est l'intégrale complete de la
proposée. .
* On formerait de la méme maniére I'intégrale de I'équation
d*v dv dv dv
Zr—dz Yy Vo
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Il suffirait d'intreduire an nouveau facteur ’

I-
o5 €0s. (rz—ry),

et d'intégrer par rapport a r et 1.

4%0.
Soit I'équation proposée d'w+£‘3+div—~—-o il gagit
It Leq prop Friaal el e ; il gagr

d'exprimer v en une fonction f(x,y,z), telle, 1° que
S(z,y, 0) soit une fonction arbitraire ¢ (x,y); 2° qu'en

faisant z—o dans la fonction —f(.r,y, z), on trouve une

seconde fonction arbitraire ¢ (2, ). 11 suit évidemment de
la forme de I'équation différentielle, que la fonction amsi
déterminée sera l'intégrale compléte de la proposée. Pour

connaitre cette fonction, on remanquera d'abord que l'on

mz
satisfait a lequatlon en écrivant v —€0S. pX.COS. qy.e s

les exposants p et ¢ étant des nombres quelconques, et la

valeur de m étant =V 47,

On pourrait donc ausst écrire

vecos. (pa—pa) cos. (gy—gs) (¢ V7T 4 e7HVIET)

ou v.—_fdafdﬂ F(a,8) [dpqu.‘

cos.(px—pr) cos.(qy —q8) (e“ P

i E VP'+?'),

Si I'on fait z=o0, on aura, pour déterminer F («,8), la
condition suivante:

® (%7) _._=f d“f dpF (a, ﬂ)fde dg cos. (pa—pa) cos. (qy—q);
68 |
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et, en comparant  I'équation (BB), on voit que

F(0,8)=(%) ¢ ().

On aura donc, pour l'expression d’'une premiére partie de
I'intégrale :

; ztz(;%) fdafdﬂ ¢ (a,f2)
[dp cos.(p.r——-pa)[dq cos.(qy—qp) (ez VPt e_zvmu')-
Cette valeur de u se réduit & ¢(z,y) lorsque z=o, et la
méne substitution rend nulle la valeur de g-
On pourrait auss: intégrer par rapport a z la valeur de ,

et 'on donnerait a V'intégrale la forme suivante dans laquelle
¢ est une nouvelle fonction arbitraire :

W= (L) fda [ds 4 (a,)

WEFS _ VT,
fdp cos.(p x*—Pa)qu cos.(97—q8) (c

Vr+g
La valeur de W devient nulle lorsque z=o0, et la méme
substitution rend la fonction i}; €gale a ¢ (x, y). Donc l'in-
tégrale générale de la proposée est v=u+ W.
411.
Enfin, soit I'équation

dv dv dv | dv_
dr Vdz Yoz ay T 3ot (e)

on veut connaitre pour » une fonction (2, y, ¢}, qui satis-
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- fasse a la proposée (e) et aux deux conditions suivantes,
savoir, 1° que la substitution de t==o0 dans f(z, y, t) donne
une fonction arbitraire ¢ (ic, ); que la méme substitution
dans 2% f(x,7,t) donne une seconde fonction arbitraire
¢ (2, 7).

Il suit évidemment de la forme de I'équation (e), et des
principes que nous avons exposes plus haut, que la fonction
v, étant déterminée en sorte qu'elle satisfasse aux conditions
précédentes, sera l'intégrale complete de la proposée. Pour -
découvrir cette fonction on écrira d'abord

v ==cos. (px) cos. (qy) cos. (mt),

d’ot J'on tire -
d v dtv a“ v

- —_ 4
Ty GRT=P Y g P d, A=qt

‘On a donc la condition m=p"+ ¢*. Ainsi l'on écrira

V==CO08. p Z.C0S. g ¥.COS. (r.p' +q‘)
ou Y==cos, (p..z'——-a) cos. (q,?—’:-_ﬁ-) cos. ("P'*‘q:)

ou w=fd¢./‘d[5 F(a,ﬁ)fdpqu

cos. (px—pa) cos. (qy—qB) cos. (p't + q'¢).
Lorsqu'on fait £==0, on doit avoir v==¢(z, ¥); ce qui sert
a déterminer la fonction F (, 8). Si 'on compare a I'équation
geénérale (BB), on trouve que, les intégrales étant prises
sl . i 1y
entre des limites infinies, 1a valeur de F (a, ) est (;;) ¢ (2,8).
On aura donc, pour exprimer une premiere partie u de
Vintégrale, |
_._.) fdu dfe a,ﬂ)fdpqu cos. (pz—pa)cos (gr—qB)(cos.p ¢+ g't).
68.
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En intégrant la valeur de m par rapport a ¢, et ¢ dési-
gnant la seconde fonction arbitraire, on trouvera une autre
partie W de l'intégrale ainsi exprimée :
W= (55) fdafds s (xs8) fdp [dg cos. (pz—pe).cos. (g7 — gyl

P

Si l'on fait ¢==0 dans u et dans W, la premlere foncnon
devient égale 2 ¢ (z,y), et la seconde nulle; et si I'on fait

d
aussi ¢==0 dans —u et dans ?—‘W, la premiére fonction de-

vient nulle, et la seconde devient égale a § (x,y) : danc
v=u+ W est I'intégrale générale de la proposce.

41a.

On peut donner 2 la valeur de « une forme plus simple
en effectuant les deux intégrations par rapport a p et 4. On |
fait usage, pour ce calcul , des deux équations (1) et (2) que
nous avons démontrées dans 'art. fo7, et Fon obtient Vin-
tégrale suivante :

> ==

T fdajdp.?(%ﬂ) '—sm ((’ ¢)'+(r—§)")

Désignant par u cette premiere partie de l'intégrale,- et par
W la seconde, qui doit contenir une autre fonction arbi-
traire, on a

= W=[dtu et ov=u-+W,

Si I'on désigne par . et v deux nouvelles indéterminées, telles
que l'on ait . '
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‘et que l'on substit‘ug, pour a, £, da, 48, lelurs valeurs

z 42V, y+avle, adple, ady\V7i,

on aura cette autre forme de l'intégrale

dm Ao

'v._—'...%[dp.[dv sin. (y."+ viie (.’t+2|.|.l/E, y+23V7%, )+ W.

Nous ne pourrions multiplier davantage ces applications
de nos formules, sans nous écarter de notre sujet principal.
Les exemples précédents se rapportent a des phénomenes
physiques dont les lois étaient inconnues et difficiles a dé-
couvrir; et nous les avons choisis parce que les intégrales
de ces équations, qne I'on avait inutilement cherchées jus-
qu'ici, ont une' analogie remarquable avec celles qui ex-
priment le mouvement de la chaleur.

413.

On peut aussi, dans la recherche des intégrales, consi-
dérer d'abord les séries développées selon les puissances
d’'une variable, et sommer ces séries au moyen des théo-
rémes exprimés par les équations (B), (BB). Voici un
exemple de cette analyse, choisi dans la théorie méme de
la chaleur, et qui nous a paru remarquable.

On a vu, art. 399, que la valeur générale de v, déduite
de ! eqpat:on .
&t dz  (a)
développée en série, selon les puissances croissantes de la
variable £, contient une seule fonction arbitraire de z; et
qu'étant développée en série selon les puissances croissantes
de z, elle contient deux fonctions entiérement arbitraives de .
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La premiére série est ainsi exprimeée :

'a 1 dt :! 5

L'intégrale de'signée par {p), art. 397, ou
M:;l;[da !pa[dP e‘——P"COS. _(px—-pu),

représente la somme de cette série, et contient la seule fonc-
tion arbitraire px. '

La valeur de v, développée selon les puissances de z,
contient deux fonctions arbitraires ft et F¢, et est ainsi ex-
primee :

x‘
v=fi+ I T Ft + 7 G St e T35 ,wf’ + etc.

x* d x* 4 x? d’
+zF¢ +-2—§--2-—EF! +;.3—~'"'4~"—5 Zc_’Ft +;~*§-4—5~—6—5 EE—;F!‘ + etc. [v

Il y a donc, indépendamment de I'équation (8), une autre
forme de l'intégrale qui représente la somme de cette der-
niere série, et qui contient deux [onctions arbitraires, f¢ et
F¢ Il s'agit de découvrir eette seconde intégrale de I'équa-
tion proposée, qui ne peut étre plus générale que la préce-
dente (B), mais qui contient deux lonctions arbitraires.

On y parviendra en sommant.chacune des deux séries qui
entrent dans Féquation (X). Or il est évident que si I'on con-
naissait en fonction de x et ¢ la somme de la premiere serie
qui contient f¢, il faudrait, apres F'avoir multipliee par dv,
prendre l'intégrale par rapport a «x, et changer ft'en Fe. Ou
trouverait ainsi la seconde série. De plus, il suffirait de
connaitre Ta somme des termes impairs qui entrent dans Ja
premiere série : car, en désignant cette somme par p, et la
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somme de tous les autres termes par v, on a évidemment

vzjdx]dxp.

Il reste donc a trouver la valeur de . Or la fonction f¢
peut étre ainsi exprimée, au moyen de I'équation géné-
rale (B),

f:=;-';[d=fu [d_p cos. (pt—paz). (B)
I) est facile d’en déduire les valeurs des fonctions
a: a* d"
Wft’ Wft, 3-';6/.‘, elc.
11 est évident que la différentiation se réduit i écrire dans

le second membre de Féquation (B), sous le signe [ dp,
les facteurs respectifs —p*, + p%, —p°®, +p*, etc.

On aura donc, en écrivant une seule fois le facteur com-
mun cos. (pt—pa),

=_—aiﬂ.[daf¢fdp cos. (pt—pa) |

(l P .‘:“ : ptx* piz
3.3, 4 2.3.4.5.6.7.8  2.3........ 12

+ctc‘)-

Ainsi la question consiste a trouver la somme de la série
qui entre dans le second membre, ce qui ne présente au-
cune difficulté. En effet, soit y la valeur de cette série, on
en conclut

dl E‘z‘ .PI :‘__‘_-Z...— )
d.r‘ p+a34 2.3.4.. 8+elc" g =P

Intégrant cette équation linéaire, et déterminant les con-
stantes arbitraires, en sorte que, x ¢tant nulle, y soit 1,
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dy d'y d°y .
et ==, 75 gz Soient nulles, on trouve, pour la somme

de la série, )
yz_(e':rm + G—th/?;) cos. (zV ap )

I serait inutile de rapporter le détail de ce calcul ; il
suffit d’en énoncer le résultat, qui donne pour lintégrale
cherchée, ‘

'vz'ifdafafd'q.g'{cos.(aq't——a) (egr+e"'9x)ms.qx
——sin.(n q’t_—'-_a) (ef'r-—e._fr) sin. q.r} + W. (89)

Le terme W est la seconde partie de l'intégrale ; om ke
forme en intégrant la premiére partie par rapport az, depuis
z==0 jusqua z==x, et en changeant f en F. Sous cette
forme l'intégrale contient deux fonctions entiérement arbi-
traires, f¢ et Ft. Si, dans la valeur de v, on ‘suppose =
nulle, le terme W devient nul par hypothése, et la pre-
miere partie « de Vintégrale devient f¢. Si 'on fait la méme

substitution z=—0 dans la valeur de 57, il est évident quela
premiére partie g-; deviendra nulle, et que la seconde, %,
qui ne differe de la premiére que par la fonction F placée
an lieu de f, se réduira & Ft. Ainsi l'intégrale exprimée
par 'équation (gg) satisfait 2 toutes les conditions, et elle
représente la somme des deux séries qui forment le second
membre de 1'équation (X).

Clest cette forme de l'intégrale qu'il est mécessaire de
choisir dans plusienrs questions de 1a théorie de da chaleur ;
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on voit qu'elle est trés-différente de celle qui est exprimée

par I'équation (g), art. 3g7.
414. .
On peut employer des procédes de calcul trés-variés, pour
exprimer, en intégrales définies, les sommes des séries qui
representent les intégrales des équations différentielles. La
forme de ces expressions dépend aussi des limites des inté-
grales définies. Nous citerons un seul exemple de ce calcul
en rappelant le résultat de l'art. 311, pag. 380. Si, dans l'é-
quation qui termine cet article, on écrit x + ¢ sin.u sous le
slgue de fouction ¢, on a

6

A -—-—; ¢" x + etc.

Jdu?(x-i-tsm u)=9.r+-—- q;x+ R

: 4.
Désignant par v la somine de la série qui forme le second
membre, on voit que, pour faire disparaitre dans chaque
terme un des facteurs 2°, 4, 67, 87, etc., il faut différencier
une fois par rapport a ¢, multiplier le résultat par z, et dif-
férencier une seconde fois par rapport a . On conclut de la
que v satisfait a I'équation aux différences partielles
e _x 9 ."_") on L il 1 de
cdx* ¢ dt dx* dt* "t dt’

On a donc, pour exprimer l'intégrale de cette équation,
n
-._..—-ifdu o (z+tsin. u) + W.

La seconde partie W de l'intégrale contient uge nouvelle
fonction arbitraire. La forme de cette seconde partie W de
l'intégrale differe beaucoup de celle de la premiére, et poar-
rait aussi étre exprimée en intégrales définies. Les résaltats

b _
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que T'on obtient au moyen des intégrales définies varient
selon les procédés de calcul doot on les déduit, et selon les
limites des intégrales. On peut dire, en général, que ces re-
cherches n'ont point un but assez déterminé lorsqu'on les
sépare des questions physiques auxquelles elles se rap-
portent.
415.

Il est neécessaire d’examiner avec soin la nature des pro-
positions générales qui servent a transformer les fonctions
arbitraires : car l'usage de ces théoremes est tres-étendu, et
l'on en déduit immédiatement la solution de plusieurs ques-
tions physiques importantes, que l'on ne pourrait traiter par
aucune autre methode. Les démonstrations suivantes, que
nous avons données dans nos premieéres recherches, sont trés-
propres a rendre sensible la vérité de ces propositions.

Dans I'équation générale

f:c:ij;afa f;p cos. (pa—px),

qui est la méme que Péquation(B), page 525, on peut effec-
tuer l'intégration par rapport a p, et I'on trouve
4w
o B T sin. (pa—px)
fx-—-wjdﬂfﬂ- o — 1
On doit donc donner & p, dans cette derniére expression,
une valeur infiuie; et, cela étant, le second membre expri-
mera Ja valeur de £z, On reconnaitra la vérité de ce résultat
au moyen de la construction suivante. Nous examinerons
d’abord l'intégrale définie f dz- ’i'{]-tf , que l'on sait étre

f_ I 1 B 0
egale & —=, art. 356.
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- 5i F'on construit au-dessus de I'axe des z la ligne dont

lordonnée est sin. x, et celle dont I'ordonnée est .‘;, et

qu’ensuite on multiplie I'ordonnée de la premiére ligne par

Fordonnée correspondante de la seconde, on considérera le

produit comme I'ordonnée d'une troisieme ligne dont il est
tres-facile de connaitre la forme. -

Sa premiere ordonnée A l'origine est 1, etles ordonnées sui-
vantes deviennent alternativement positives ou négatives; la
courbe coupe I'axe aux pointsol x=r,2x,3=,4=,etc.,etelle
se rapproche de plus en plus de cetaxe. Une seconde branche
de la courbe, enticrement semblable a la premicre, est située

= .
4 la gauche de l'axe des y. L'intégrale f dzx- fﬂ;f est l'aire

comprise entre la courbe et 'axe des x, et comptée depuis
=0 jusqu'z'i une valeur positive infinie de z.

-+ > . '
L'intégrale définie f dz-ﬂl—g-’-f), dans laquelle p est

supposé un nombre positif quelconque ,a la méme valeur
que la précédente. En effet, soit px=2z; l'intégrale proposce

e

. nn.z - » . .

deviendra f dz ——, et, parconséquent, elle équivautaussi
b

a -:-1:. Cette proposition est vraie, quel que soit le nombre
positif p. Si l'on suppose, par exemple, p=10, la courbe
dont l'ordonnée est 1‘.?:_%_?;_’5) a des sinuosités beaucoup

plus rapprochées et plus courtes que celles dont I'ordonnée

.. Mih.X

est ; mais Paire totale depuis x=0 jusqu’a .r:;l est

la méme. _
69.
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Supposons maintenant que le. nombre p devienne de plus
en plus grand, et quiil croisse sans limite, c'est-a-dire qu'il
soit infini. Les sinuosités de la courbe dont f'—'f-é‘—'i'r—) est
Yordonnée sont infiniment voisines. Leur base est une lon-
gueur infiniment petite égale 4 E Cela étant, si 'on com-

pare l'aire positive qui repose sur un de ces mtemllm;
4 l'aire négative qui repose sur l'intervalle suivant, et si 'on
désigne par X l'abscisse finie et assez grande qui répond au

commencement du premier arc, on voit que l'abscisse %,
qui entre comme dénominateur dans lexpression & ‘p ) de
lordonnee n'a aucune variation sensible dans le double
intervalle -;— qui sert de base aux deux aires. Par conséquent,
Tintégrale est la méme que si x était une quantité constante.
Il s'ensuit que la somme des deux aires qui se succedent
est nulle.

Il n'en est pas de méme lorsque la valeur de z est infiniment

petite, parce quel’ intervalle 2~ 51 dans ce cas unrapport finiavec
la valeur de 2. On connait parla que l'intégrale f dz ._(ﬁf. .

dans laquelle on suppose » un nombre mﬁm, est entiere-
ment formée de la somme de ses premiers termes qui ré-
pondent & des valeurs extrémement petites de x. Lorsque
I'abscisse a une valeur finie X, l'aire ne varie plus, parce
que les parties qui la composent se détruisent deux a deux
alternativement. Nous exprimons ce résultat en écrivant

j‘dx.i‘-“'—iﬁl:;dz-‘i“{&)=§m
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La quantité «, qui désigne la limite de la seconde intégrale,
a une valeur infiniment petite; et la valeur de Tintégrale est

Ja méme lorsque cette limite est w, et lorsqu'elle est *.
. o
416.

Cela posé , reprenons l'équation

| | sin. A—T

Sr=_ f da fau-gﬁ:_—;——-—)-
Ayant placé l'axe des abscisses «, on tracera au-dessus de
cet axe laligne ff (fig. VIII), dont I'ordonnée est f2. La forme
de cette ligne estentierement arbitraire ; elle pourrait n'avoir
d'ordonnées subsistantes que dans une ou dans quelques par-
ties de son cours, toutes les autres ordonnées étant nulles.

On placera aussi au-dessus dua méme axe des abscisses une

(P )

ligne courbe ss dont!’ ordonnee es , z désignant I'ab-

scisse et p un nombre positif extrémement grand.Le centre
de cette courbe, ou le point qui répond a la plus grande
ordonnée p,pourra étre placésoita l'origine o des abscisses «,
soit 4 l'extrémité d'une abscisse quelconque. On suppose
que ce centre est successivement déplacé, et qu'il se trans-
porte a tous les points de 'axe des «, vers la droite, & partir
du point o. Considérons ce qui a lieu dans une certaine po-
sition de la seconde courbe, lorsque le centre est parvenu
au point x qui termine une abscisse x de la premiere courbe.

La valeur de x étant regardée comme constante, et « étant
seule variable, 'ordonnée de la seconde courbe sera

sin, (pa-m:c) .

o~
Si donc on conjugue les deux courbes pour en former une



550 THEORIE DE LA CHALEUR.
troisiéme., c'est-2-dire si l'on multiplie chaque ordonnée de
la premitre par I'ordonnée correspondante de la seconde, et
si l'on représente le produit par Pordonnée d’une troisieme
courbe tracée au-dessus de l'axe des a, ce produit sera
fa’_ . s10. E'P::-r) ;

L’aire totale dela troisieme courbe, ou P'aire comprise entre

cette courbe et 'axe des abscisses, sera donc exprimeée par

dafﬂ_, sin. (P 1—-—.:')

bl

Or, le nombre p étant infiniment grand , la seconde courbe
a toutes ses sinuosités infiniment voisines; on recounait faci-
lement que, pour tous les points qui sont a une distance
finie du point «, lintégrale définie, ou l'aire totale de la
troisieme courbe, est formée de parties égales alternative-
ment positives ou négatives, et qui se détruisent deux & deusx.
En effet, pour un de ces points placés 2 une certaine di-
stance du point x, la valeur de_f= varie infiniment peu lors-

qu'on augmente la distance d'une quantité moindre que -af

[l en est de méme du dénominateur s —z, qui mesure cette
distance. L'aire qui répond i lintervalle :—;-F est donc [a
méme que si les quantités fx et a— n'étaient pas variables.
Par conséquent elle est nulle lorsque «—x est une gran-
deur finie. Done l'intégrale définic peut étre prise entre des
limites aussi voisines que I'on veut, et elle donne, entre ces
limites , le mérme résultat qu'entre des limites infinies. Tout
se réduit donc 4 prendre I'intégrale entre des points infi-
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niment voisins, un 2 gauche, l'autre 4 droite de celui ot
a~—gest nul, cest-a-diredepuis a = — o jusqu'ii A=+ w,
en désignant par « une quantité infiniment petite. Or, dans
cet intervalle, la fonction fa ne varie point, elle est égale
a fz, et peut ére mise hors du signe d'intégration. Douc
la valeur de Pexpression est le produit de f (x) par

fda _sin. (pa—z)

& —x

¥

prise entre les limites ¢« —x—=-—u, €t s—z=o.

Or cette intégrale est égale 4 =, comme oa 'a vu dans Far-
ticle précédent ; donc lintégrale définie est €gale & = f,
d’ol1 'on conclut I'équation

=——fd fafdpcos (pz—pa)- (p)
417.

La démonstration précédente suppose la notion des quan-
tités infinies, telle qu'elle a toujours €té admise par les
géometres. Il serait facile de présenter la méme démonstra-
tion sous une autre forme, en examinant les changements

2.8in, (PG I)

o —x

f.1'=—2—-'-1:‘- da fz

qui résultent de T'accroissement continue] du facteur p sous
le signe sin. ( p a—x ). Ces considérations sont trop connues
g P P

pour qu'il soit nécessaire de les rappeler.

Il faut sur-tout remarquer que la fonction fx, 2 laquelle
cette démonstration s'applique, est entiérement arbitraire,
‘et non assujettie a une loi continue, On pourrait donc con--
cevoir qu'il 8'agit d'une fonction telle, que I'ordonnée qui la
représente n'a de valeurs subsistantes que si I'abscisse x est
comprise entre deux limites données, a et 5, toutes les
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autres ordonnées seraient supposées nulles, en sorte que la
_courbe n'aurait de forme tracée qu'an-dessus de l'intervalle
de x=a & x==5, et se confondrait avec l'axe des « dans
toutes les autres parties de son cours.

La méme démonstration fait connaitre que I'on ne consi-
dére point ici des valeurs infinies de x, mais des valeurs ac-
tuelles et déterminées.

On pourrait aussi examiner d’apres les mémes principes
les cas ol la fonction fz deviendrait infinie, pour des valeurs
singulieres de & comprises entre des limites données ; mais
cela ne se rapporte point a I'objet principal que nous avons
en vue, qui est d'introduire dans les intégrales les fonctions
arbitraires; il est impossible qu'aucune question naturelle

- conduise a supposer que la fonction fz devient infinie, lors-
qu'on donne 4 x une valeur singuliere comprise entre des
limites données.

En général, lafonction f2 représente une suite de valeurs -
ou ordonnées dont chacune est arbitraire. L'abscisse x pou-
vant recevoir une infinité de valeurs, ily a un pareil nombre
d’ordonuées fr. Toutes ont des valeurs numeériques ac-
tuelles, ou positives, ou négatives, ou nulles. On ne suppose
point que ces ordonnées soient assujetties & une loi com-
mune; elles sc succédent d’'une maniére quelconque, et cha-
cune d'elles est dounée comme le serait une seule quantité.

Il peut résulter de la nature méme de Ja question,, et
de Yanalyse qui s'y applique, que le passage d'une ordonnée
a la suivante doive s'opérer d'une maniére continue. Mais il
sagit alors de conditions spéciales, et I'équation générale (B),
considérée en elle-méme, estindépendante de ces conditions.
Elle sapplique rigoureusement aux fonctions discontinues.
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Supposons maintenant que la fonction fz coincide avec

une certaine expression analytique, tefle que sin. z,e™ , ou
¢z lorsqu'on donne a x une valeur comprise entre deux limites
a et b, et que toutes les valeurs de fz soient nulles lorsque
z n’est pas comprise entre a et b, les limites de ['intégration
par rapport a a, dans I'équation précédente (B) seront donc
a=a, a=~b : car le résultat serait le méme que pour les

limites ¢=:--‘-;-, ¢=£ , toutes les valeurs de = étant nulles

par hypothese, lorsque « n'est point comprise entre a et b.
On aura donc I'équation :

b + @
f.r..—:;%fdaq:zfdp cos. (px —pa). (B)

Le second membre de cette équation (B') est une fonction
de la variable x : car les deux intégrations font disparaitre les -
vanables z et p et il ne reste que x et les constantes a et 5.
Or cette fonction équivalente au second membre est telle,
qu'en y substituant pour x une valeur quelconque comprise
entre 2 et &, on trouve le méme résultat qu'en substituant
cette valeur de z dans ¢z, et 'on trouve un résultat nul, si,
daus le second membre, on met au lieu de x une valeur
quelconque non comprise entre @ et &. Si donc, en conser-
vant toutes les autres quantités qui forment le second mem-
bre, on remplagait les limites @ et & par des limites plus
voisines, a' et &', dont ¢hacune est comprise entre 2 et 5,
on changerait la fonction de z qui équivaut au second
membre, et leffet du changement serait tel que ce second
membre deviendrait nul toutes les fois que 'on donnerait
a x une valeur non comprise entre @’ et &' ; et, si la valeur

70



554 THEORIE DE LA CHALEUR.

de z était comprise entre ' et &', on aurait le méme ré-
sultat qu'en substituant cette valeur de x dans ¢z.

On peut donc varier a volonté les limites de Uintégrale
dans le second membre de I'équation (B'). Cette -équation
subsistera toujours pour les valeurs de =z comprises entre
les limites guelconques 2 et b, que l'on aura choisies; et, si
Ion emploie toute autre valeur de x, le second membre
sera nul. Représentons ¢z par Pordorinée variable d’une
courbe dont r est I'abscisse; le second membre,dont la valeur
_est_fz, représentera i’ ordonnée variable d’une seconde courbe
dont la figure dépendra des limites @ et &. Si ces limites sont

1 I ) '
~— 5 e+, les deux courbes, dont Fune a pour ordonnée

¢x, et I'autre a pour ordonnée £z, coincideront exactement
dans toute 'étendue de leur cours. Mais, si I'on donne d'au-
tres valeurs @ et 4 a ces limites, les deux courbes coincide-
ront exactement dans toute la partic de leur coars qui ré-
pond a Pintervalle de z==a a4 z=25. A droite et a gauche
decet intervalle, la seconde courbe se confondra précisément
dans tous ses points avec Faxe des z. Cette conséquence est
tres-remarquable, et détermine le veritable sens de la pro-

position exprimée par I'équation (B).
418.

Il faut considérer sous le méme point de vue le théoréme
exprimé par I'équation (11) de l'art. 234, pag. 258. Cette
équation sert a développer une fonction arbitraire £z en une
suite de sinus et de cosinus d'arcs multiples. La fonction fz
désigne une fonction entierement arbitraire, c'est-a-dire une
suite de valeurs données, assujetties ou non a une lot com-
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mune, et qui répondent & toutes les valeurs de z compriscs
entre o et une grandeur quelconque X.

La valeur de cetté fonction est représentée par I'équation
smvante :

S(z)=—" zfdafu.cos. ('-';“ .r_—_a) (A)

Lintégrale, par rapport & «, doit étre prise entre les limites
a=a et a=—b; chacune de ces limites a et b est une quan-
tité quelconque comprise entre o et X. Le signe S affecte
le nombre entier ¢, et indique que 'on doit donncr 4 # toutes
ses valeurs négatives ou positives, savoir :

—b5y =4y —3, —2, —1, 0, +1, +2, +3, +4, +5,...

et prendre la somme des termes placés sous ce signe . Le
second membre devient, par ces intégrations, une fonction
de la seule variable z et des constantes a et 4. La proposi-
tion générale consiste en ce que 1° la valeur du second
membre, que l'on trouverait en y mettant au lieu de z une
quantité comprise entre a et b, est égale & celle que l'on
_ obtiendrait en mettant cette méme quantité au lieu de z
dans la fonction fz; 2° toute autre valeur de'z comprise
entre o et X, mais non comprise entre a et b, étant substi-
tuee dans le second membre, donne un résultat nul.

Il n’y a ainsi aucune fonction £z, ou partie de fonction,
que I'on ne puisse exprimer en une suite trigonométrique.

La valeur du second membre est périodique, et l'inter-
valle de la période est X, c'est-a-dire que cette valeur du
second membre ne change point lorsqu'on écrit z + X au
lien de z. 'l'outes ses valeurs successives se renouvellent a
chaque intervalle X.

79;

-
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La suite trigonométrique égale au second membre est
convergente ; le sens*de cette derniere proposition est que, si
'on donne & la variable = une valeur quelconque, la somme
des termes de la suite s'approchic de plus en plus, et infini-
ment pres, d'nne limite déterminée. C'est cette limite qui
est 0, si I'on a2 mis pour z une quantité comprise entre o
ct X, mais non comprise entre @ et b; et s5i cette quantité
misc pour x est comprise entre a et b, la limite de la série a
la méme valcur que fz. Cette dernicre fonction n'est assu-
jettie 4 aucune condition, et la ligne dont elle représente
I'ordonnée peut avoir une forme quelconque; par exemple,
celle d'un contour formé d'une suite de lignes droites et
de lignes courbes. On voit par la que les limites a et 5,
I'intervalle total X et la nature de la fonction étant arbi-
traires , cette proposition a un sens tres-étendu ; et,
comme elle n’exprime pas seulement une propriété analy-
tique , mais qu'elle conduit facilement a la solution de plu-
sieurs questions naturelles importautes, il était nécessaire
de la considérer sous divers points de vue, et d'en indiquer
les principales applications. On a donné plusieurs démons-
trations de’ ce théoréme dans le cours de cet ouvrage.
Celle que nous rapporterons dans un des articles suivants
(art. 424) a l'avantage de s'appliquer aussi 4 des fonctions
non périodiques.

Si I'on suppose l'intervalle X infini, les termes de la série
devicnnent des quantités dilférentielles; la somme indiquée
par le signe 3 devient une intégrale définie, comme on le
voit dans les art. 353 et 355, et I'équation (A) se transforme
dans I'équation (B). Ainsi cette derniere équation (B) est
contenue dans’la précédente, et convient au cas ou {'inter-

>
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valle X est infini : alors les limites a et & sont evxdemment
des constantes entierement arbitraires.

419.

Le théoréme exprimeé par I'équation (B) offre aussi di-
verses applications analytiques, que nous ne pourrions ex-
poser sans nous écarter de I'objet de cet ouvrage; mais nous
€noncerons le principe dont ces applications deérivent.

On voit que, dans le second membre de I'équation

. b .
fr=3= [ d«fa._[ dp cos. (pz—ps)> (p)

la fonction fz est tellement transformée, que le signe de
fonction f* n'affecte plus la variable £, mais une variable
auxiliaire «. La variable z est seulement affectée du signe
cosinus. Il suit de l& que, pour différencier la fonction fz
par rapport a z, autant de fois que Yon voudra, il suffira
de différencier le second membre par rapport a x sous le
signe cosinus. Oa aura donc, en deszgmmt par Z un nombre
entier quelconque,.

dnl
Ffa:,... ifdafafdpp €oS. (px-—pa)
On écrit le signe supérieur l'orsc’[ue { est pair, et le signe in-
ferieur lorsque ¢ est impair. Ou aura en suivant cette méme
régle relative au choix du signe:

d(23+ I

W’f m_‘-—-fdﬂflfdppa‘+l sin. (PI*——PGJ

On peut aussi intégrer plusieurs fois de suite, par rap-
port a z, le second membre de I'équation (B ); il suffit d'¢-
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crire au-devant du signe sinus ou cosinus une puissance
négative de p.

La méme remarque s'applique aux différenciations finies,
ou aux intégrales désignées par le signe 3, et en général
aux opérations analytiques qui peuvent s'effectuer sur les
quantités trigonométriques. Le caractére principal du théo-
réme dont il s'agit, est de transporter le signe général de
fonction a une variable auxiliaire, et de placer la variable x
sous le signe trigonométrique. La fonction fz acquiert en
quelquesorte, par cette transformation, toutes les propriétés
des quantités trigonomeétriques ; les différentiacions, les in-
tégrations et la sommation des suites s'appliquent ainsi 2
des fonctions genérales de ]a méme maniere qu'aux fonctions
trigonométriques exponentielles. Cest pour cela que I'em-
ploi de cette proposition donne immédiatement les inté-
grales des équations a différences partielles a coéfficients con-
stants. En effet, il est évident 'que I'on peut satisfaire a ces
équations par des valeurs particulitres exponentielles; et,
comme les théorémes dont nous parlons donnent a des fonc-
tions générales et arbitraires le caractere des quantités expo-
nentielles, ils conduisent facilement a 'expression des inté-
grales completes. Cette méme transformation donne aussi,
comme on I'a va dans ['art. 413, un moyen facile de sommer
les suites infinies . losque ces suites contiennent les différen-
tielles successives, ou les intégrales, successives d'une méme
fonction : car Ja sommation de la suite est réduite, par ce
procédé, & celle d’'une suite de termes algébriques.

420.

On peut aussi faire usage du théoréme dont il s'agit pour



CHAPITRE IX. 559

substituer sous le signe général de fonction un binome formé
d’une partie réelle et d'une partie imaginaire. Cette gquestion
d’analyse s'est présentée des 'origine du calcul des différences
partielles ; et nous l'indiquerons ici parce qu'elle a2 un rap-
port plus direct avec notre objet principal.

Si dans la fonction fz on écrit p+v.L”—71 au lieu de x,
le résultat sera formé de deux parties ¢ + 17 —7.¢. Il s'agit
de connajtre en y et v chacunedes deux fonctions ¢ et §. On
y parviendra facilement si 'on remplace fx parlexpression

;';fdufafdp cos. (pz—pa):
car la question sera réduite a substituer p +v.1”—; au lieu

de x sous le signe cosinus, et a calculer le terme réel et le
coéfficient de . On aura ainsi '

So=f vV T [da fa [dp cos. (st pr .1 TT)
=1 fdu fa -dp [co’s. (pu—pa) (¢ +e )
—V=isin. (pp—pa) ('—e7F ”)} ,
dome ==t fd, o fdp cos. (pp—pa) (" + 7"
L[,-:.*;fdafa dpsin. (pp—pa) (#"—e 7).

Ainsi toutes les fonctions fx que I'on peut concevoir, méme
" celles qui ne sont assujetties a aucune loi de continuité,

sont réduites a la forme M + N1/, lorsqu’on yremplace
la variable z par le binome p+v.. ;.

4ar.

Pour donner un exemple de I'usage -de ces derniéres for-
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mules, nous considérerons l'équation —— + 75 =0, qui

s¢ rapporte au mouvement uniforme de la chaleur dans une
table rectangulaire. L'intégrale générale de cette équation
contient évidemment deux fonctions arbitraires. Supposons
donc que I'on connaisse en fonction de z la valeur de v lors-
que y=0, et que I'on connaisse aussi, par une autre fonction

de z, la valeur de % lorsque y==0, on peut dédu'fne Vinté-

grale cherchée de celle de I'équation

d* 'v___d“.u
de " dzx*!?

qui est connue depuis long-temps; mais on trouve des quan-
tités imaginaires sous le signe de fonction. Cette intégrale est

V=9 (xﬂ—yV:?) +9 (‘z—-—yv.:;')_+ W.

La seconde partie W de l'intégrale dérive dela premiére en
intégrant par rapport 4 y, et changeant ¢ en ¢. Il reste done
a transformer les quantités ¢ (z + y1/=%) et ¢ (z—yV/ 1,
afin de séparer les parties réelles des parties imaginaires.
Suivant le procédé de l'article précédent, on trouve, pour
la premicre partie z de l'intégrale, ‘

= +- o :
u=ZIT=fdaf“fdp cos. (px—pa) (gi"f-{-e"Pj) ’

et par eonséquent

W=———fda Faf-f- €08, (PT—p«) (e”-’ <P )

L'intégrale complete de la proposee exprimée en termes réels
est tdone v==u + W.; et 'on reconmait, en effet, r° qulelle

N
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satisfuit a T'équation différentielle; a° qu'en y faisant y=—o,
dv

elledonne »==fx; 3¢ qu'en faisant y =0 dans lafonction S

* le résultat est F.
4a3.

Nous ferons aussi remarquer que I'on peut deéduire de

I'équation (B) une expression tres-simple du coéfficient dif-
4 - ¥ 3 . I . d'. [ 1] r 3

férentiel del'ordre indéfini 2z, oudelintégrale /'dz’ [

L'expression cherchée est une certaine fonction de x et
de l'indice 7. 1 s'agit de connaitre cette fonction sous une
forme telle, que le nombre i n'y entre point comme indice,
mais comme une quantité, afin de comprendre, dans une

méme formule, tous les cas ol I'on attribue a & des valeurs
positives ou négatives quelconques. Pour y parvenir, nous

- ‘ﬂ
remarquerons que l'expression cos. (r+ z;) 6

ix . . i%
ou COS. ', COS, (—;) — 8in, r.snn.(-—;) ;
devient successivement d

-——s8in.r, —cos.r, +sin.r, +Cos.F, —SiN.F, ..... €tC.,

si les valeurs respectives de ¢ sont 1, 2, 3, 4, 5, etc.... Les
mémes résultats reviennent dans le méme ordre, lorsqu'on
augmente la valeur de ¢. Il faut maintenant, dans le second

membre de I'équation ‘
.fx=;l—ﬂfdaf¢fdp cos. (px—pa),

éerire le facteur p° au-devant du signe cosinus, et ajouter
. 71
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. in i n
sous ce signe le terme +—- On aura ainsi

dd:.-: .1:-————~fd¢fafdp p cos. (p.r—-pc +;—-)

Le nombre Z, qui entre dans le second membre, sera re-
gardé comme une quantité quelconque positive ou négative.
Nous n'insisterons point sur ces applications a l'analyse gé-
nérale; il nous suffit d'avoir montré par divers esemples
I'usage de nos théorémes. Les équations du quatrieme ordre
- (d), art. 4ob, et (e), art. 411, appartiennent, comme nous
lavons dit, a4 des questions dynamiques. On ne connaissait
point encore les intégrales de ces équations lorsque nous les
avons données dans un Mémoire sur les vibrations des sur-
faces €lastiques, lu 4 la séance de 'Atadémie des Sciences,
le 6 juin 1816 (art. VI, §10 et 11, etart. VII, § 13 et t4).
Elles consistaient dans les deux formules § et 3’, art. 4ob, et
dans les deux intégrales exprimées, 'une par la premiére
équation de l'art. {12, Vautre par la derniere équation du
méme article. On a donné ensuite diverses autres démon-
strations de ces mémes résultats. Ce Mémotire contenait ausst
l'intégrale de I'équation{e), art. 4og, sous la forme rapportée
dans cet article. Quant & l'intégrale (BB) de I'équation (4},
art. 413, elle est ici publiée pour la premidre fois.

 4a3.

Les propositions exprimées par les équations (A) et (B'),
art. 418 et 417, dont nous avons montré diverses applica-
tions, peuvent étre considérées sous un point de vue plus
genéral. La- construction indiquge dans les art. 415 et 416
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ne s'applique pas aeulement ala fonetnon mgonomemque

sin. ( pa—z ‘
( ) : eIle convient 4 toutes les autres fonctlons, et

a—x
suppose seulement que le nombre p devenant infini, on
trouve la valeur de lintégrale par rappott & a, en prenant
cette intégrale entre des limites extrémement voisines. Or
cette condition n'appartient pas seulement gux fonctions tri-
gonométriques, elle' s'applique & une infinité d'autres fonc-
tions. On parvient ainsi A exprimer une fonction arbitraire fz
sous diverses formes trés-remarquables ; mais nous ne fai-
sons point usage de ces transformations dans la recherche
spéciale qui nous occupe.

Quant 4 la proposition expnmee par I'équation (A) (art.
418), il est egalement facile d'en rendre.la vérité sensible
par des constructions, et c’est pour ce théoréme que nous
les avons d'abord employées. Il suffira d'indiquer la marche
de la démonstration.

Dans l'équation (A), savoir:
+X -+ o
fx=;%fdafa*2'cos. (t =. x)
X

on remplacera la somme des termes placés sous le signe 1.
par sa valeur, qui se déduit de théorémes connus. Nous
avons vu précédemment divers exemples de ce calcul, Sec-
tion III, Chap. III. Il donne ce résultat en supposant, pour
rendre l'expression plus simple, 2ax=1X, et désignant s —z
par r. '

sin. r

2 cos. Ur)-—-cos (Jr) +sin. (r) o= ="

71.:
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Il faut donc multiplier le second membre de cette équation
par dafa, supposer le nombre ; infini, et intégrer depuis
a==—x jusqu’a a= +=. La ligne courbe, dont I'abscisse
est « et lordonnée cos. jr, étant conjuguée avec la ligne dont
l'abscisse est a et I'ordonnée fa, c'est-a-dire les ordonnées
correspondantes étant multipliées 'nne par l'autre, il est
manifeste que l'aire de la courbe produite, prise entre des
limites quelconques, devient nulle lorsque le nombre ; croit
sans limite. Ainsi le premier terme cos. ;7 donne un résul-
tat nul.

. Il en serait de méme du terne sin.jr, s'il n’était pas mul-

TV sin, r
tiplié par le facteur oo

-5 Inais en comparant les trois

.

courbes qui ont pour abscisse commune «, et pour ordon-

sin. r

nées sin.r, ———— , fa, on reconnait évidemment que 'in-

tégrale f da. fa.sin.(jr) M7 _ n'a de valeurs subsi-

sin. vers. r
stantes que pour de certaing intervalles iufiniment petits;

sin. r

T devient infinie. Cela aura

savoir, lorsque I'ordonuée

lieu si r ou «—x est nulle; et dans cet intervalle ou « dif--
fere infiniment peu de x, la valeur de f« se confond avec
JSx. Donc l'intégrale devient -

afx.jdr.si_n.(jr).i—}:—; _oll ij?Siﬂ-(J")a

qui est égale a ax . fx (art. 415 et 356). On en conclut
I'équation précedente (A).

Lorsque la variable z est précisément égale & —x ou
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+ =, la construction' fait connaitre quelle est la valeur du
second membre de cefte équation A.

8i,les limites de I'intégration ne sont pas —=x et +r,
mais d’autres nombres aet b, dont chacan est compris entre
~—m et + =, on voit par la méme figure quelles sont les va-
leurs de x, pour lesquelles le second membre de I'équation
(A) est nul. _ _

Si Fon congoit quentre les limites de lintégration cer-
taines valeurs de z deviennent infinies, la construction in-
dique dans quel sens la proposition générale doit étre en-
tendue. Mais nous ne considérons point ici les cas de cette
hature,, parce qu'ils n'appartiennent: point aux - questions
physiques.

Si, au lieu de restreindre les limites — = et +-x, ondonne
plus d’étendne a I'intégrale, en choisissant des limites plus
distantes a' et &', on connait par la méme figure que le
second membre de I'égnation (A) est formé de plusieurs
termes, et donne le résuitat d'une intégration finie, quelle

que soit la fonction fz.

“On trouve des résultats semblables si I'on écrit %Lf a—

an leu de r,et sn les llmltes de. l’mtegratlon sont — X et
+ X. N |

Il faut consnderer mai ntenant que les consequences aux-
quelles on est parvenu auraient encore lieu pour une infinité
de fonctions différentes de sin. (jr). 1 suffit que ces fonc-
tions regoiventdes valears alternghvement posttives et néga-
tives, en sorte que l'aire devienne nulle, lorsque ;7 croit saus

¥, : . . . sin. r -
limite. On peut faire varier aussi le facteur -——-, ainsi
- . wers, r



566 THEORIE DE LA CHALEUR.
que les limites de I'intégration, et T'on peut supposer que
I'intervalle devient infini. Ces sortes d’expressions sontdonc
trés-générales, et snsceptibles des formes les plus diyerses.
Nous ne pouvons nous arréter a ces développements; mais
il était nécessaire de montrer 'emploi des constructions:
car elles résolvent sans aucun doute les. questions qui peuyent
_ g'élever sur les valeurs extrémes et sur les valeurs singu-

lieres ; elles n'auraient pu servir & découvrir ces théorémes,
mais elles les démontrent et en dirigent toutes les appli-
cations.

4ab. |

.Nous avouns encore a faire envisager ces mémes proposi-
tions sous un autre point de vue. Si 'on compare entre elles
les solutions relatives au mouvement varié de la chalear
dans 'armille, lasphére le prisme rectangulaire, le cylindre,
on voit que nous avions 2 developper une fonction arbltmm
_f.:: en une suite de termes, tels que

@, ¢(p %) + Bag(p: ) + 319 (ps2) +yete.

La fonction ¢, qui, dans le second membre de I'équation (A),
est un-cosinus ou un sinus, est remplacée ici par une fonc-
tion qui peut étre trés-différente du sinus. Les nombres 4 ,
.,y 39 €C., au lieu d'étre des nomnbres entiers, sont donus .

par uue équation transcendante, dont les racines en nombre
infini sont toutes réelles. La questlon consistait a trouver les
valeurs des coéfficients a_, a,, @3, G, etc...a, onyest

parvenu au moyen des intégrations définies qm fomt dispa-
raitre toutes les inconnues, excepté une seule. Nous allons
examiner spécialement la nature de ce procédé, et les con-
séquences exactes qui en dérivent.

o
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[} faut dans le second membre donmer & ¢ toutes ses valeurs,
c'est-a-dire, mettre suocessivernent, au lieu de ¢ toutes les ra-

cines p de I'équation (/). L'intégrale doit étre prise pour «,
depuis a==o0 Jusqu'a «=X, ce qui fait disparaitre 'indéter-
_minée «. Il en est de méme de g, qui entre dans le dénomi-
nateur; en sorte quele terme sin. (y.z) est multiplié par un
coefficient 2, dont la valeur ne dépend que de X et de
l'indice 7. Le signe 3 indique qu'apres avoir donné & ¢ ses
différentes valeurs, il faut écrire la somme de tous les termes.

L'intégration offre donc un moyen treés-simple de déter-
miner immeédiatement les coéfficients ; mais il faut examiner
attentivement l'origine de ce procédé, ce qui donne lieu aux
deux remarques suivantes:

1° Si dans I'équation (e) on avait omis d'écrire une par-
tie des termes, par exemple, tous ceux ol lindice est un
nombre pair, on trouverait encore, en multipliant I'équa-
tion par dz sin. (u, ), et intégrant depuis z=—=o jusqu'a
==X, cette méme valeur de 2, qui a été détermincepré.
cédemment, et 'on formerait ainsi une équation qui ne se-
rait point vraie; car elle ne contiendrait qu'une partie des
- termes de I'équation géncrale, savoir, ceux dont l'indice est
impair.

2° L'équation complete (s), que I'on obtient, apres avoir
déterminé les coéfficients, et qui ne differe point de I'équa-
tion rapportée page 350, art. 291, dans laquelle on ferait
t==0 et v=Fz, est telle que si 'on donne 4 z une valeur
quelconque comprise entre o et X, les deux membres sont
Nécessairement égaux ; mais on ne peut point conclure,

72
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comme nous I'avons fait observer, que cette €galité ait lien,
si, choisissant pour le premier membre xFx une fonction
assujettie a une loi continue, telle que sin.x ou cos. z, on
donnait & x une valeur non comprise entre o ¢t x. En géné-
ral, I'équation resultante (¢ ) doit étre appliquée aux valeurs
de z, comprises entre o et X. Or le procédé qui détermine
le coéfficient @, ne fait point connaftre pourquoi toutes les

racines p . doivent entrer dans Y'équation (), et pourquoi

cette équation se rapporte uniquement aux valeurs de z,
comprises entre o et X. |

Pour résoudre clairement ces questions, il suffit de re-
monter aux principes qui servent de fondement a notre
analyse. -

Nous divisons I'intervalle X en un nombre infini r de par-
ties €gales a dx, en sorte que I'on a ndx=X, et €crivant

Sz au lieude xF z, nous désignons par f., /., fs. .. f;- . . [,

les valeurs de fz, qui répondent aux valeurs dz, 2dz,
3dm ... idz...ndz, attribuées a2 x; nous composons
I'équation générale (¢) d'un nombre » de termes; en sorte

quiil y entre n coéfficients inconnus, a,, a,,a;...a,... a,.

Cela posé, cette équation (e) représente les n équations du
premier degré, que Fon formerait en y mettant successive-
ment, au lien de =, ses n valeurs dz, adz, 3dx... ndx.
Ce systeme de n équations contient dans la premiére f;,
dans la seconde f;, dans la troisieme f;, dans la n™° /. Pour
déterminer le premier coéfficient a,, on multiplie la premiére
équation par g, la seconde par o, la troisieme par o,, ainsi de
suite, et l'on ajoute ensemble les équations ainsi mulripliées.
Les facteurs a,, a,, 0;. . . 0., doivent étre déterminés par cette
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condition, que la somme de tous les termes des seconds mem-
bres qui contiennent z,, soit nulle, et qu'il en soit de méme
pour tous les coéfficients suivants, z,, a,...a,. Donc toutes
les équations étant ajoutées, le coéfficient a, entre seul dans
le résultat, et I'on a une équation pour déterminer ce coéffi-
cient. Ensuite on multiplie de nouveau toutes les équations
par d'autres facteurs respectifs p,, ¢,y ¢;- - - p,, €t ces facteurs
sont détermines en sorte qu'en ajoutant les n e'quations,!oﬁs
les coéfficients soient éliminés, excepté a,. On a donc une
équation pour deéterminer a,. On continue des opérations
semblables, et choisissant toujours de nouveaux facteurs, on
détermine successivement tous les cbéfficients inconnus.
Or il est manifeste que ce procédé d'élimination est précisé-
ment celui qui résulte de I'intégration entre les limites o et X.
La serie o,y g,, 05,0, des premiers facteurs est dz sin. (x, d2)...
dz sin. (g, 2dz)...dz sin. (p,3dz)...dzsin. (g ndz). En
genéral, la série des facteurs qui servent a éliminer tous les
coéfficients, exceptéa ,estdzsin. (w;dx).. .dzsin. (y;2dz). ..
dzsin. (p;3dx)...dzsin. (p;ndzx); elle est représentée par
le terme général dz sin. (x;z), dans lequel on donne succes-

sivement a x toutes les valeurs
dx 2dx 3dz...ndz.

On voit pua:r'r la que le procédé qui nous sert & détermi-
ner les coéfficients, ne differe en rien du calcul ordinaire de
I'élimination dans les équations du premier degré. Le nombre
n des équations est égal a celui des quantités inconnues a,,
a,, a,...a,,etle qéme que le nombre des quantités don-

nées £, f.y fi...f, Les valeurs trouvées pour les coéffi-

72.
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cients sont celles qu doivent avoir lien pour que les n équa-
tions subsistent a la fois, c'est-a-dire, pour que I'équation i)
subsiste lorsqu'on doune a & une de ces n valeurs comprises
entre o et X; et comme le nombre n est infini, 1} s'ensuit
que le premier membre fx coincide nécessairement avet le
second , lorsque la valeur x, substituée dans 1'un et I'autre,
est comprise entre o et X.

La démoanstration précédente ne sapplique pas seulement
aux développemens dout la forme est

a, sib. (u, ) + @, 5ib. (i, &) + a; 8in. (41,2). . . + asin. (4;3),
elle convient a toutes les fonctions ¢ (%) que I'on pourrait
substituer 4 sin. (p;x),en conservant la condition principale,

X
savoir, que l'intégrale f dz ¢ (p,x) ¢ (I.ildf x), ait une valeur

nulle lorsque : et j sont des nombres différents.

5i Fon propose de développer fx sous cette forme:

g, cos. a,cos. a.x a; cos. (ix)

SE=a * s Foptin aa """ bisin. (iz)

<+ etc.

Les racines p, g, g3... ... etc., seront des nombres en-
" tiers, et la condition '

j.d.r cos. (a:i%) sin. (a'ujfi) =0

ayayt toujours Heu lorsque les indices i et ; sont des nom-
bres différents, on obtient, en déterminant les cosfficients
@,, &, I'équation générale (), page 258, qui ne differe pas
de I'équation (A), page 555.
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4ab.

Si on omettait dans le second membre de Féquation (o)
un ou plusieurs des termes qui répondent 4 une ou plusieurs
racines y. de I'équation (f), I'équation () ne serait pas vraie
en général. Pour s'en convaincre, supposons qu'un terme

contenant y; et a; ne soit point écrit dans le second membre

de T'équation (e), on pourrait multiplier respectivement les
r équations par les facteurs

dz sin, (Fjda:),dxsin. (pjﬁl dx),dxsin. ,:.’-?m’a:.... dzsin. (p.jnd.t);

et en les ajoutant, la somme de tous les termes des seconds
membres serait nulle, en sorte qu'il ne resterait aucun
des coéfficients inconnus. Le résultat, formé de la somme
des premiers membres, c'est-a-dire la somme des valeurs
S+ fi fi-.. f,, multiplies respectivement par les facteurs

dzsin. (p‘.’d‘ﬂ), dz sin. (pjﬁdff) ydzsin (p}3a'a:) dcsin.(@nd;c},

se réduirait & zéro. Il faudrait par conséquent que cette rela-
tion existit entre les quantités données f, f, f... f,; et

on ne pourrait point les considérer comme entierement ar-
bitraires, ce qui est contre lhypothese. Si ces quantités
S So /s [yo. - ot des valeurs quelcongues, la relation dont
1l sag:t ne subsiste point, et 'on ue pourrait pas satisfaire
aux conditions proposées, en omettant on ou plusiewrs ter-
mes, tels que a; sin. (Fj“") dans I'équation (a). Denc la. fonc-
tion fx demeurant indéterminée, c'est-a-dire, représentant
le systtme d'un nombre infini de constantes arbitraires qui
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correspondent & des valeurs de = comprises entre o et X, il
est nécessaire d'introduire dans le second membre de I'équa-
tion () tous les termes, tels que a; sin. (pj.r), qui satisfont
a la condition

j‘d.—:(sin. (g ;) - sim. (Fja:}) =o,

lesindices et ; étant différents ; mais ¢'il arrivait que la fonc-
tion fz fit telle que les n grandeurs £, £, fi... f, eussent
entre elles cette relation exprimée par 'équation

fd'x (sin. (p}-.r) f.z:) gy

il est évident que le terme a j siN. (,*‘j z) pourrait étre omis
dans I'équation (e). ..

Ainsi, il y a plusieurs classes de fonctions fz dont le dé-
veloppement, représenté par le second membre de I'équa-
tion (s), ne contient pas certains termes correspondants a
quelques-unes des racines p. Il y a, par exemple, des cas oit
I'on doit omettre tous les termes dont l'indice est pair; et
nous en avons vu divers exemples dans le cours de cet ou-
vrage. Mais cela ne peut avoir lieu, si la fonction' fz a toute
la généralité possible. Daus tous les cas, on doit supposer
le second membre de I'équation (e) complet, et le calcul fait
connaitre les termes qui peuvent étre omis, parce que lears
- valeurs deviennent nulles.
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426.

On voit clairement, par cet examen, que la fonction £z re-
présente, dans notre analyse, le systéme d'un nombre r de
quantités séparées, correspondantes aux z valeurs de x com-
prises entre o et X, ¢} que ces n quantités ont des valeurs
actuelles, et par conséquent non infintes, choisies a volonté,
Toutes pourraient étre nulles, excepté une seule dont la
valeur serait donnée.

Il pourrait arriver que la série de ces n valeurs £, £ £...
J;, fut exprimée par une fonction assujettie a une loi conti-

nue, telle que « ou ', sin. x, cos. r, ou en général o salors
la ligne ococurbe, dont les ordonnées représentent les valeurs
correspondantes aux abcisses x, et qui est placée au-dessus
de lintervalle de 2=0 a x =X, se confond dans cet inter-
valle avec la courbe dont 'ordonnée est ¢ x, et les coéfficients
a,-a, a,...a, de I'équation (e), déterminés par la régle pré-
cédente, satisfont toujours & cette condition, qu'une valenr
de x compriseentre o et X, donne le méme résultat étant
substituée dans ¢x, et dans le second membre de I'équa-
tion (s). '

Fx représente la température initiale de la couche sphe-
rique dont le rayon est z. On pourrait supposer, par exem-
ple, Fx=>bx, cest-a-dire, que la chaleur initiale croit pro-
portionnellement a la distance, depuis le centre, on elle est
nulle, jusqu’a la surface, ou elle est X. Davs ce cas, zFx
ou f(x) est égale a bx’; en appliquant a cette fonction la
regle qui détermine les coéfficients, on développerait &z en
une suite de termes, tels que

a,sin. (g, ) + a,8in. (g, T) + a;8in. (x, 3). . . +a, sin.(p x).
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Or chaque terme sin. (), étant développé selon les puis-
sances de z, ne contient que des puissances de rang impair,
et la fonction ba* est une puissance de rang pair. Il est
tres - remarquable que cette fonction bz, de’sigmnt une
suite de valeurs données pour l’mtervalle de o a X, puisse
étre développée en une suite de termes tels que

a;sin. (;z).

Nous avons déja prouvé l'exactitude rigoureuse de ces résul-
tats, qui ne s’étaient point encore présentés dans l'analyse,
et nous avons montré le véritable sens des propositions qui
les expriment. On a vu, par exemple, dans l'article 213,
page 238, que la fonction cos. x est développée en une
suite de sinus d'arcs multiples, en sorte que dans I'équation
qui donne ce développement, le premier membre ne con-
tient que des puissances paires de la variable, et le second
ne contient que des puissances impaires. Réciproquement
la fonction sin. z, ou il n'entre que des fonctions impaires,
est résolue, page 242, en une suite de cosiniis qui ne con-
tiennent que les puissances paires.

Dans la question actuelle relative & la sphére, la valear
de xFz est développée au moyen de l'équation (¢). Il fnt
eunsuite, comme on le voit art. 2go, page 348, écrire dans
chaque terme le facteur exponentiel, qui contient ¢, et fon
a, pour exprimer la température v, qui est une fonction
de x et ¢, I'équation

X
——K[L,.'tf(da sin. (p,a)aFa
zv=3sin.(u;T)e

fdgsin.(u §)-sin G §) (E)
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1a solution générale que donne cette équation (E) est tota-
lement indépendante de la nature de la fonction Fz, parce
gue cetse fonetion ne représente ici qu'une multitude infinie
de coustantes arbltralms, qui répordent i altant de’ va-~
leurs de = comprises entre o et X. '

Si I'on supposait la chaleur primitive conteme -dans line
seule partie ‘de la sphere solide, par exemple, depuis x=—o
jusqu’a z==:X, et que les températures initiales des couches
supérieures fussent nulles, il suffirait de prendre. Fintégrale

fda. (sin. (p.‘-a) .fc) '

i M I
- entre les limites x—o et T= X. 6w

‘En général la solution exprimée par I'équation (E) ‘con-
vient a tous les cas, et la forme du développement ne varie
point selon la nature de la fonction.

Supposons maintenant qu’ayant écrit sin. z au lieude Fz,
on ait détermmeé par l'intégration les coéfficiens a;, et que
I'on ait formé Péquation |

S
 rsin.z=ga,sin. (p,&) + a,sin.(p,x) + a;sin. (p,x. . .
+a,sin. p,x + etc.

Foo
il

It est certain qu'en donnant a z'une valeur quelt':onqv”:
prise entre o et X, le second membre de cette équatiotl
vaut a xsin.x; c'est une conséquence necessaire de notre
calcul. Mais il ne s'ensuit nuliement quen donnant & x
une valeur non comprise entre o et X, la méme égalité
aura lieu. On voit tresdistinctement le contraire dans les
exemples que nous avons cités, et si I'on.excepte les cas par-
73
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se superposent en quelque sorte, et se rassemblent pour
former le systtme général®des températures.

C'est pour cette raison que la forme de la fonction qui re-
présente 1'état initial doit étre regardée comme enticrement
arbitraire. L'intégrale définie, qui entre dans l'expression de
la température variable, ayant les mémes limites que le so-
lide échauffé, montre expressément que l'on réunit tous les
effets partiels dus a I'échauffement initial de chaque élément.

428.

Nous terminerons ici cette section, dont I'objet appartient

presque entierement i l'analyse. Les intégrales que nous
" avons obtenues ne’ sont point seulement des expréssions
générales qui satisfont anx équatioms différentielles; elles
représentent de la maniére la plus distincte Peffet naturef,
qui est l'objet dc la question. Clest cette condition princi-
pale que nous avons eu toujours en vue, et sans laquelle les
résultats du calcul ne nous paraitraient que des transforma-
tions inutiles. Lorsque cette condition est remplie, linté-
grale est, a proprement parler, ['éguation du phénoméne;
" elle en exprime claircment le earactéere et le progres, de
méme que l'équation finie d’'une ligne ou d’une surface
courbe fait conmaitre toutés les propriétés de ces figures.
Pour découvrir ces solutions, nous ne considérons point
une seule forme de Iintégrale; nous cherchons A obtenir
immédiatement celle qui est propre 4 la question. Cest ainsi
que l'intégrale, qui exprime le mouvement de la chileur dans
une sphere d’'un rayon donné, est trés:différente de celle
qui exprime ¢c mouvement dans un t:brps cylindrique, ou
méme dans une sphére d'un rayon supposé infini. Or, cha-
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cune de ces intégrales a une farme déterminée qui ne peat pas
étre suppléée par une autre. Il est nécessaive d'en faire usage,
si I'on veut connaitre la distribution de la chaleur dans le
gprps dont il s'agit. En geénéral, on ne pourrait apporter
aucun changement dans la forme de pos solutions, sans leur
faire perdre leur caractere essentiel, qui est de représenter
les phénomenes.

Ces diverses intégrales pourraient étre déduites les unes
des autres; car elles ont la méme étendue. Mais ces trans-
formations exigent de longs calculs, et supposent presque
toujours que la forme des résultats est connue d’avance.
On peut considérer en premier lieu, des corps dont les di-
‘mensions sont finies, et passer de cette-question- i celle qui
se rapporte a un solide non terminé. On substitue alors
une intégrale définie & la somme désignée par le signe 3.
C'est ainsi que les équations («) et (), rapportées au com-
mencement de cette section, dépendent 'une de 'autre. La
premiere devient la seconde, lorsqu'on suppose le rayon R
infini. On peut réciproquement déduire de- cette seconde
équation (#) les solutions relatives aux corps de dimensions
limiteées.

En -général ,nons avons cherché a obtenir chaque résultat
par la voie la plus courte. Voici les éléments principaux de
la méthode que nous avons suivie. '

1° On considere a-la-fois la condition générale donnée par
I'équation aux différences partielles, et toutes les conditions
singulieres qui déterminent entierement la question, et l'on
se propose de former lexpression analytique qui satisfait &
toutes ces conditions.

2° On reconnait d’abord que cette expression contient un
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nombre indéfini de termes, oh il entre des counstantes in-
connues, ou qu'elle équivant a une intégrale on se trouvent
une ou plusieurs fonctions arbitraires. Dans le premier cas,
c’est-a-dire, lorsque le terme géneéral est affecté du signe 3
on déduit des conditions spéciales une équation transcen-
dante déterminée, dont les racines donnent les valeurs d'un
nombre infini de constantes.

L. second cas a lien lorsque le terme géneral devient une
quantite mfiniment petite ; alors la somme de la série se
change en une intégrale definie.

3 On peunt démontrer par les théorémes fondamentaux
de l'algébre, ou méme par la nature physique de la ques-
tion, que l'équation transcendante a toutes ses racines réelles
en nombre Infini.

4 Dans les questions élémentaires, le terme général est
formé de sinus ou cosinus; les racines-de I'éguation déter-
minée sont des nombres .entiers, ou des quantités réelles
et irrationnelles : chacune delles est. comprise entre deux
limites déterminées. ,

Dans les questions plus composées, le terme général est
formé d'une fonction implicitement donnée au moyen d'une
équation différentielle intégrable ou non. Quoi qu'il en soit,
I'équation déterminée subsiste ; elle a toutes ses racines reelles
en nombre infini. Cette distinction des parties, dont linté-
grale doit étre composée, est tres-importante, parce qu'elle
fait connaitre clairement la forme de la solation, et les rela-
tions nécessaires entre les cosfficients.

5° 1l reste 4 déterminer les seules constantes qui dépendent
de P'état initial, ce qui se fait par I'élimination des inconnues

~duns un nombre infini d'équations du premier degré. On

L
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multiplie I'équation qui se rapporte a I'état initial par un fac-
teur différentiel, et 'on intéegre entre des limites définies,
qui sont le plus souvent celles du solide ou le mouvement
s'accomplit. ' -

Il y a des questions pour lesquelles nous avons déterminé
les coéfficients par des intégrations successives, comme on
le verra dans le mémoire qui a pour objet la température
des habitations. Dans ce eas, on considére les intégrales
exponentielles qui conviennent a I'état initial du solide in-
fini; car il est facile d'obtenir ces intégrales.

Il résulte des intégrations que tous les termes du second
membre disparaissent, excepté celui dont on veut détermi-
ner le coéfficient. Dans la valeur de ce coéfficient , le dénomi-
nateur devient nul, et Yon obtient toujours une intégrale
définie dont les limites sont celles du solide, et dont un des
facteurs est la fonction arbitraire qui convient a l'état ini-
tial. Cette forme du résultat est nécessaire, parce que le mou-
vement variable, qui est Yobjet de la question, se compose
de tous ceux qui auraient lieu séparément, si chaque point
du solide était seul échauflé, et que la temperature initiale
de tous les autres fit nulle.

Lorsqu'on examine avec soin ce procédé d'intégration,
qui sert 2 déterminer les coéfficients, on voit qu'il contient
une démonstration complete, et qu'il montre tres-distinc-
tement la nature des résultats, en sorte qu'il n’est nullement
nécessaire de les vérifier par d’autres calculs.

La plus remarquable des questions que nous ayons ex-
posées jusqu'ici, et la plus propre a faire connaitre l'en-
semble de notre analyse, est celle du mouvement variable
de la chaleur dans un corps cylindrique. Dans d'autres re-
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cherches,. la détermination des coéfficients exigerait des pro-
cédés de calcul gue nons ne connaissons point encore. Mais
il faut remarquer que I'on peut towjonrs, sans déterminer
les valeurs des coéflicients, acquérir une connaissanee exacte
de la question, et de la marche naturelle du.;phénomene qui
en est I'objet; la considération principale-est celle des mou-
vements simples.

6° Lorsque l'expression cherchee eontient. une integrale
définie, on détermine les fonctions inconnues placées sous
le signe [, soit par les théorémes gire nous avons donnés
pour exprimer les fonctions arbitraires en-intégrales défi-
nies , soit par un ‘procédé plus composé, dont on trouvera
divers exemples dans la seconde Partie.

Ces théorémes s’étendent 4 un nombre quelconque de va-
riables. ‘Ils appartiennent en quelque sorte 4 -une méthode
inverse d’intégration définie: car ils servent 4 déterminer
sous les signes [ et § des fonctions inconnues qui doivent
étre telles, que le résultat de l'intégeation seit wne fonction
donnee.

Les mémes principes s'appliquent i diverses autres ques-
tions de géométrie, de physique géndrule, ou d'analyse,
soit que les équations contiennent des différences finies ou
infiniment petites , soit qu'elles comprennent les unes et les
autres, )

Les solutions «que l'on obtient par cette ‘métbode sont
completes, et consistent dans des intégrales generales. Au-
cune autre intégrale ne peut avoir plus d'étendue. Les objec-
tions qui avaient .€té proposées a ce sujet sont dénuées de
tout fondement; il serait aujourd’hui superflu de'les discuter.

7* Nous avons dit que chacune de ces solutions donne
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léquation propre du phénoméne, parce qu'elle le représente
distinctemnent dans toute I'étendue de son cours, et quelle
sert 4 déterminer facilement en nombre tous les résultats,

Les fonctions que l'on obtient par ces solutions sont donc
composées d'une multitude de termes, soit finis, soit infi-
niment petits : mais -la forme de ces expressions wa rien
d’arbitraire; elle est det.ermmee par le caractere pbysique du
phenomene Clest pourqum lorsque la valeur de la fonction
est exprimée par une serie ou il entre des exponentielles re-
latives au temps, il est nécessaire que cela soit ainsi, parce
que T'effet naturel dont on recherche lgg lois, se décompose
récllement en parties distinctes, correspondantes aux diffé-
rents termes de la série. Ces parties expriment autant de
mouvements simples compatibles avec les conditions .Spé-
ciales ; pour chacun de ces mouvements, toutes les tempé-
ratures décroissent en conservant leurs rapports primitifs,
On ne doit pas voir dans cette composition un résultat de
I'enalyse dii & la seule forme linéaire des équations différen~
tielles, mais uu effet subsistant qui devient sensible dans les
expériences. Il se présente aussi dans les questions dyna-
miques ou l'on cousidére les causes qui anéantissent le mou-
vemeut ; mais il appartient nécessairement a toutes les ques-
tions de la théorie de¢ la chaleurget il détermine la pature

‘de la métbode que nous avons suivie pour les résoudre.

La théorie mathématique de la chaleur se forme, 1° de la
définition exacte de tous les €léments ducalcul ; 2° des équa-
tions différentielles; 3° des integrales propres aux questions

" foudamentales. On peut arriver aux équations par plusieurs
voies; on peut aussi obtenir les mémes intégrales, ou ré-
soudre d'autres questions, en apportant quelque change-

74



586 THEORIE DE LA CHALEUR.

ment dans la marche du calcul. Nous pensons que ces re-
cherches ne constituent point une méthode différente de la
ndtre; mais elles confirment et multiplient les résultats.

g° On avait objecté, au sujet de notre analyse, que les
équations transcendantes qui déterminent les exposants,
ayant des racines imaginaires, il serait nécessaire d'employer
les termes qui en proviennent, et qui indiqueraient dans
une partie du phénomene le caractéere périodique : mais
cette objection n'est point fondée, parce que les équations
dont il s'agit ont en effet toutes leurs racines réelles, et
qu'aucune partie da. phénomeéne ne peut étre periodigue.

10° On avait allégué que pour résoudre avec certitude les
questions de ce genre, il est nécessaire de recourir dans
tous les cas a une certaine forme de 'intégrale que Fon de-
signait eomme générale; et 'on proposait, sous cette deéno-
mination, 'équation (y) de Varticle 398; mais cette distine-
tion n'est peint fondee, et I'usage d'une seule intégrale
n'aurait pour effet, dans plusieurs cas, que de compliquer
le calcul sans nécessité. Il est d'ailleurs évident que cette io-
tégrale (y) se déduit de celle que nous avons donnée en 1807
pour déterminer le mouvement de la chalenr dans une ar-
mille d'un rayon déterminé R; il suffit de donner a R une
valeur infinie. °

11° On a pensé que la méthode qui consiste 2 exprimer

l'intégrale par une suite de termes exponentiels, et a déter-

miner les coéfficients au moyen de I'état initial, ne résout
point la question relative & un prisme qui perd inégalement
sa chaleur par ses deux extrémités ; ou que, du moins, il
serait tres-difficile de vérifier ainsi la solution que l'on dé
duit de Vintégrale (y) par de longs calculs. On reconnaitm
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par un nouvel examen, que notre méthode s'applique di-
rectement a cette question , et qu'il suffit méme d'une seule
integration.

12° Nous avons développé en seéries de sinus d'arcs mul-
tiples des fonctions qui paraissent ne contenir que des puis-
sances paires de la variable, par exemple, cos z. Nous avons
exprimé par des suites convérgentes ou en intégrales défi-
nies des parties séparées de diverses fonctions ou des fonc- -
tions discontinues entre certaines limites, par exemple, celle
qui mesure I'ordonnée dans un triangle. Nos démonstrations
ne laissent aucun doute sur l'exacte vérite de ces équa-
tions. '

13° On trouvedans les ouvrages de tous les géomeétres des
résultats et des procédés de calcul analogues 2 ceux que
nous avons employés. Ce sont des cas particuliers d'une mé-
thode générale qui n'était point encore formée , et qu'il
devenait nécessaire d'établir pour connaitre, méme dans les
questions les plus simples , les lois mathematiques de la dis-
tribution de la chaleur. Cette théorie exigeait une analyse
qui lui est propre,et dont un €lément principal est I'expres-
sion analytique des fonctions séparées, ou des parties de
Jonctions.

Nous entendons par fonction séparée, ou partie de fonc-
tion, une fonction fz qui a des valeurs subsistantes, lors-
que la variable = est comprise entre des limites données, et
dont la valeur est toujours nulle, si la variable n'est pas
comprise entre ces limites. Cette fonction mesure I'ordonnée
d’'une ligne qui comprend un arc fini d'une forme arbi-
traire, et se confond avec I'axe des abcisses dans tout le
reste de son cours. '

: ,:4-
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- Cette notion n'est point opposée aux principes généraux
du calcul; on pourrait méme en trouver les premiers fonde-
ments dans les écrits de Daniel Bernouilly, de Clairaut, de
La Grange et d'Euler. Toutefuis on avait regardé comme
manifestement impossible d’exprimer en séries- de sinus
d’arcs multiples, ou du moins en séries trigonométriques
convergentes, une fonction qui n’a devaleurs subsistantes que
si celles de la variable sont comprises entre certaines limites,
et dont toutes les antres valeurs seraient nulles. Mais ce point
d’analyse est pleinement éclairct, et il demeure incontes-
table que les fonctions sépardes, ou parties de fonctions, sont
exactement exprimées par des séries trigonométriques con-
- vergentes ,ou par des intégrales defintes Nous avons insiste
sur cette conséquence deés l'origine de nos recherches jus-
qu'a ce jour, parce qu'il ve sagit point ici d’'une question
abstraite et isolée, mais d'une considération principale, in-
timement liée aux applications les plus utiles, et les plus
étendues. Rien ne nous a paru plus propre que les construc-
tions géométriques a démontrer la vérité de ces nouveaux
résultats, et 3 rendre scnsibles les formes que I'analyse em-
ploie pour les exprimer. |

14° Les principes qui nous ont servi & établir la théorie
analytique de la chaleur, s'appliquent immédiatement a la
recherche du mouvement des ondes dans les liquides dont une
partie a été agitée. Ils donnent aussi celle des vibrations des
lames é€lastiques, des surfaces flexibles tendues, des surfaces .
planes clastiques de trés-grandes dimensions, et conviennent
en général aux questions qni dépendent de la théorie de
Iélasticité. Le propre des solutions que I'on déduit de ces
principes est de rendre les applications numeériques faciles,
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et de présenter des résultats distincts et sensibles, qui dé-
terminent réellement l'objet de la question, sans fuire dépen-
dre cette connaissance d'intégrations ou d'éliminations qu’on
ne peut effectuer. Nous regardons comme superfluc toute
transformation du résultat du calcul qui ne satisfait point
a4 cemte condition principale.

429.

1°© Nous présenterons maintenant diverses remarques
concerpant les équations différentielles du mouvement de la
chaleur.

8¢ deux molécules d'un méme corps sont extrémement
woisines et ont des temperatures inégales, celle g'm' est la plus
échauffée communique directement & l'autre pendant un
instant une certaine quantité de chaleur; cctte quantité est
proportionnelle a la différence extrémement petite des tempe.-
ratures : ¢'est-a-dire que si cette différence devenait double,
triple, quadruple, et que toutes les autres conditions demeu-
rassent les mémes, la chaleur communiqueée serait double,
triple , quadruple.

Cette proposmon exprime un fait general et constant,
qu suflit pour servir de fondement 4 la théorie mathéma-
tique. Le mode de transmission est donc connu avec cer-
titude, indépendamment de toute hypothése sur la nature
de la cause, et il ne peut étre envisagé sous deux points
de vue différents. Il est évident que la communication im-
mediate s'opere suivant toutes les directions, et qu'e]le n'a
lieu dans les fluides ou les liquides non diapbanes, qu ‘entre
des molécules extrémement voisines.

Les €quations geénérales du mouvement de Ja chaleur,
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dans l'intérieur des solides de dimensions quelconques, et
i la surface de ces corps, sont des conséquences nécessaires
de la proposition précédente. Elles s'en deduisent rigoureu-
sement, comme nous I'avons prouvé dans nos premiers Mé-
moires en 1807, et F'on obtient facilement ces équations au
moyen de lemmes dont la démonstration n’est pasmoins exacte
que celle des propositions élémentaires de la mécanique.

On déduit encore ces équations de la méme proposition,
en déterminant par des intégrations, la quantité totale de
chaleur qu'une molécule recoit de celles qui I'environnent.
Ce calcul n'est sujet & aucune difficulté. Les lemmes dont
il s'agit suppléent aux intégrations; parce qu'ils donnent im-
médiatement l'expression du flux, c'est-a-dire de Ia quan-
tité de chaleur qui traverse une section quelconque. L'unet
Pautre calcul doivent évidemment conduire au méme ré-
sultat; et comme il n’y a aucune différence dans le principe,
il ne peut point y en avoir dans les conséquences.

2° Nous avons donné, en 1811, 1'équation générale qui se
rapporte i la surface. Elle n'a pas été déduite de cas parti-
culiers , comme on l'a supposé sans aucun fondement, et
elle n'aurait pu l'étre; la proposition qu'elle exprime n'est
point de nature a étre découverte par voie d’'induction; on
ne peut pas la connaitre pour certains corps, et lignorer
pour les autres; elle est nécessaire pour tous, afin que 7'é-
tatde la superficie ne subisse pas dans un temps déterminé un
changement infini. Nous avons omis dans notre Mémoire les
détails de la démonstration, parce qu'ils consistent seule-
ment dans l'application de propositions connues. Il suffisait
dans cet écrit de donner le principe et le résultat, comme
pous J'avons fait dans 'article 15 du Mémoire cité.
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On déduit aussi de cette méme condition l'équation gé-
nérale dont il s'agit, en déterminant la quantité totale de
_ chaleur que chaque molécule placée a la surface regoit et
communigue. Ces calculs tres-composés ne changent rien a
la nature de la démonstration.

Dans la recherche de I'équation différentielle du mouve-
ment de la chaleur, on peut supposer que la masse n'est
point homogéne, et il est tres-facile de déduire cette équa-
tion de l'expression analytique du flux; il suffit de laisser
sous le signe de la différentiation le coeflicient qui mesure
la conducibilité, _

3o Newton a considéré le premier la loi du refroidisse-
ment des corps dans l'air: celle qu'il 2 admise pourle cas .
on l'air est emporté avec une vitesse constante, est d’autant
plus conforme aux observations que la différence des tem-
pératures est moindre; elle aurait lien exactement, si cette
différence €tait infiniment petite.

Amontons a fait une expérience remarquable sur I'établis-
sement de la chaleur dans un prisme dont I'extrémité est
assujettic 2 une température deéterminée. La loi logarith-
mique du décroissement des températures dans ce prisme,
a éte donnée pour la premiere fois par Lambert, de I'Aca-
démie de Berlin. MM. Biot et de Rumford ont confirmé
cette loi par des expériences.

Pour découvrir les équations différentielles du mouvement
variable de la chaleur, et méme dans le cas le plus élémen-
taire, comme celui du prisme cylindrique d'un trés-petit
rayon, il était nécessaire de connaitre l'expression mathé-
matique de la quantité de chaleur qui traverse une partie
extrémement petite du prisme. Cette quantité n’est pas seu-
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lement proportionnelle a la difference des températures des
deux sections qui terminent la tranche. On proive de la
maniere la plus rigoureuse qu'e]le est aussi en raison inverse
de l'épaisseur de cette tranche, c'est-a-dire, que s/ deux
tranches d'un méme prisme étaient inégalement épaisses, et
que pour la premiére, la différence des températures des
deux bases fut la méme que pour la seconde, les quantites
de chaleur qui traversent ces tranches pendant le méme in-
stant, seraient en raison inverse des epaisseurs. Le lemme
précédent ne convient pas seulement i des tranches dont
I'épaisseur est infiniment petite; il sapplique a des prismes
d'une épaisseur quelconque. Cette notion du flux est fon-
damentale; tant qu'on ne l'a point acquise, on ne peut se
former une idée exacte du phénomeéne et de l'équation qui
I'exprime.

11 est évident que l'accroissement instantanée de la tem-
pérature d’'un point, est proportionnel a l'excés de la quan-
tité de chaleur que ce point a regue, sur la quantité qu'il a
perdue, et qu'une équation différentielle partielle doit expri-
mer ce résultat : mais la guestion ne consiste pas a €noncer
cette proposition, qui est le fait lui-méme; elle cousiste a
former réellement I'équation différentielle, ce qui exige que
I'on considére ce fait dans ses éléments. Si au lieu d'em-
ployer l'expression exacte du flux de chaleur, on omet le
dénominateur de cette expression, on fait naftre par cela
méme une difficulté qui n’est nullement inhérente a la ques-
tion; et il n’y a aucune théorie mathématique qui n'en pre-
sentdt de semblables, si 'on commengait par altérer le prin-
cipe des démonstrations. Nan-seulement on ne peut former
ainsi une équation différentielle : mais il n'y a rien de plus
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opposé & une équation, qu'une proposition de te genre, oll
Fon exprimerait l'égalité de quantités qui ne peuvent étre
comparées. Pour éviter cette erreur, il suffit de donner quel-
que attention a la démonstration et aux conséquences du
lemme précédent (art. 65, 66, 67, et art. 75).
4° Quant aux notions dont nous avons déduit pour la pre-
miere fols les équations différentielles, elles sont celles que
les physiciens ont toujours admises. Nous ignorous si quel-
qu'un a pu concevoir le mouvement de la chaleur, comme
étant produit dans l'intérieur des corps par le seul contact
des surfaces qui séparent les différentes parties. Pour nous,
une telle proposition nous paraitrait dépourvue de tout sens
intelligible. Une surface de contact ne peut étre le sujet d'au-
cune qualité physique; elle n’est ni échauffée , ni colorée, ni
pesante. Il est évident que lorsqu'une partie d'un corps
donne sa chaleur a une autre, il y a une infinité de points
mateériels de la premiére, qui agissent sur une infinité de
points de la seconde. 1l faut seulement ajouter que dans
Iintérieur des matieres opaques, les .points dont la distance
n'est pas tres-petite ne peuvent se communiquer directement
leur chaleur; celle quils s’envoient est interceptée par les
molécules intermédiaires. Les tranches en contact sont les
seules qui se communiquent immediatement leur chaleur,
lersque I'épaisscur de ces tranches égale ou surpasse la dis-
tance que la chaleur envoyée par un point, parcourt avant
d’étre entierement absorbée. Il n’y a d'action directe qu’entre
les points matériels extrémement voisins, et c'est pour cela,
que I'expression du flux a la forme que nous lui attribuons.
Ce flux résulte donc d'une multitude infinie d’actions dont
les effets s’ajoutent; mais ce n’est point pour cette cause

75
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soient regardés comme ayant la méme température, il ne

sensuit pas que I'on puisse faire abstraction des dimen-
“sions de la section, et étendre a d'autres prismes les consé-
quences qui ne conviennent qu'a un seul. On ne peut point
former I'équation exacte sans etpnmer cette relation entre
I'étendue de la section et. l'effet produit a l'extrémité ‘du
prisme.

Nous ne développerons pas davantage 'examen des prin-
c}pes q‘m nous ont conduit a la connaissance des equat:ons
différentielles ; nous ajoutons seulement que pour porter
un jugement approfondi sur l'utilité de ces principes, il faut
aussi considérer des questions vari€es et difficiles : par exem-
ple celle que nous allons mdlquer, et dont la solution man-
qualt & notre theone, ainsi que nous I'avions fait remar-
quer depuis long-temps. Cette question consiste & former les
équations différentielles, qui expriment la distribution de la
chaleur dans les liquides en mouvement, lorsque toutes les
molécules sont déplacées par des forces quelconques, com-
binées avec les changemgnts de tempeérature. Ces équations
que nous dvons données dans le cours de 'année 1820, ap-
partiennent a4 'hydrodynamique générale; elles completent
cette branche de la mécanique analytique.

43o0.

. Les différents corps jouissent trés-mégalement de cette .

propriété que les physiciens ont appelée conductibilité ou

conducibilité, ¢'est-d-dire de la faculté d'admettre la chaleur,

et de la propager dans l'intérienr des masses. Nous n'avons

point changé ces dénominations, quoique elles ne nous pa-

raissent point exactes, L'une et l'autre, et sur-tout la pre-
75,



566 - THEORIE DE LA CHALEUR.

miere, exprimeraient plutét, selon toutes les analogies, la
faculté d'étre conduwzt que celle de conduire.

La chaleur pénétre avec plus ou moins de facilité-la su-
perﬁcie des diverses substances , soit pour sy introduire, soit
pour en sortir, et les corps sont inégalement perméables a
cet élément, c'est-a-dire qu'il s'y propage avec plus ou moins
de facilité,, en passant d'une molécule intérieure & une autre.
Nous pensons que 'on pourrait désigner cesdeux propriétés
distinctes par les noms de pénétrabilité, et de perméabilité.

1l faut sur-tout ne point perdre de vue que la pénétrabilité
de la surface dépend de deux qualités différentes : I'une est
relative au milien extérieur, et exprime la facilité de la
communication par le contact; I'autre consiste dans la pro-
priété d'émettre ou d’'admettre la chaleur rayonnante. Quant
a la perméabilité spécifique, elle est propre a chaque sub-
stance, et indépendante de |'état de la superficie. Au reste,
les définitions précises sont le vrai fondement de la théorie;
mais les dénominations n'ont point, dans la_matiére que
nous traitons, le méme degré d'importance,

431.

On ne peut point appliquer cette derniere remarque aox
notations, car elles contribuent beaucoup aux progres de la
science du calcul. On ne doit les proposer qu'avec réserve,
ni les admettre quaprés un long examen. Celle que nous
avons employée se réduit a indiquer au-dessous et au-dessus
du signe d'intégration f’les limitep de l'intégrale, en écri-
vant immeédiatement aprés ce signe, la différentielle de lo
quantité qui varie entre ces limites.

On se sert aussi du signe ;3 pour exprimer la somme
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d'un nombre indéfini de termes qui dérivent d'un terme
général, ou l'on fait varier indice &. Nous plagons cetindice,
8'il est nécessaire, au-devant du signe, et nous écrivons la
premiére valeur de ¢ au-dessous, et la derniére au-dessus.
L’emploi habituel de ces notations en fera connaitre toute
I'utilité, principalement lorsque le calcul des intégrales dé-
finies devient composé , et lorsque les limites de I'intégrale
sont elles-mémes 1'objet de ce calcul.

43a.

Les résultats principaux de notre theorie sont les équa-
tions différentielles du mouvement de la chaleur dans les
corps solides ou liquides, et I'équation geéneérale qui se rap-
porte a la surface. La vérité de ces équations n’est point
fondée sur une explication physique des effets de 1a chaleur.
De quelque maniére que I'on veuille concevoir la nature de
cet élément, soit qu'on le regarde comme un étre matériel
distinct, qui passe d'une partie de I'espace dans une autre,
soit qn'on fasse consister la chaleur dans la seule transmis-
sion du mouvement, on parviendra toujours aux mémes
équations, parce que l’hypothése quon aura formée doit
représenter les faits généraux et simples, dont les lois ma-
thématiques sont dérivées. -

La quantité de chaleur que se transmettent deux molécules
dont les températures sont inégMes , dépend de la différente
de ces températures. Si Ja différence est infiniment petite, i
est certain que la chaleur communiquée est proportionnelle
a cefle différence ; toutes les expériences concourent a dé-
montrer rigoureusement cette proposition. Or pour etahhr
les équations differentielles dont il g'agit, on consideére seu-
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lement l'action réciproque des molécules infiniment voisines.
Il o'y a donc aucune incertitude sur la forme des e’quations
qui se rapportent a I'intérieur de la masse.

L'équation relative a- la surface exprime, comme nous
I'avons dit,que le flux de la chaleur’, dans le sens de la nor-
male et a l'extrémité du solide, doit avoir la méme valear,
soit que l'on calcule l'action mutuelie des molécules du so-
lide, soit que l'on considére Jaction que le milien exerce sur
I'enveloppe. L'expression analytique de la premiere valeur
est trés-simple, et exactement connue; quant a la seconde
valeur, elle est sensiblement proportionnelle & la tempéra-
ture de la surface , lorsque I'exces de cette température sor
celle du milieu est une ¢uantité assez petite. Dans les antres
cas, il fant regarder cette seconde valeur comme donnée par
ane série d’'observations ; elle dépend de I'état de la saperfi-
cie, de la pression et de la nature du milieu; c'est cette
valeur observée qui doit former le second membre de l’eqna-
tion relative & la surface.

Dans plusieurs questions importantes, cette dermiere dqua-
tion est remplacée par une condition dormée, qui exprime
T'état ou constant, ou variable, ou périodique de la super-
frcre. :

433.

‘Les équations différentidlfes du mouvement de Ja chaleur
sont des conséquences mathématiques snalogues aux equa-
tions genérales de l'équilibre et du moavemem, et qui dé-
rivent, comme elles , des faits naturels les plus comstadis.

Les coeflicients ¢, &, &, quni entrent dans ces équations,
doivent étre considéres, en général, comme des grandears
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varables , qui dépendent de la température, ou de I'état des
corps. Mais dans l'application aux questions naturelles qui
nous intéressent le plus, on peut attribuer a ces coéfficients
des valeurs sensiblement constantes.

Le premier coéfficient ¢ vavie tres-lentement, 2 mesure
que la température sélcve. Ces changements sont presque
insensibles dans un intervalle d'environ trente degrés, Une
suite d’observations précieuses, dues a MM. les professeurs
Dulong et Petit, indique que octte valeor de la capacité
speécifique croit fort lentement avec'la température.

Le coéfficient A, qui mesure la pénétrabilité de la surface,
est plus variable, et se rapporte 4 un état tres-composé. Ii
exprime la quantité de chaleur communiquée au milieu, soit
par l'irradiation, soit par le contact. Le calcul rigoureux de
cette quantité dépendrait donc de la question dumouvement
de la chaleur dans les milieux liquides ou aériformes. Mais
lorsque I'exces de température est une quantité assez petite,
les observations prouvent que la valeur du coéfficient peut
étre regardée commc constante. Dans d’'autres cas, il est fa-
cile de déduirc des expériences connues une correction qui
donne au reésultat une exactitude suffisante.

On ne peut douter que le coéfficient &, mesure de la per-
meéabilité, ne soit sujet a des variations sensibles ; mais on
n’a encore fait, sur ce sujet important, aucune suite’ d’expé-
riences propres a nous apprendre comment la facilité de con-
duire la chaleur change avec la température et avec la pres-
sion., On voit par les observations, que eette qualité peut
étre regardée comme constante dans une assez grande partie
de I'échelle thermométrique. Mais ces' mémes observations
nous porteraient a croire que la valeur du coéfficient dont il

-
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s'agit, est beaucoup plus changée par les accroissements de
température, que celle de la capacité spécifique.

Enfin la dilatabilité des solides, ou la disposition 4 aug-
menter de volume, n’est point la méme a toutes les tempé-
ratures : mais dans les questions que nous avons traitées,
ces changements ne peuvent point altérer d'une maniere sen-
sible la précision des résultats. En général, dans I'étude des
grands phénomenes naturels qui dépendent de la distribu-
tion de la chaleur, on est fondé a regarder comme con-
stantes les valeurs des coéfficients, 1l est d'abord nécessaire
de considérer sous ce point de vue les conséquences de la
théorie. Ensuite la comparaison attentive de ces résultats
avec ceux.d'expériences trés-précises , fera connaitre quelles
sont les corrections dont on doit faire usage, et 'on donnera-
aux recherches théoriques une extension nouvelle, 4 mesure
que les observations deviendront plus nombreuses et plus
exactes. On connaitra alors quelles sont les causes qui pour-
raient modtifier le mouvement de la chaleur dans l'interieur
des corps, et la théorie acquerra une perfection qu'il serait
impossible de lui donner aujourd'hui. |

La chaleur lumineuse, ou celle qui accompagne les rayons
de lumiere envoyés par les corps enflammeés, penétre les
solides et les liquides diaphanes, et s’y éteint progressive-
ment en parconrant un intervalle de grandeur sensible.

On ne pourrait donc point supposer,dans I'exainen de ces
questions , que les impressions directes de la chaleur ne se
portent qu'a une distance extrémement petite. Lorsque cette
distance a une valeur finie, les équations différentielles pren-
nent une forme différente : mais cette partie de la théorie ne
présenterait des applications utiles qu’en se fondant sur des
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connaissances expérimentales que nous n’avons point encore
aequises.

-Les expériences indiquent que, pour les températures
peu €levées, une portion extrémement faible de la chaleur
obscure jouit de la méme propriété que lachaleur lumineuse;
il est vraisemblable que la distance ou1 se portent les impres-
sions de la chaleur qui pénétre les solides, n'est pas totale-
ment insensible, et qu'elle est seulement fort petite : mais
cela n'occasione aucune différence appréciable dans les résul-
tats dc la théorie; ou du moins, ces différences ont échappe
jusqu'ici a toutes les observations. '

FIN.
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16id. On peut regarder d'abord la quantité de chaleur perdue comme
proportionnelle 2 la température. Cette proposition n'est sensi-
< blement vraie que pour certaines limites de température,

Art. 32, 33, 34, 35.

23. La chaleur perdue dans le milieu est formée de plusieurs parties
Cet effet est composé et variable. Cbaleur lumineuse.
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39. Lorsque deux molécules d'un méme solide sont extrémement voi-
sines et ont des températures inégales, la molécule plus échauffée
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précises.

SECTION 1V.

Du mouvement uniforme et linéaire de la chaleur.
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Anr. 66, 67.
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De Véchauffement des espaces clos.

Anr, 81, 82, 83, 84.

68. L'éwat Giml de l'enceinte solide qui termine Fespace échauffé par
une surface ¢, maintenue i la température a, est exprimée par
I'équation su:vante

P

m——-n:(u.—n) ey

La valeur de P est ag- (‘—i +%€ + %) m est la température

de l'air intérieur, n la température de air exiérieur, g, 4, H
mesurent respectivement la pénétrabilité de la surface échauffée o,
celle de la surface intérieure de 'enceinte S, et celle de la surface
extérieure S, ¢ est I'épaisseur de V'enceinte, et K sa conducibilité
propre. ' -

Axr. 85, 86.

»3. Conséquences remarquables de I'équation précédente.

&“ 87, 88, 89, go, g1.

75. Mesure de la quamué de ehaleur nécessaire pour retenir i une
température constante un corps dont la surface est séparée de
I'air extérieur par plusieurs enceintes successives. Effets remar-



- 608 TABLE

PPt guables de ls séparation des surfaces. Ces conséquences sapplic

quent & des questions trés-variées.
SECTION VIL

Du mouvement uniforme de la chaleur suivant les trois dimensions.

Art. 93 et 93.

83. Les températures permanentes d'un solide compris entre six plans
rectangulaires sont exprimées par I'équation

v=At+az+by+es
x, 7, z sont les coordonnées d'ur point quelconque, dont » est

la température; A, a, &, ¢ sont des nombres constants. Si les

plans extrémes sont retenus par des causes quelconques i des
températuves fixes qui satisfont 4 J'équation précédente, le sys-
1éme final de toutes les températures intérieures sera exprimé par

la médme équation.
Anr. 94, 95.

86. Mesure du flux de chaleur dans ce prisme.

SECTION VIIIL

Mesure du mouvement de la chaleur en un point donné d’une
masse solide.

Anr. g6, 97, 98, 99.

89. On suppose que le systdme variable des températures dun solide
est exprimé par léquation +=F (x, 7, z, £), o » dé-
signe la température que l'on observerait aprés le temps écoulé ¢,

- au point dont les coordonnées sont x, y, z, et l'on forme l'ex-
pression analytique du flux de chaleur dans I'intérieur du solide,
suivant une direction donnée. '
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Pages.
95. Application du théoréme précédent au cas oi la fonction F est

———“
€ .008. X COS.y COS.z.

CHAPITRE 11,
E'quatzbn du mouvement de la chaleur.

i SECTION PREMIERE.
Equation du mouvement varié de la chaleur dans une armille.

AnTICLES 1071, 102, 103, ro4, 105,
99. Le mouvement variable de la chaleur dans Yarmille, est exprimé
par I'équation
dv_ K dv ¥
dt —C.D d= ~C.D.8 7
L'arc x mesure la distance d'une tranche i l'origine 0; v est la
température que cette tranche acquiert aprés le temps écoulé ¢;
K, C, D, % sont des coéfficients spécifiques; S est la surface de
la section , dont la révolution engendre 'anneau ; / est le contour
de cette section, :

Aer, 106, 107, 108, 109, 110.

ro3. Les températures des points placés & égales distances sont repré~
sentées par les termes d'une série récurrente. L'observalion des
températures ¥, , v, , v,, de trois points consécutifs, donne la

h v, + Uy )
mesure du Tapport gt on a ~—==g, @'—gn + 1=0, et

h__S/log.o '
K~ 7 \Xlog. e
A, et log. w est le logarithme décimal d'une des deux valeurs
de w.

2
) + La distance de deux points consécutifs est

77
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SECTION 1L
I’fguatian du mouvement varie da'fa chalonr dans ume sphare solide.

Arr. 111, 112, 113, 114,
P.‘fl.

106. = désignant le rayon d'une couche quelconque , le mouvement de
la chaleur dans la sphére est exprimé par I'équation

dv__ K . v :.d‘v
Fi—ep \T=rz7z)
Anrr, 114, 119, 116, 11y,

t08. Conditions relatives a I'état de la surface et i 'état initial du solide.
SECTION 111,
Fquation du mouvernent varié de la chaleur dans un cylindre solide.

Arr. 118, 119, 120.

112, Les températures de ce solide sont déterminées par trois équations;
l'une se rapporte aux températures intérieures, la seconde ex-
prime l'état comtinuel de le surface, la uroisibrne exprime l'éat
initial du solide.

SECTION 1V,

Fquation du mouvement uniforme de la chalanr dans un prisme
solide d’une longreur infinie.
Ant, 1a1, 123 123,
1:4. Le systéme des températures fixes satisfait 3 I'équation
d'v  d» d'v
It dy ta=o;

v est la température d'un point dont les cordonnées sont =, y, :.

Anrt. 124, 125,
117. Equation relative a I'état de la surface ot & celui de la premiére
tranche. ) ;
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SECTION V.
Equation du mouvement varid de la chaleur dans un cube solide.

Arr. 126, 127, 128, 129, 130, 131.
Pager.

119. Le systéme des températures variables est déterminé par trois équa-
tions; Yune exprime I'état intérieur, la seconde se rapporte a
I'état de la surface, et 1a troisiéme exprime l'état initial.

SECTION VI,

Eguation générale de la propagation de la chaleur dans Uintérieur
des solide.

Ant, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139.

124. Démonstration élémentaire des propriétés du mouvement uni-
forme de la chaleur dans un solide compris entre six plans rec-
tangulaires, les températures constantes étant exprimeées par
Péquation linéaire '

Vv=A—ax —by—cz.

Les températures ne peuvent changer, parce que chaque point
du solide regoit autant de chaleur qu'il en donne. La quantité
de chaleur qui traverse, durant 'unité de 1emps, un plan per-
pendiculaire i I'axe des z est la méme en quelque point de cet
axe que passe le plan. — La valeur de ce flux commun est celle
qui aurait lieu, si les coéfficients a et & éraient nuls.

ARrT. 140, 141.
131. Expression analytique du flux dans lintérieur d'un solide quel-
conque. L'équation des températures étant v==f (2, y, z, ¢} la

; dv : G :
fonction —Kuw . < exprime la quantité de chaleur qui traversc,

pendant Uinstant d¢, une aire infiniment petite », perpendicu-
laire & I'axe des z, au point dont les coordonnées sont x, 7, z,
et dont la température est 0 aprés le temps écoulé ».

77
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ArT. 143, 143, 144, 145.
Pages.

134. 11 est facile de déduire du théoréme précédent, I'équation générale
du mouvement de la chaleur, qui est
dv K dy dv dv
Z2-CD° z;a+z;+z;) (AE)

SECTION VIl
Equation générale relative & la surface.

ArT. 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154
138. On démontre que les températures variables des points de la sur-
face d’un corps qui se refroidit dans l'air, satisfont i cette équs-
tion :

dv  dv, dv h '
m,d._zq—n_-‘?;-}_};.?;-}_K.vg#u, mdx+ndy+pdi—o

étant 'équation différentielle de la surface qui termine le solide, et

'
g étant égale a (m'-+ n'-+p")*. Pour découvrir cette &quation,
on considére une molécule de "enveloppe qui termine le solide,
et 'on exprime que la température de cet élément ne change point
d'une grandeur finic pendant un instant infiniment petit, Cene
condition a lieu et continue de subsister aprés que I'action régu-
liere du milien s'est exercée pendant un instant trés-petit. — On
peut donner a I'élément de I'enveloppe une forme quelconque.
Le cas o cette molécule est formée par des sections rectangu-
laires offre des propriétés remarquables. Dans le cas le plus
simple, qui est celui oi1 la base est paralléle an plan tangent, la
vérité de l'équation est évidente.
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SECTION VIIL
Application des équations gencrales.

AnTt. 155, 156.

Pl“n, ; E
" 14g9. En appliquant I'équation générale (E) au cas du cylindre et de la
sphére,on trouve les mémes équations que celles de la section 111
et de la section IT de ce chapitre.

SECTION 1X.

Remarques genérales.

Anmt. 157, 158, 159, 160, 161, 162,

152. Considérations fondamentales sur la nature des quantités x, ¢, »,
k, k. C. D, qui entrent dans toutes les expressions analytiques
de la Théorie de la chaleur. Chacune de ces quantités a un ex-
posant de dimension qui se rapporte & la longueur, ou a la

durée, on i la température; on trouve ces exposens en faisant
varier les unités de mesure.

CHAPITRE IIL

Propagation dc la chaleur dans un solide rectangulaire
infint. .
SECTION PREMIERE.

Exposition de la question.
AnticLes 163, 164, 165, 166.
Pages.
t5g. Les températures constantes d'une lame rectangulaire comprise
entre deux arétes paralléles, infinies, retenues i la température o,

: v . dPav  do
sont exprimées par l'équation Ia + T == 0.
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Pages Axr, 167, 168, 169, 170,

163, On considére I'état de cette lame & une distance extrémement grande
de l'ardte transversale, le rapport des températures de deux
points, doat x,, 7, et x,, y sont les coordonndes, change a
mesure que la valeur de y angmente; x, et x, conservant levns
valeurs respectives, Ge rapport a une limite dont il approche de
plus en plus, et lorsque y est infinie, il est exprimé par le pro-
duit d'une fonction de x et d’'une fonction de y. Cette remarque
suffit pour découvrir la forme générale de », savoir:

= e

v= Z a‘cH(‘i-:):. cos.(:i—:.]).

11 est facite de connaitre comment le mouvement de la chalerr
saccomplit dans cette lame.

SECTION Il

Premier exemple de Uusage des séries trigonométriques dans la théorie
de la chaleur.
. AnmT. 171, 173, :73, 174, 125, 196, 177, 178,
167. Recherche des coéfficients dans 1'équation
t—=acos.x+ bcos. Ix 4 ccos.5x+dcos.yx 4, etc.

On en conclut

ou -=—cos.x X cos 3x+lcos 52— cos x4, etc
4— . 3 . 5 " 7 -7 [ .
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SECTION IIIL

L

Hemargues sur ces serses.

Anr. 179, 180, 181,

Pugas.
177. Pour trouver la valeur de la série qui forme le second membre,

on suppose que le nombre m des termes est limité, et la série de-
vient une fonction de = et m. On développe cette fonction selon
les puissances réciproques de m, et I'on fait m infini.
Ant. 182, 183, 184.
180. On applique le méme procédé a plusieurs antres séries.
Axr. 185, 186, 184, 188.

184, Dans le développement précédent, qui donme la valeur de la fonc-
tion de x et de m, on détermine rigoureusement les limites
dans lesquelles est comprise la somme de tous les termes, a
partir d’un terme donné.

Anr. 189,
189. Procédé trés-simple pour former la série

%Z_Z Co) con (3773 2),

=1

SEGTION IV,
Solwtson generale.

Ant. 1go, 191,
tgo. Expression analytique du mouvement de la chaleur dans la table
rectangulaire; il se décompose en mouvements simples.
Ann, 193, 193, 104 ,195.

2g3. Mesure de la quantité de dhaleur qui traverse une aréte paralléle
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ou perpendiculaire 4 la base. Cette expression du tux suffirait
pour vérifier la solution.

Anz. 196, 197, 198, 199.

Pages.

197. Conséquences de cette solution. La table rectangulaire doit étre
considérée comme faisant partie d'on plan infini; la solution ex-
prime les tem pératures permanentes de tous les points de ce plan.

Anr. 200, 201, 203, 203, 204.

200, Ou démontre que la question proposée n'admet aucune autre sola-
tion différente de celle que I'on vient de rapporter.

SECTION V.
Ezxpression finie du résultat de la solutioni.

Art. 205, 206,
207. La température d’'un point de la table rectangulaire, dont x et y

sont les coordonnées, est ainsi exprimée

o
L e i (__aﬁ_z_ ) ,
2 r

e

-—&
—_

SECTION VI .
Déuebppmnt d’izne Jonction arbitraire en series trl;g'onaméb-i?nzs.

Art. 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214.

ata. On obtient ce développameﬁt en déterminant les valeurs des coef-
ficients inconnus dans les équations suivantes dont le nombre
est infini,

A—a+2 643 c4+4d+ ete.

B=a+4a2't+43’c+§°d 4 etc.

C—a+2a*64+3% 4 4d 4 etc.

De=—a4-27b437¢4+47d+ etc

etc. etc.
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Puger. I
. Pour résoudre ces équations, on suppose d'abord que le nombre

des équations est m, et qu’ iy a seulament un nombre " dm-
connues a, b, ¢, d, etc. en omettant tous les termes subsé-
.qguents. On determlqe le!__mcopnqes pour.une certaine valeur du
‘nombre m , ensuite onlatgmente successivement cette valeur-de
m., et 'on cherche Ja limite .dont f'approchent continuellement
les valeurs des coéfficients; ces limites sont les guantitds qu'il
gagitde déterminer.— Expression des valeum de a, b, ¢, d, e, ete.
lorsque m est infini,

Ant. a1h, aif.
226. On développe sous la forkne
asin, &+ bsin. 2 x + ¢ sin, 3z d'sin, 4x 4 etc,

Ia fraction g, que l'on suppose dabord ne contenir que des

puissances impaires de z.

: Aur. arg, 218,

228. Expression différenta de ce mdme développement. Appllcatmn ala
fonction 6 —e . _
Ant. :19, 220, 22%.
a3, Ln fanction quelsongque ¢ peut étre dévelonpde LT eeua foune

asin.r4a,6n 2z a,sm.3x,. 2 80 iz + etle.
La valeur du coéfficient génémal 2, est 2 f dzgrsinir, On em -

conclut ce théoréme trés-simple:
. " . . o
;-—_—sin.: daga.sin.a 4 sin. a.z.fa‘aqaasin.ae-{-n-in;.'i’.‘rﬁcpuin. fa 4 ete. -
) °

prT= E ul.zzftfaqmsm.

=1

wia

78
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Pagm.
v Anr. 222, 223.

237.' Applicatiim de ce théoréine; on en déduit cette série remarquable:

o i 4 é 8
| :‘-cos .r -7-551n .r+3 55111 4.r+ 751:1 nx -4 ;—;lm 9. etc.

Ant, 224, 225, :26

239 Second theoréme sur le développement des foncuous en séries tri-

gonomeétriques :
=" "
Eq,x: Z cos.i.rfa’acos.fa-.]u
Faw — 1]

Aplplical.ions; on en conclut cette série remarquable :

cos.ax - cos.§xr -cos.b6xr cos (8x)

; i I
;,’"m"r'_;m .3 3.5 B9 7.9 —e

Axnt. 226, 227, 228, 229., ado.

243. Les théordmes précédents s'appliquent aux fonctions discontinues,
-+ et résolvent Jes questions qui, se’. som dlevées 'y Vanalyse de
Daniel Bernouilli dans le probléme des cordes vibrantes. —La

valeur de la série

¢ . " | S I 5 ‘ 1. «
sin..x.sin. vers. a 4 - 8in. 2z sin. vers. 2. -+ zhi. 3x.un.vers. 3a 4 eic.

est ;- =, si l'on choisit poulr x une quantité plus grande que ¢
et- moindre que, a; et la valeur de la série e o, st x est one
quantité¢ quelconque comprise entre a et i:. Appiication & d'au-

tres exemples remarquables; lignes courbes ou surfaces qui se
confondent dans une partie de leur cours, et différent dans tout es

les autres parties.
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Pages.

Anr, a3y, ada, 233.
a50. Une fonction quelconque F z peut étre développée sous cette forme:

3,008, X + a4, C03.2% + 3y c08. 3Z + 4, 006, 4 + etc.

Fx=A+{5, sin. x+ &, 8in, ax + b, sin. 3+ b, sin. 4z + etc.

Chacun des coéfficients est une intégrnle définie. On a en gé-
néral

+- +=
2.A=fsz.r, cc‘.::fd.tl?.rcos.ix

—

et ..bg_:fd.rF.r.ain.i.r.

—n

On forme ainsi ce théoréme ‘général, qui est un des éléments
principaux de notre analyse:

i o

axFe== 2 (cos :xfdaFu cos:u+mn.::fa’ali‘a sm.m
- =4 i
ou ayxFax= 2 fﬂ'aFa cos.(s.r—;a)
Aar. 234,

256. On doit regardér comme putisrement arbitraires les vileurs de F z,
qﬁi répondent aux valeurs de = comprises ontre — & et —m
On peut aussi choisir pour z des limites quelconques.
Anr. 235.

258, Remarques d:venes sur lusage des developpemanm en séries ti-
gomométriques. |, ... - o o

8.
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opposés est la méme, quelle que soit la position du diamétre,
Ele équivant & la terpérature moyenne. — Dans chnque mou-
vement simple , la circonférence est divisée par des nocuds équi-
distants. Tous ces mouvements partiels disparaissent progressi-
vement , excepsé le premier ; et en général la chaleur distribuée
dans le solide y affecte une disposition réguliére, indépendante
de l'état initial, .

SECTION IL
De la communication de la chalewr entre des masses d;‘:j‘q:}zces;

Art. 247, 248, 249, 150.

a83. De la communication de la chalenr entre deux masses. Expression
des températures vanables. Remarque sur la valeur du coéffi-
cient qui mesure la tonducibilité,

Arr. 251, 252,.253, 254, 255. .

a87. De la communication de la chalenr entre n» mastes disjointes, ran-
gées en ligne droite. Expression de la tempérawre variable de
chaque masse; elle est donnée par une fonction du tpmps écoulé ,
du coéfficient qui mesure la conducibilité, et de toutes les tem-
peratl.u'es initiales regardées comme arb;trures.

Arr. 256, 2.)7
296. Conséquences remarquables de cette ‘solution,
s ' ~ Anmrt. 258,
298 'Ap;.)hcanon au cas ot le nombre des magses est infini.
CY A 259, 260, 261, afa, 263 264, 265, 266,

Joo. De la communication de la chaleur entre n masses disjointes rangées
circulairement, Equations différentiglles propres a la question,
intégration de ces équations. La température variable de chacune
des masses est exprimée en fonctlion du coéfficient qui mesure la
conducibilité , du temps qui s'est écoulé depuis Vinstant oii Ja
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Pagu. i e s
communication a commencé , et de toutes les températures ini-

tiales qui sont arbitraires : mais pour connaiue entiérement ces
fonctions, il est nécessaire d'effectuer l'élimin?tion des coéffi-
cients.
Ant, 267, 268, 269, 270, 271,
312, Elimination des coéfficients dans les équations qui contiennent ces
inconnues, et les températures initiales données,
Aar. 272, 273
3a1. Formation de la solution générale; expression analytique du ré-
sultat.
Axr. 274, 295, a76.
3a3. Application et conséquences de cette solution,
Al_l'r: 277, 278.
328. Examen du cas ol Yon suppose le nombre # infini, On obtient la
solution relative A I'anneau solide, rapportée dans l'article a4r,
et le tbéoréme de larticle 234. On connait ainsi I'origine de

lanalyse que nous avons employée pour résoudre les équations
relatives aux corps coatinus.

Axr. 279.
33a2. Esxpression analytique des deux résultats précédents,
Ast. 280, 281, 28a.

334. On démontre que la question du mouvement de la chalenr dans
Varmille, n'admet aucune auwre solution. Cette intégrale de

l'équation‘ g—:=% est évidemment la Plua générale 'tiue I'om

puisse former.



DES MATIERES. 6a3

CHAPITRE V.
De la propagation de la chaleur dans une sphére solide. -

SECTION PREMIERE.
Solution génémk.

“Anr, 283, 284, 285, 286, 237, 288, 289.
. .
3:1: Ob considére en premier lieu que le rapport des températures va-

riables des deux points du solide sapproche continuellement
d'une limite déterminée. Cette remarque conduit i I'équation

v=A. ______sin. (=) e_h’t

la chaleur dans la sphére. Le nombre n a une infinité de valeurs
nX

tang.nX.’
désigne par X le rayon de la sphére, et par x le rayon d'une
sphére concentrique quelconque, dont v est la température,
aprés le temps écould ¢; 4 et K sont les coéfficients spécifiques;

« A eaL une constante quelconque. Constructions . propres i faire
connaitre la nature de I'équation déterminée, les limites et los
valeurs de ses racines.

. qui exprime le mouvement simple de

=—1—AX. On

donudes par J'équation déterminde

Aar, ago, agr, nlgn.
347. Formatian de la solution. générale ; éiat final du solide.
Arr. 193. .

350. Application au cas oi la sphén a-été échauffée par une longue im-
mersion. .
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 SECTION IL

#

Remarques diverses sur cette solution,

AnT. 294, 295, ag6.
Pages.
352. Conséquences relatives aux sphéres d'un petit rayon, et aux tem-

pératures finales d'une sphére quelconque.
Axr. 298, 299, 3oo.

357. Température varieble d'un thermométre plongé dans un liquide
qui se refroidit librement. Application de ces résultats  la com-
paraison et i Fusage des thermométres.

Axx, 301.

362. Expression de la température moyenne de Is sphéve en fonction du
temps écoulé. _
o Axr. Jo0a, 303, Jo4.
363. Application aux sphéres d' un uts-grmd rayon , et i ceilu dont le
""" rayon est trés-pefit.
© Ass. 305,

366, Rowmiawqgae suv la nature de L’dquaho- détarminde qui donne toutes
s valéurs de . G

CHAPITRE VI
Du mousement de la chaleur dans un cﬂ:‘mfre solide.

: "Anx, 306, Joy. - £

369. On remarque en premier lieu que le rapport des températures va-
riables de deux points du solide s'approche continnellement d'ooe
limite déterminée, et 'on conuait par-ii I'expression du mouve~
ment simple. La fonction de &, qui est un des facteurs de cetie
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Dages.
v expression, est donnée par une équation différentielle du second

- ordre. 11 entre dans cette fonction un nombre g, qui doit satis-
faire 4 une équation déterminée.

Ant. 308, 3o0g.

3732. Analyse de cette équation. On démontre, au moyeﬁ des principaux

théorémes de Valgébre, que toutes les racines de I'équation sont
réelles,

ArT. 3r0.

375. La fonction « de la variable = est exprimée
I
“=;‘fdr cos. (zV g .sin.r);i

et 'équation déterminée est Au -+ ;:—:zo, en donnant & x sa
valeur totale X.
Arr. 311, 312,

378. Le développement de la fonction ¢ (z) étant représenté par
5 Y ol = te
a-+ z—l-—c?—l- 3+ ete.,

la valeur de la série

ber ctt ar
a2+ ’+a‘.4’.6’

a a’. 4

+- ete.

”

est ifduq(:sin.u).
3 ™

o
Remarque sur cet usage des intégrales définies.
Axr. 313.

381. Expression de la fonction u de la variable x en fraction continue.

79
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Pagns,

Axr. 314,
382, Formation de la solution générale.
Art. 315, 316, 317, 318,

384. Exposition de lanalyse qui détermine les yaleurs des coéfhicients.

Asr. 319
891. Solution générale.

Ant. 3120,

393. Conséquences de cette solution.

CHAPITRE VIL

Propagation de la chaleur dans un prisme rectangulaire.
. dH

Art. 321, 322, 323, A
Pages,

395. Expression du mouvement simple déterminé par les propriétés gé-
nérales de la chaleur, et par la figure Ju solide. 11 entre dans
celte expression un arc ¢ qui satisfait 3 une équation trauscen-
dante, dont toutes les racines sont réelles.

Arr, 324. )
398. On détermine tous les coéfficients inconnus par des intégrales dé-
finies,
Anr, 3e5.

3g9. Solution générale de la question.
Ant. 326, 3a7.
for, La question proposée n'admel aucune autre solution. -
. Ant. 328, 3ag.
403.. Températures des points de 'axe du prisme.
Ant. 330.
405. Application au cus oil l'dpaisseur Ju -prisme est tris-petite.
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4ob,

4og.

Pages.
4r1.

o
417
Ibid.
418.

4ao.

423,
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Arr. 331, 330,

La solution fait comnajtre comment s'établit le mouvement uni-
forme de la cbhaleur dans Vintérieur du solide.

AET. 332,

»

Application i des prismes dont la base a de grandes dimensions.

CHAPITRE VIIL
Du mouvement de la ehaleur dans un cube solide.

- Anr. 333, 334,

Expression du mouvement simple. It y entre un arc ¢ qui doit sa-~

tisfaire 4 une équation trigonométrique dont toutes les racines
sont réelles.

Anrr. 335, 336.
Formation de la solution générale.
Anr. 337,

La question ne peut admettre aucune autre solution.

Anz. 338,

Conséquence de cette solution.

Anr, 33g.
Expression de la température moyenne.
1 Art. 340.

Comparaison du mouvement finai de la chaleur dans le cube, avec
le mouvement qui a lieu dans la spbére.

Anr. 341,
Application au cas simple que I'on a considéré dans l'art. r00.

79-
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CHAPITRE IX.
De la diffusion de la chaleur.

SECTION PREMI_ERE.
Du mouvement Zbre de la chalewur dans une kgne infinie.

. Anticies 343, 343, 344.

Pagus.
428, On considére le mouvement linéaire de la chaleur dans une ligne

infinie,, dont une partie a été échauffée; 'état initial est repre-
senté par v=F.x. On démontre le théorémre suivant:

:.F.r: dgoos.ngdaFacos.ga.

0 0

La fonction F.r satisfait & la condition F = F (—=). Expres-
sion des températures variahles.

Anr, 348.

433. Applicauon au cas oi: tous les points de la partie échauffée ont recu
Ia méme température initiale. L'intégrale

wf—g- sing.cos.gx est
7 1§ 05,9 2™
a

5i l'on donne 4 = une valeur comprise entre 1 et «— 1 ; et cette
intégrale définie a une valenr nulle, si = n'est Pas comprise entre
I et-—1.

Aar, 34g.

1bid. Application au cas oir I’échauffement donné résulte de 1'état final
que détermine l'action d'un foyer..



Pages.

434.

435.

439.

441

444

£46.
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Anr. 3bo.

Valeurs discontinues de la fonction exprimée par l'intégrale
] ki €S, ¢ x
g
4]
Anr. 351, 352, 353,

On considére le mouvement linéaire de la chaleur dans une ligne
infinie dont les températures initiales sont représentées par v— fx
& la distance x vers la droite de lorigine, et par v==— fz 4 la
distance  vers la ganche de l'origine. Expression de la tempé-
rature variable d'un point quelconque. Ou déduit cette solution
e I'analyse qui exprune le mouvement de la chaleur dans une
ligne infinie,

Anr. 354.

Expression des températures variables lorsque Iétat initial de la
partie échauffée est exprimée par une fonction entiérement
arbitraire. '

Asr. 355, 356, 357, 358.

Les développements des fonctions en sinus ou cosinus d'arcs mul-
tiples se transforment en intégrales définies.

.Art. 359,
On démontre le théorédme suivant :

Efx:fdg-. sin.g:fd;fg’sin.g;.

La fonction fx satisfait a cette condition : f{—x)=—fx.
Axrr. 360, 361, 362.

Usage des résultats I;récédants. On démontre le théoréme exprimé
par cette équation gémérale:
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CHAPITRE IX.
De la diffusion de la /.

SECTION PREMII-

Du mouvement Lbre de la chalerr o

: Anrzrcues 342, 345
Puges.
428. On considére le mouvement lindar.

infinie , dont une partie a éi¢ «
senté par v—F 2. On dénmonr
"
:. Fz== f dgcos .

(i)

La fonction F 2 satisfait
sion des températures va:

433. Application au cas o1 tou-
la méme température

wdg
7

o

. St

5i 'on donne a =
intégrale définie o

I et—r,

lbid, Application au cas
que détermine |

bW
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Pages.
solide infinie, et selon les trois dimensions, se dédunit immédia-

tement de celle du mouvement linéaire. Lintégrale de 1'éguation

dv__ d'v +d‘v &
dt ™ da 2}=+2?

résout la question proposée, Il ne peut y avoir aucune intégrale
plus étendue; elle se déduit aussi de la valeur particuliére
—n®t

p=e . COs, nx,

ou de cellesci:

—
L) c 4
& T

i s s ’ " ., dv dv
qui satisfont J'une et l'autre i I'équation b i & La généra-

lité des intégrales que 'on obtient est fondée sur la proposition
suivante , que I'on peut regarder comme ¢évidente d'elle-nmiéme.
Deux fonctdons des variables =, y, z, ¢ sont nécessairement
identiques, si elles satisfont & I'équation différentielle

dv_d'v dv do

PRy A P Fel
et si en méme temps elles ont la méme valeur pour une certaine
vaieur de &

Art. 377, 378, 379, 380, 381, 382, 383.

480. La chaleur contenue dans une partie d'un prisme infini, dont tous
les autres points ont une température initiale nulle, commence 3
se distribuer dans toute la masse; et aprés un certain intervalle
de temps , I'état d’'une partie du solide ne dépend point de Ja dis-
uribution de la chaleur initiale, mais seulement de sa quantité.
Ce dernier résultat n'est point dit A Paugmentation de la distance ~
comprise entre un point de la masse et la partie qui avait €8
échauflée ; il est entidérement d A "'augmentation du temps écoulé.
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_—Dans toutes les questions soumises au calcul, les exposants
sont des nombres absolus, et non des quantités. On ne doit point
omettre les parties de ces exposants qui sont incomparablement
plus petites que les autres, mais senlement celles qui ont des
valeurs absolues extrémement petites.

A=rt. 383, 384, 385,

4g0. Les mémes remarques s'appliquent i la distribution de Ja chalenr
dans un solide infini.

SECTION III
Des plus hautes températures d’ans un solide infini.

Anr. 386, 387.

'494, La chaleur contenue dans une partie du prisme se distribue dans
toute }a masse, La température d'un point éloigné s'éléve pro-
gressivement , arrive i sa plus grande valeur, et décroit ensuite.
Le temps aprés lequel ce maximum a lieu, est une fonction de
la distance z. Expression de cette fonction pour un prisme dout
les points é&chauffés ont regu la méme température initiale.

Axy. 388, 389, 390, 3gr.

4g7. Solution d'ume question amalogue i la prévédente. Conséquences
diverses de cette solution,

Anr. 392, 393, 394, 3g5.

503. On considére le mouvement de Ja chaleur dansun solide infini, et
Yon détermine les plus hautes températures des points trés-éloi-
gnés de la partie primitivement échauffée.
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SECTION 1IV.
+ Comparaison des integrales.
Anz. 3g6.
Premiére intégrale (a) de I'dguation d——vzi—?—’ Cette intégral
50g. Premi gr q at=d= (a) grale
exprime le mouvement de la chaleur dans I'armille.

Axr. 397.

511. Seconde intégrale (B) de cette méme équation (a). Elle exprime
le mouvement linéaire de la chaleur dans un solide infini,

Anr. 3g8.

$13. On en déduit deux autres formes (y) et (3) de Vintégrale, qui dé-
rivent, comme la précédente , de I'imégrale (a).

Arr. 3gg, foo.

514. Premier développement de la valeur de » selon les puissances crois-
santes du temps ¢. Deuxidme développement, selon les puis-
sanses de v. Le premier doit eontenir une seule fonction arbi-
traire de 7.

ART. j4oI.

517, Notation propre & représentor ces développements. Le calcul qui
en dérive dispense d'effectuer le développemept en série,

_ Anr. 4o3.
51g. Application aux équations
d'v _d'v d'v ot d*v d‘w_o
w=a Y ar o), ac YT ()
Anr. fo03.

5a3, Application aux équations
8o
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vab.

529.
530.

533.

535.

539.

538,

540.

TABLE
d* d* v d' d‘v

v
ar Yar Y amay YT
dv___d'v d'v  d d*v
e, gp=acgmtb e gatd g+ e )
Arr. jo4.

. Usage du théoréme E de l'article 361, pour former linégrale de

I’équation (f) de Yarticle précédent.
Azr. 4ob.

Usage du méme théordme pour former Vintégrale de l'équation (d),
qui convient aux lames élastiques.

Anx. fob.
Seconde forme de cette méme intégrale.
Arr. foy.
Lemmes qui servent a effectuer ces transformations.
Axrt. 408,
Notre théoréme exprimé par I'équation (E), page 449, convient i
un nombre quelconque de variahles.
: Ant. 40g.
Usage de cette proposition pour former l'intégrale de I'équation (¢)
de l'article 4oa.
ArT. 410.

Application du méme théoréme & I'équation
dv dv d'w
= + rra + TFo=0o
ART. 411,
Intégrale de V'équation (&) des surfaces élastiques vibrantes.
Anr. 412, ‘

Seconde forme de cette intégrale.

LY
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Pages.

. Anr. 413.
541. Usage du méme théordme pour obtenir les intégralés, en sommant
les séries qui les représente. Application a I'éguation
dv__d’'w.
de — dz*
Intégrale sous forme finie, contenant deux fonctions arbitraires
deé ¢z
Anr. 414.
545. Les expressions changent de forme lorsqu'on cboisit d’autres limites
des intégrales définies.
AnT. 415, 416.

546. Construction qui sert i démontrer I'équation générale

:::-—--fdufu fdpcos (px—pa). (B)

Ant. 417.

551. On peut prendre des limites quelconques a et 4 pour Iintégrale
par rapport a a. Ces limites sont celles des valeurs de =, qui
correspondent i des valeurs snbsistantes de la fonction /x. Toute
autre valeur de x doune pour £z un résultat nul.

Anr, 418.
554. La méme remarque convient A I'équation générale
P
x—"‘---—E fdafa(,os ( I—G)s

dont le second membre représente une fonction périodique.

An7. 41g. '

557." Le caractére principal du théoréme exprimé par l'équation (B),

,consiste en ce que le signe f de fonction est transporté & une

80.
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Poyes.
". autre indéterminée a, et que la variable principale ¥ n'est plus

que sous le signe cosinus,
Arr, 420.
558. Usage de ces théorémes dans le calcul des quantités imaginaires.
l ~ AnrTt, 421.

559. Application i I'équation
v  d'v
&t =
Arr. 421. .

561, Expression générale de I fluxion de Vordre i -

d'(fz),
dx'
Anr. 423.
56a. Construction qui sert @ démontrer I'équation générale. — Conse-
quences relatives & Tétendoe des équations de ce genre, aux n-
leurs de f =, qui répondent aux limites de x, aux valeurs infaies
de fx. '
Art. 424, 435, 436, 427.
566. La méthode qui consiste 2 détermimer par des intégrales définies les
coéfficients inconnus du développement duwe fomcton de =,
sous la forme C
ep(p, =) +bg(K, . 2)+ a9k, .7} +ete.
se déduit des éléments de I'analyse algébrique. Exemple relatif
& lw dissribation de la chalewr dans h sphére solide. En exami-
nant sous ce point de vue le procédé qui sert 2 déterminer les
coéflicients, on résout facilement les questions qui peuvent s'éle-
ver sur l'emploi de tous les termes dn second membre, sur la
discontinaité ‘des fonctions, sur les valeurs singuliéres ou inf-
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Pagea. .
* nies. — Les équations que l'on obtient par cette méthode ex-

priment , ou I'état variable, ou I'état initial des masses de dimen-
sions infinies. — La forme des intégrales qui conviennent 2 la
théarie de Ia chaleur, représente i-la-fois 1a composition des mou-
vements simples, et celle dune infinité d'effets partiels, dus.d
Paction de tous les points du solide.
" Aar. 428.
580, Remarques générales sur la méthode qui a servi h résoudre les ques-
tions apalytiques de la theone de la chaleus.
Aa'r. 429 .
58g9. Remarques générales snr les prineipes dont on a dédniv Yes équa—
tions différentielles du mouvement de la chaleur.
Ant. 430, o e
.595. Dénominations relatives anx propriétés générales de la chalear.
AnT. 431‘.‘
596. Notations proposées.
AnT. {32, 433.

597. Remarques générales sur la nature des coéfficients qui entrent dans
les équations différentielles du, mouvement de la chalour.

! © PFYN DR Bi TARBLE.



ERRATA.

Paice g5, article 100, ligne 2 de cet article; au lieu de E-, lire =

P. 105, art. 110, lig. 5 de cetart. : au au lieu de cl, lre a
Lig. 3 du méme art. : aprés le mot logarizhme, ajouter hyperboligue
Derniére lig. du méme art., 4 la fin: ajouter e divisant le produit pas )
P. 111, art. 117, lig. 3 de cet art. : an lieu de 4V, lire AV
‘ ' 2.2
1
P. 235, art. 2ar, lig. 1 de cetart.: au lieu de art. 210, lire art, 219
P. 237, lig. 2: ala suite de I'équation, sjouter (m)

I.’. 174, lig. g: au lieu de —E:—:, lre

i*
P. 254, lig. 20 : au liew de fa différence, lire la demisdifférence
P. 343, lig. 3: aprés le mot origine, au lieu de n 0 n, lire’ o

Et lig. 6 de l'art. 222 : au lisu de E«, Lre

Ft lig. 10: 2u lieu de nwn, naw,n, Lire nxn, naxn -

P. 352, a la fin de l'art. 293 : au lien de ;— et -E , lire fx- et %

P. 378, lig. 8 ; au lieu de cos. (Vg . sin, r)dr, lire cos.(x V7. sin.r)dr
P. 393, lig. 6 : entre les deux premiers termes, écrire le signe -}-

P. 427, are. 344, lig. 10 de cet art. : au lieu de fig. 15, lire fig. 16.

P. 430, lig. 18 : au lieu de %‘dq et g.dg, lire j.dg eti.dg

P. 434, a la fin de lart. 351 : écrire le facteur ‘-—-g'l:

P. 435, lig. 3 : aprés le mot fonction, écrire le facteur -

Et art. 351, lig. 1o : an lieu de Fz, lire —Fr

P. §37, art, 353, lig. 7: au liew de 1%, lice -
_ T dq

P. 444, art. 358, lig. 3; écrire au-devant de chaque expression le fateur

Et lig. 10 du méme art. : au lieu de fig. 28, lire fig. 20. ’
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ERRATA. : G3g

P. 467, lig. 8: au lieu de g" lire gn

P.
P.
P.
P
P.
P
P
P

P,

d
. 518, lig. 15 : au lieu de —

477, lig. 10 : au lieu de la lettre p, écrire la lenire ¢

497, art. 388, lig. 5: au lieu de infinie, lire finie

503, lig. 11 et 1a: au lieu des mots comservé seul,, lire omis
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lire 3;etauheude 3456’“": 377
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515, lig. 3 :*an Lieu de v, lire 7,
517, art. 4or, lig. 3 de cet article : au lieu de ~—¢D*, lire :D*

514, lig. 15 : au lieu de

1 d*
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. 549, lig. 7 : supprimer les mots (6g. VILl). On suppléera facilement

la construction
589, lig. 4; au lieu de ces mots , du resultat, lire des résultats



