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DISCOURS 

PRÉLIMIN AIRE. 

LES causes primord.iales ne nous sont point con­
nues; mais elles sont assujetties à des lois simples 
et constantes, que l'on peut découvrir par l'obser­
vation, et dont l'étude est l'objet de la philosophie 
naturelle. 

La chaleW' péllètre, comme la gravité, toutes les 
substances de l'univers, ses rayons occupent toutes 
les parties de l'espace. Le but de notre ouvrage est 

d'exposer les lois mathématitfues que suit cet élé­
ment. Cette théorie formera désormais une des 
branches les plus importantes de la physique gé­
nérale. 

Les connaissances que les plus anciens peuples 
avaient pu acquérir da .. s la mécanique rationnelle 
ne nous sont point parvenues, et l'histoire de cette 
.Cl~nce, si l'on excepte les premiers théorèmes S,Ir 

a 



ij DISCOURS 

J'harmonie, ne remonte point au-delà des décou­

"ertes d'Archimède. Ce grand géomètre expliqua les 
principes mathématiques de l'équilibre des solides 
et des fluides. 1\ s'écoula environ dix-hui~ siècles 
avant que Galilée, premier inventeur des théories 

dynamiques, découvrit les lois dn mouvement des 
corps graves. Newton embrassa dans cette science 
nouvelle 'tout le système de l'univers. Le. succes­
seurs de ces philosophes ont donné à ces théories 
une étendue et une perfection admirables; ils nous 
ont appris que les phénomènes les plus divers sont 
soumis à un petit nombre de lois fondamentales, 
qui se reproduisent dans tous les actes de la nature. 

On a reconnu que les mêmes principes règlent tous 
les mouvements des astres, leur forme, les inégalités 
de leurs cours, r équilibre et les oscillations des 
mers, les vibrations harmoniques de l'air et des 
corps sonores, la traosmission de la lumièré, les 
actions capillaires, les ondulatious des liquides, 
enfin les effets les plus composés de toutes les forces 
naturelles,et l'on a confirmé cette pensée de Newtou: 
Quod tam paucis tam mulla prœstet ceometria glo­
riatur. 

Mais queUe que soit l'étendue des théories méca­
oiaues .• U .. ne ,appliqueot point aux effets de la 
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chaleur. Ils composent un ordre spécial de phéno­

mènes qui ne peuvent "expliquer par les principes 
du mouvement et deTéquilibre. On possède depuis 
long-temps des instruments ingénieux, propres à 
mesurer plusieurs de ces effets; on a recueilli des 

observa tions . précieuses; mais on ne connaît ainsi 
que des résultats partiels, et non la démonstration 
mathématique des lois qui les comprennent tous. 

J'ai déduit ces lois d'une longue étude et de la 

comparaison attentive des faits connus jusqu'à ce 
jour; je les ai tous observés de nouveau dans le 
cours. de plusieurs années, avec les instruments les 
plus précis dont on ait encor fait usage. 

Pour fonder cette théorie, il était d'abord néces­

saire de distinguer et de définir avec précision les 
propriétés élémentaires qui déterminent l'action de 
la chaleur. J'ai reconnu ensuite que tous les phé-­

nomènes qui dépendent de cette acti<>n, se ré­
solvent en un très-petit nombre de faits généraux 
et simples; et par là toute question physique de ce 
genre est ramenée à une recherche d'analyse mathé­

matique, J'en ai conclu que pour détenniner en 
nombre les mouvements les pl us variés de la cha­
leur, il suffit de soumettre chaque substance à trois 
observations fondamentales. En effet, les différents 
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corps ne possèdent point au même degré la facuIté 
dè contern'r la chaleur, de la recevoir, ou de la trans­

mettre à Iravers leur superficiè, et de la conduire 

dans l'intérieur de la masse. Ce sont trois qualités 
spécifiques que notre théorie distingue clairement, 
et qu'elle apprend à mesurer, 

Il est facile de juger combien ces recherches inté­
ressent les sciences physiques et l'économie civile, 
et quelle peut être leur influence sur les progrès 
des arts qui exigent 'l'emploi et la distribution du 
feu, Elles ont aussi une relation nécessaire' avec le 
système du monde, et l'on connait ces rapports, si 
l'on considère les grands phénomènes qui saccom­
plissent près de la surface du globe terrestre, 

En effet, le rayon du soleil dans lequel celte pla­
nète est incessamment plongée, pénètre l'air, la' 
terre et les eaux; ses éléments se divisent, changent 
de directions dans tous les sens, et pénétrant dans 
.la masse du globe, ils en élèveraient de plus en 
plus la température moyenne, si cette chaleur 
ajoutée n'était pas exactement compensée par celle 
qui s'échappe en rayons de tous les poinls de la 
superficie, et se répand dans les cieux, 

Les divers climats, inégalement exposés it J'action 
. de la cha leur solaire , on t acquis après un temps 
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immense des températures propres à leur situation. 
Cet effet est modifié par plusieurs causes accessoires, 
telles que l'élévation et Il. figure cl u sol, le voisinpge 
et J'étendue des continents et des mers, l'état de la 
surface, la direction d~s vents. 

L'intermittence des jours et des nui\s, les alter­
natives des saisons occasionnent, dans la terre 
solide, des variations périodiques qui se rqlOu­
vellent chaque jour ou chaque année; mais ces 
changements sont d'autant moins sensiblès, que le 
point où on les mesure est plus distant de la surface. 
On ne peut remarquer aucune variation diurne à 
la profondeur d'environ trois mètres; et les varia­
tions annuelles cessent d'8tre appréciables à une 
profondeur beaucoup moindre que 60 mètres. La 
température- des lienx profonds est donc sensible­
ment .fixe, dans un lieu donné; mais elle. n'est pas 
la même pour tous les points d'un même parallèle; 
en général, elle s'elève lorsqu'on s'approche de 
l'équateur. 

La chaleur que le soleil a communiquée au globe 
terrestre, et qui a produit la diversit" des climats, 
.est assujettie maintenant à un mouvement devenu 
un; forme. Elle s'a vance dans l'intérieur de la roaS6e 
qu'elle pénètre toute entière, et en même temps 
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d'être variables:it une profondeur si petite par rap­
port au rayon du globe? Chaque inégalité du mou­
vement de ceUe planète devant oœasionner.m-des­
sous de la surface une oscillation de la chaleur· 
solaire, quelle relation y a-t .. 1 entre la durée de la 
période et la profondeur où les températures de­
viennent constantes? 

Quel temps Il dû s'écouler pour que les climats 
pussent acquérir les températures diverses qu'ils 
conservent aujourd'hui; et quelles causés peuvent 
fuire vArier m3inten~nt leur chale';r moyenne? 
Pourquoi le~ sell.ls changements annuels de la dis­
tance du soleil à la terre, ne causent-ils pas à la sur­
face de celte plAnète des changements très-eonsidé-
1'IIbies dans les températures? 

A qutlcara~tère pourrait-on 'reronnaÎtre que le 
globe tenestre n' .. pns entièrement perdu sa chaleur 
d'origine; et quelles &Qnt les lois aleactes de la d~per­
dition? 

Si cette chaillur fondamentale n'est point totale­
ment di.si~e, OOtnme l'indiquent plusieurs obser­
vations. elle peut être immense à de grandes pro­
fondeurs, et toutefois elle n'a plus aujourd'hui au­
cune influence sensible sur la température moyenne 
des elim.ls. Les effets que \' On y observe sont dus à . 
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l'action des rayons solaire •. Mais indépendamment 
de ces deux sources de chaleur, rune fondamentale 
et primitive, propre au globe terrestre , l'autre due 
à la présence dIt.oleil, n'y a-t-il point une cause plus 
universelle, qui détermine la température du cief., 

dans la partie de l'espace qu'occupe maiutenant le 
sntème solaire? Puisque les -fafis observés rendent 
cette cause nécessaire, quelles ·sont dans cette 
question entièremeut uouvelle les conséquences 
d'une théorie exacte? comment pourra-t-on déter­
miner cette valeur coustante de la température de 
respace, et en déduire celle qui convient à chaque 
planète 1 

li faut ajouter à ces questions celles qui dépendent 
des propriétés de la chaleur rayonnante. On connaît 
très-distinctement la cause physique 'de la réflexion 
du froid, c'est-à-dire de la réflexion d'une moindre 
chaleur; màis quelle est l'expression mathématique 
de cet elTet? 

De quels principes généraux dépendent les tem­
pératures atmosphériques, soit que le thermomètre 
qui les mesure reçoive immédiatement les rayoIl.' 
du s1>leil , sur une surface métallique ou dépolie, 
soit que ce! instrument demeure exposé, durant la 
nuit, -sousun ciel -exempt de nuages, au contact de 

b 
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l'air, au rayonnement des corps terrestres, et à celui 
des parties de l'atinosphére les plus éloignées et la 
plu. froides. 

L'intensité de. rayon. qui "échappent d'un point 
de la superficie des corps échauffe. variant avec leur 
inclinaison suivant une loi que les expériences ont 
indiquée, n'y a-t-il pas un rapport mathématique 
nécessaire ~ntre cette loi et le fait général de l'équi­
libre de la chaleur; et quelle eat la cause physique 
de cette inégale intensité? 

Enfin, lorsque la chaleur · péllè.tre les masses­
fluides, et y détermine des mouvements intérieurs., 
par les changements continuels de température et 
de densité de chaque molécule, peut-on encore ex­
primer, par deséqWltions différentielles, les lois 

. d'un effet aussi composé; et quel changement en· 
résulte-t·il dans les équations généralès de rbydro­
dynamique? 

Telles sont les questions principales que jai ré­
soluts, et qui n'avaient point encore été soumises. ~ 
au calcul. Si l'on considère de plus les rapports 
multipliés de cette théorie mathématique avec les. 
usage. civils et les arts techniques, on reconnaitra 
Ioute l'étendue de ses applicatiODS. Il est manifeste 
qu'elle comprend une s-érie entière de phénomènes. 
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di&tincta, .et qu'on ne peuIT"'t en omettre l'étude, 
sans retrancher une partie notable de la science de 
la nature. 

Les principes de cette théorie sont déduits , comme 
ceux de la mécanique rationnelle, d'un très-petit 
nombre de faits primordiaux, dont les géomètres ne 
considèrent point la cause, mais qu'ils admettent 
comme résultant des observations communes et 
confirmés par toutes les expériences. 

Les éqnations différentielles de la propagation de 
la chaleur expriment les conditions les plus géné­
rales, et ramènent les questions physiques à.des pro­
blèmes d'analyse pure, ce qui est proprement l'objet 
de la théorie : Elles ne sont pas moins rigoureuse. 
ment démontrées que les équations · générales de 
l'équilibre et du mouvement C'est pour rendre cette 
oomparai60n plus sensible , que nousavons toujours 
préféré des démonstrations an~logues à celles des 
théorèmes qui servent de fondement à la statique et . 
à la dynamique. Ces équations. subsistent encore, 
mais elles reçoivent une forme différente, si elles 
expriment la distribution de la chaleur lumineuse 
dans les corps diaphanes, ou les mouvements que 
les changements de température et de densité occa­
sionnent dans l'intérieur des fluides, Le. coëffic ients 

b. 
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qu'elles renferment 80nt sujets à des variations dpnt 
la mesure exacte n'est pas encore connue; mais dans 
toutes les questions naturelles qu'il nous importe le 
plus de considérer, les limite. des températures sont 
assez peu différentes, pour que l'on puisse omettre 
ces variations des coëfficients. 
. Les équations du mouvement de la chaleur, 

comme celles qui expriment les vibrations des corps 
sonores, ou les dernières oscillations de. liquides, 
appartiennent à une des branches de la science du 
calcul les plus récemment découvertes, et qu'il im­
portait beaucoup de perfectionner:Après avoir établi 
ces équations différentielles, il fallait en obtenir les 
intégrales; ce qui consiste il passer d'une expression 

. commune, il une solution propre assujettie à toutes 
les conditions données, Cette recherche difficile exi­
geait une analyse spéciale, fondée sur des théorémes 
nouveaux dont nous ne pourrions ici faire con­
naître l'objet. La méthode qui en dérive ne laisse 
rien de vague et d'indéterminé dans les solutions; 
elle les conduit jusqu'aux derniere. applications 
numériques, condition nécessaire de tonte recher­
che, et sans laquelle on n'arriverait qu'à des trans­
formations inutiles .. 

Ces mêmes théorèmes qui DOU8 ont fait connaître 
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les intégrales des équations du mouvement de la 
chaleur, s'appliquent immédiatement à des questions 
d'analyse générale et de dynamique, dont on désirait 
depuis long-temps la solution. 

L'étude approfondie de la nature est la source la 
plus féconde des découvertes mathématiques. Non­
seulement cette étude, en offrant aux recherches 
un but déterminé, a l'avantage d'exclure les ques­
tions vagues et le. calculs sans issue; elle est encore 
un moyen assuré de former l'analyse elle-même, et 
d'en découvrir lès éléments qu'il nous importe le 
plus de connaître, et que cette science doit toujours 
conserver : ces éléments fondamentaux sont ceux 
qui se reproduisent dans tous les effets naturds. 

On voit, par exemple, qu'une même expression, 
dont les géomètres avaient considéré les propriétés 
abstraites, et qui sous ce rapport appartient à l'ana­
lyse générale, représente aussi le mouvement de la 
lumière dans l'atmosphère, qu'elle détermine les lois 
de la diffusion de la chaleur dans la matière solide, 
et qu'elle entre dans toutes les questions principales 
de la théorie des probabilités, 

Les équations analytiques, ignorées des anciens 
géomètres, que Descartes a introduites le premier 
dans l'étude des courbes et des surfaces, ne sont pas 
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restreintes aux propriétés de~ figures, et à ceUes qui 
sont l'objet de la mt\canique rationnelle; elles s'éten­
dent à tous les phénomènes généraux. Il ne peut y 
avoir de langage plus universel et plus simple, plus 
exempt d'erreurs et d'obscurités, c'est-à-dire plus 
digne d'eJ.primer les rapports invariables des êtres 
naturels. 

Considérée sous ce point de vue, l'analyse malhé­
matique est aussi étendue que la nature elle-même; 
elle définit tous les rapports sensibles, mesure les' 
temps, les espaces, les forces, les températures; cette 
science difficile se forme avec lenteur, mais elle 
conserve tous les principes qu'eUe a une fois acquis; 
ene s'accroit et s'affermit sans cesse . ·u milieu de tant 
de variations et d'erreurs de l'esprit humain. 

Son attribut principal est la clarté'; elle n'a point 
de signes pour ex primer les notions confuses. Elle 
rapproche les phénomènes les plus di~rs, ,et 
découvre les analogies secrètes qui les unissent. 
Si la matière nous échappe comme celle de l'air 
et de la lumière par son e:ltréme ténuité, si les 
corps sont' placés loin de nous, di ms l'immensité 
de l'espace, si l'homme veut connaitre le spectacle 
des cieux pour des époques, successives que sépare 
un grand nombre de siècles, si les actions de la gra-
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vité et de la chaleur s'exercent dans J'intérieur du 
globe oolide à des profondeur. qui seront toujours 
inaccessible., J'analyse mathématique peut encore 
saisir les lois de ces phénomènes. Elle nous les rend 
présents et mesurables, et semble être une faculté 
de la raison humaine destinée à suppléer à la briè­
veté de la vie et à l'imperfection des sens; et ce qui 
est plus remarquable encore, elle suit la même 
marche dans J'ét~de de tous les phénomène.; elle 
les interprète par le même langage, comme pour 
attester l'unité et la simplicité du plan de l'univers, 
et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable 
qui préside à toutes les causes naturelles. 

Les questions de la théorie de la chaleur offrent 
aUtant d'exemples de ces dispositions simples et 
COD stan tes qui naissent des lois genérales de la 
nature; et si l'ordre qui .établit dans ces phéno­
mènes pouvait être saisi par nos .ens, ils nous cau­
seraient une impression comparable à celles des 

résonances hannoniques. 
Les formes des corps sont variées il J'infini; la dis­

tribution de la chaleur qui les pénètre peut être 
arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités sef­
facent rapidement et disparaissent à mesure que le 
temps .écoule. La' marche du phénomène devenne 
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plus régulière et plus simple, demeure enfin assu· 
jettie' à une loi déterminée qui est la même pour 

tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte 
sensible de la disposition initiale, 

Toutes les observations confirment ces consé .. 
quences, L'analyse dont elles dérivent sépare et ex­
prime clairement, .0 les conditions générales, c'est· 
à-<lire celles qui résultent des propriétés naturelles 
de la chaleur; 2° l'effet accidentel, mais subsistant, 
de la figure ou de l'état des surfaces; 3° l'effet non 
durable de la distribution primiti":e. 

Nous avons démontré dans cet ouvrage tous les 
principes de la théorie de la chaleur, et résolu toutes 
les questions fondamentales, On aurait pu les ex­
poser sous une forme plus con.cise, omettre les ques­
tions simples, et presenter d'abord les conséquences 
les plus générales; mais on a voulu. montrer l'origine 
m~me de la théorie et ses progrès successifs, Lorsque 
cette connaissance est acquise, et que les principes 
sont entièrement fixés, il est préférable d'employer 
immédiatement les méthodes analytiques les plus 
étendues,comme nous l'avons fàitdanslesrecherches 
ultérieures. C'est aussi la marche que nous suivrons 
désormais dans les mémoires qui seront joints à cet 
ouvrage, et qui en forment en quelque sorte le com •. 
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le complément, et par là nous aurons concilié, au­

tant quïl peùt Mpendre de nous, le développement 
nécessaire des principes avec la précision qui COD" 

vient aux apillications de ranalyse" 
Ces mémoires auront pour objet la théorie de la 

chaleur rayonnante, la question des températures 
terrestres, celle de la température des babiiations, 
la comparaison des résultats théoriques avec ceux 
que nous aVOns observ'és dans diverses expériences, 

, enfin la démonstration des équations dilTerenticlles 
du mouvement de la chaleur dans les /luide., 

L"ouvrage que nous publions aujourd"hui a ';té 
ecrit depuis long-temps; diverses circonstances en 
ont retardé et souvent interrompu \"impression, 
Dans cet intervalle, la science sest enrichie d'obser­
vations importantes; le .. principes de notre" analyse, 
que l'on n'avait pas saisis d'abord, onl été mieu:. 

connus"; on a discuté et cDnfirmé les résultats que 
nous en avions déduit", NDus avons appliqué nous­
mêmes ces principes à des questiDns nom" elles , et 
chongé la forme de " quelques démDnstratiDns, Les 
retards de la publication auront cDntribué à rendre 

l'ouvrage plus clair et plus cDmplet, 
Nos premières recherches analytiques sur la com­

munication de la chaleur, ont eu pour .objet la dis-

c 
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tribution entre des masses disjointes; on les a con· ' 
servées dQns ra section II du chapitre in. Les ques­
tions relatives aux corps continus, qui forment la 

. théorie proprement dite, ont été résolues plusieun 
années après; cette théorie a été exposée pour la 
première , fois dans un ouvrage manuscrit remis 
il l'Iristitut de France il la fin de l'année ,-1107, el 
dont il a été p"ublié un extrait dans le bulletin 
des Sciences (Société philomatique, année 1808, 
page In). Nous avons joint à ce mémoire, et remis 
successivement des notes assez étendues, concer­
nant la convergence des séries, la diffusion· de la 
chaleur dans un prisme infini, son émission 
àans ' les espaces vides d'air" les constructions 
propre. à rendre sensibles · les théorèmes princi­
paux, et l'analyse du mouyement périodique à la 
surface du globe terrestre. Notre second mémoire, 
sur la propagation de la chaleur, a été déposé aUI 
archives de l'Institut, le,,8 septembre ,8". Il est 
formé du précédent et des notes déja remises; on y 
a omis des constructions géométrique., et des dé· 
tails d'analyse qui n'avaient pas un rapport néces­
saire avec la question physique, et l'OD a ajouté 
l'équation générale qui exprim.e l'~tat de la sur·lÏIce. 
Ce second ouvrage a été li~é à l'impresliondans le 
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cours de dh l, pour être inséré dans la collection 

de l'Académie des Sciences. Il est imprimé sans 
aucun changement ni aùdition; le texte est littéra­

lement conforme au manuscrit déposé, qui fait 
partie des archi ves de I1nstitut. 

On pourra trou ver dans ce mémoire, et dans les 
écrits qui l'ont précédé un premier exposé des 
applicatwns que ne contient pas notre ouvrage 
actuel; elles seront traitées dans les mémoires sub. 

séquens, avec plus d'étendue, et, s'il nous est pos­
sible, avec plus ,de clarté. Les résultats de notre 
travail concernant ces mêmes questions, sont aussi 
indiqués dans divers articles déja rendus publics. , 
L'extrait inséré dans les Annales de chimie et de 
physique fait connaître'l'ensemble de nos recher. 
ches, (tom. III, pag. 350, ann. 1816). Nous avons 
publié dans ces annales deux notes séparées, con· 

cernant la chaleur rayonnante, ( to·01. IV, pag. 1 ~8 , 
ann. 1817 et tom. VI, pag. 259, ann. 1817)' 

Divers autres articles du même recueil·présentent" 
les résultats les plus constants de la théorie et des 
observations; l'utilité et l'étendue des connaissances 
thermologiques ne po;'vaient être mieux appréciées 
que par les célèbres rédacteurs de ces 'annales. 

On trouvera dans le bulletin des Sciences, (Soc. 
c. 
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philomat., ann. 1818,pag. 1 et ann.18~0,pag.60) 

l"extrait d'un mémoire sur la température coustaïlte 
ou variable des hahitations, et l'exposé ·des princi­

pales conséquences de notre analyse des tempéra. 
tures terrestres. 

M. Alexandre de Humboldt, dont les recherches 
embrassent toutes les grandes questions de la phi­
losophie naturelle, a consid':ré sous un ,point de 
vue nouveau et très a impottant, les observations 

des températures propres aux divcrs climats. (Mé· 
moire sur les lignes isothermes, Société d'Arcueil, 
tom. III, pag. 46~); (Mémoire sur la limite infé· 
rieure des neiges perpétuelles, Annales de Chimie , . . 
el de P/!Tsi'lue, tom. V, pag. IO~, ann. 1817~ 

Quand aU1 équations différentielles du mouve­
ment de la chaleur dans les liquides, il en a été fait 
mention dans l'histoire annuelle de l'Académie des' 
SCiences. Cet extrait de notre mémolre en montre 

clairement l'objet et le principe. (Ana!rse des tra­
vaux de r Académie des Sciences, par M. De Lambre, 
année 18~o). 

L'e"",men des forces répulsives que la chaleur 
produit, et qui déterminent I~s propriétés statiques 
des gaz, n'appartient pas au sujet analytique que 
nous avons considéré. Cette question liée à la théo_ 
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rie de la chaleur rayonnante vient d'être traitée par 

l'illustre auteur de la Mécanique céleste. à quïtoutes 
les branches principales de l'analys,e mathématique 
doivent des déco\lvertes importantes. (Connaissance 
des temps, pour les années 1824 et 1825). 

Les théories nouvelles, expliquées dans notre 
ouvrage sont réunies pour toujours aux sciences 

mathématiques,. et reposent comme elles sur des 
fondements invariables; elles conserveront tous les 

éléments qu'elles possèdent aujourd'hui, et elles ac­
querront continuellement plus d'étendue. On per­
fectionnera les instruments et l'on multipliera les 
expériencës. L'analyse que nous avons formée sera 

déduite de méthodes plus générales, c'est.à·dire plus 
-simples et plus fécondes, communes à plusieurs 
classes de phénomènes. On déterminera pour les sub­
stances solides ou liquides, pour les vapeurs et pour 
les gaz permanents, tou tes les qualités spécifiques re· 
lati.ves à la chaleur, et les variations des coëfficients 
qui les expriment. On observera, dans les divers lieux 
du globe, les températures du sol à diverses profon. 

d~urs, l'intensité de la chaleur solaire, et ses effets, 
ou' constants OU variables, dans l'atmosphère, dans 
l'Océan et les lacs; et l'on connaîtra cette tempéra· 
ture constante du Ciel, qui est propre aux régions 
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planétaires. La théOl:ie elle-même dirigera toutes ces 
mesures; et en assignera la précision. Elle ne peut 
faire désormais aucun progrès considérable qui ne 
soit fondé sur ces eXpériencés;· car r analyse mathé­
matique peut déduire des phénomènes généraux et 
simples l"expression des lois de la nature; mais !"ap­
pHcation spéciale de ces lois à des effets très­
compOsés exige une longue suite d'observations 
exactes. 
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Ezposition de r objet de cet OlW""ff". 

ART. 1er, 

LES effets de la chaleur sontoassujétis à des lois constantes 
que l'on ne peut découvrir ... ns le secours de l'analyse ma­
thématique. La Théorie: que nous allons exposer a pour 
ebjet de démDntrer:ce.',lois; elle 'réduit toutea les recherche. 
physiques, sur la propagation de la chaleur, à des questions 
de calcul intégral dont les élément sont donnés par l'exp"': 
rience. Aucun sujet n-a des rapports plus étendus avec les 

. progrès: de Yinp.ustrie' et ceux dea scienCes naturelles j car 
l'action de la chaleur est toujours présente, elle pénèlre 

1 
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tous les corps et les espaces, elle influe sur les procédés des 
arts, et concourt à.tous lei phénomènes de l'univers. 

Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les 
différents points d'une masse solide, eUe tend à se mettre 
en équilibre, et passe lentement des parties plus échauffées 
dans celles qui le sont moins; en inême temps elle se dissipe 
par la surface, et se pe:n:l dans le milieu ou dans le vide. 
Cette tendance à une distribution uniforme, et cette émis­
sion spontanée qui s'opère à la surface des corps, changent 
continuellement la température des différents points. La 
question de la propagation de la chaleur consiste à déter­
miner queUe est la température de chaque point d'un corps 
à un instant donné, en supposant que les températures ini­
tiales sont connues. Les exemples suivants feront connattre 
plus clairement la nature de ces questions. 

". 
Si l'on expose à l'action durable et uniforme d'un foyer 

de chaleur une même partie d'un anneau métallique, d'un 
grand diamètre, les molécules les plus voisioes du foyer 
s'échaufferont les premières, et, après un certain temps, 
chaque point du solide au·ra acquis presque entièrement la 
plus haute température à laqueUe il puisse parvenir. Celle 
limite ou maximum de tempp.ratulle D'est pas la: même pour, 
les différents points; elle est d'autant moirw:lrequ'ils. .soot 
plus éloignés de celui où le foyer :eot ,immédiatement' ap­
pliqué. 

Lorsque les températures sont devenues pennaneDtes, le 
foyer transmet, à chaque instant, une quantité de chaleur 
qui compense exactement celle qui se d ... i!'" 'pa;' tous 1 •• 
points de la surf.ce extérieure -de l'anneau. 
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Si maintimant on s8pprime le foyer, la cbaleur conti­

nuera de se propager dans l'intérieur du Bolide, mais ceUe 
qui se perd dans le milieu ou dans le vide De ""ra pl ... com­
pensée comme auparavant par Je produit du foyer J ,en sorte 
que -toutes les températures v.rieront et diminueront Nn. 
cesse, jusqu'à ce qu'elles soient devenues égales à ceUea d. 
milieu environnant. 

3. 
Pendant que Ieo températures sont permanentes et que le 

foyer 9uboisœ, si l'on élève, en chaque point de la circonfé­
rence moyenne de l'anneau, une ordoDDée perpendiculaire 
an plan de fanneall, et dont 1. longuear soit pJ:Oportioa­
nelle à la tempéraDlre fixe de ce point, la ligne conrbe qui 
passerait par 1 .. extrémités de ces ordonnéee représentera 
l'état pennanent des températures, et il est très-facile de 
déterminer par le calcul la nature de œtte ligne. Il faut re­
marquer que l'on .nppose à l'anneau une épaisseur allSeZ 
petite pour que to ... les points d'une même section perpen­
diculaire à la circoofé ..... ce moyenne aient des températures 
sensiblement égales. Lorsqu'on aura enlevé le foyer, la ligne 
qui termine .... ordonnées proportionnelles aux. tempéra­
tures de. différents points, chan~ra continuellement de 
forme. La question consiste à exprimer, par une équation, 
la forme variable de cette courbe, et à comprendre ainai 
dans DIle seule formule to ... 1 .. états swc'Mifs du aoIide. 

4· 
Soit zia température filte d'un point m de la circonférence 

moyenne,:x: 1. distance de ce point au foyer, c'est-à-dire la 
Iooguear de l'arc de la circonfére~ce moyenne compris entre 
le point m et le point 0, qui correspond à la position du 

1. 
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foyer; % est'Ia plus haute température que le point m paiaoe 
acquérir en 'Vertu de l'action constante du foyer, et cette 

température permanente. est une fonctionf (%) de la dis­
tance %. La première partie de la question consiste à dé&er-­
miner la fonction f (x) qui représente l'état permanent du 
Bolide. 

On considérera ensuite l'état variable qui succède au pré­
cédent, aussitôt que l'on a eloigoé le foyer j on désignera 
par t le temps écoulé depuis cette suppression du foyer, et 
par 11 la valeur de la température du point m après le temps 
t. La quantité 'V sera une certaine fonction F (.x,t) de la dia.­
tance .. et du temps t,. r objet de la question est de décou­
vrir cette fonction F (x,t) dont On ne connait encore que la 
valeur initiale qui estfx, en sorte que l'on · doit avoir l'équa­
tion de conditionf .. = F ( .. ,0). 

5. 
Si l'on place une m .... solide homogène, de forme sphé­

rique ou cubique, dans un milieu entretenu à une tempé­
rature constante, et qu'elle y demeure très -long .. temps 
plongée, eUe acquerra dans tous ses points une tempéra­
ture trè .. peu diflërellte de celle du fluide. S~po.onB qu'on 
l'en retire pour la transporter dans un milieu plU8 froid, la 
chaleur commencera à se di.ssiper par la surface; les tempé­
ratu .... des différents points de 1. malISe ne seront plus .... -
siblement lee mêmes, et si on la suppose divisée en une 
infinité de couches par des surfaces parallèles à la surface 
extérieure, chacune de Ces couches transmettra, daus un 
instant, une certaine quantité de chaleur à celle qui l'enve­
loppe. Si l'on conçoit que chaque molécule porte nn ther­
momètre téparé, qui indique à chaque instant sa tempéra-
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ture, l'état du. solide sera continuellement représenté par 
le systême variable de toutes ces hautenrs thermométriques. 
D s'agit d'exprimer 1 .. états suœessifs par des formules .na­
lytiques, en sorte que l'on puisse connaître, pou,; un in­
stant donné, la température indiquée par chaque thermo­
mètre, et comparer les quantités de chaleur qui s'écoulent, 
dans le même instant, èntre deux couches contiguës, ou 
dans le milieu environnant. 

6. 
Si 1. masse est sphérique, et que l'on déligne par x la 

distance d'un point m de cette masse au centre de la sphère, 
par t le temps écoulé depuis le commencement du refroidis­
sement, et par 'V la température variable du point m, il est 
facile de voir que toua les points placés à 1. même diatance x 
du centre ont la même température 'V. Cette quantité 'V est 
une certaine fonction F (x,t) du rayon x et du temps écoulé 
t; elle doit être telle, qu'elle devienne constante, quelle que 
soit la valeur de:c, lorsqu'on suppose celle de t nulle; car, 
d'après l'hypothèse, la température de tous les points est la 
même au moment de l'ém..e:l'z1ion. La. question consiste à dé­
terminer la fonction de :c et de t qui exprime la va~eur de 'V. 

7· . 
On cOll8idérera ensuite que, pendant la durée du refroi­

dissement, il s'écoule à chaqlle instant, par la surface exté· 
rieure, une certaine quantité de chaleur qui passe dans le 
milieu. La valeur de cette quantité n'est pas constante; eUe 
est plus grande au commencement du refroidissement. Si 
l'on se représente aussi l'état variable de la surface sphé­
rique in,térieure dont Je rayon est :c J on reconnaît facile­
ment qu'il doit y avoir, à chaque instant ,. une certaine 
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quantité de chaleur prise pour unité. Ce rapport n'est pas 
le même pour toutes les sections; il est une fonction" (z) 
de la distance x, il laquelle uoe section est placée; il.'agit de 
trouver l'e'p ..... ion analytique de 1. fonction, (",). 

fi . 

Les exemples précédents .WIlsont poor donoer one, idée 
exacte des diverses questions que nous avons traitées. 

La solution de ces questions nous a 61.Ït connattre que 
1 .. efTets de la propagation de la chaleur dépendent, pour 
chaque substance solide, de trois qualités élémentaires, qui 
sont la capacité de chaleur, la conducibilité propre, et.la 
conducihilité extérieure. On a observé que si deux coflJs 
de même volwne et de nature différente oot des tempéra­
tures égales, et qu'on leur ajoute une même quantité de 
chaleur, les accroissements de température ne sont pu les 
mêmes; le rapport de ces accroi5IJemen18 est celui des capa­
cités de chaleur. Ainsi le premier des trois éléments opéci-
6ques qui règlent l'action de la chaleur est exactement défini, 
et lés physiciens connaissent depuis long-temps plusillW'5 
moyens d'en déterminer la va1~. Il n'en est pas de .même 
des deux autres; on en a souvent observé les eft'eta , mais il 
n'ya qu'une théorie e"acte qui puiMe 1 .. bieo distinguer, 
les définir et les mesurer avec précision. La oonducibilité 
propre ou intérieure d'un corps exprime la facilité avee " 
laquelle la chaleur s'y propage en passant d'une molécule' 
intérieure à une autre. La conducibilité extérieure ou relative­
d'un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la cha­
leur en pénètre la surface, et passe de ce COf1J5 dans ùn 
milieu donné, ou passe du milieu dans le solide. Cette der-­
nière propriété est modi6ée par l'état plus ou moins poli de: 
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la surperficie; elle varie aussi selon le milieu dans lequel le 
corps est plongé; mais la conducibilité propre ne peut 
changer qu'avec la nature du solide. 

Ces trois qualités élémentaires sont rt'présentées dans 008 

fonnules par des nombres constants, et la théorie indique 
eUe-même les expériences propres à en me!Rlrer la valeur. 
Dès qu'ils sont détenninés, toutes les questions relatives à la 
propagation de la chaleur ne dépendent que de l'analyse 
numérique. La connaissance de ces propriétés spécifiques 
peut être immédiatement utile dans plusieurs applications 
des sciences physiques; elle est d'ailleurs un élément· de 
l'étude et de la description des diverses substances. C'est 
connaître tres-imparfaitement les corps, que d'ignorer les 
rapports qu'ils ont avec un des principaux agents de la 
nature. En général', il n'y a aucune théorie mathématique 
qui ait plus de rapport que celle-ci avec l'économie pu-. 
blique, puisqu'elle peut servir à éclairer et à perfectionner 
l'usage des arts nombreux qui sont fondés sur l'emploi de 
la chaleur. ... 

La question des températures terrestres offre une dea plus 
belles applications de la théorie de la chaleur; voici l'idée 
générale que l'on peut s'en former. Les différentes parties de 
la surface du globe sont inégalement'exposées à l'impression 
des rayons solaires; l'intensité de cette action dépend de la 
latitude du lieu j elle change aussi pendant la durée du jour 
et pendant celle de l'année, et est assujétie à d'autres inéga­
lités moiils sensibles. Il est évident qu'il existe, entre cet 
état variable de la surface et celui des températures inté­
rieures, une relation nécessaire que l'on peut déduire de la 

" 
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tbéorie. On sait qu'à une certaine profondeUr au...dessous de 
la surface de la terre, la température n'éprouve aucune va­
riation annuelle dans un lieu ·donné : cette lemp<'1'l\lUre per­
manente des lieux profonds est d'autant moindre, que le 
lieu est plus e10igné de l'équateur. OD peut donc faire abs­
traction de l'enveloppe eltérieure, dont l'épaisaeur est ill· 
c6mparablement phu petite que le rayon terreetre, et 

regarder cette planète ('.omme une masse presque sphérique, 
dont la au~face est assujétie à une température qui demeure 
constante pour tous les points d'un parallèle donné, mais 
qui D'est pas la même pour un autre parallèle. Il en résulte 
que chaque molécule intérieure a aussi une température 'fixe 
déterminée par sa position. La question mathématiqoe con­
sisterait à conAattre la températu.re fixe d'un point donné, 
et la loi que snit la chaleur solaire en pénétrant dans l'inté­
rieur du globe. 

Cette diversité des tempémtures nous ioté ...... davantage 1 

si l'on considère les changements qui se succèdent dam "l'en· 
veloppe même dont DOUS habitons la superficie. Ces alter­
natives de chaleur et de froid, qui se reproduisent chaque 
jour et dans le cours de chaque année, ont été jusqu'ici 
l'objet d'observation. multipliées. On peut aujourd'hui 1 .. 
soumettre au calcul, et déduire d'une Théorie commune 
tOll5 les raits particuliers que l'expérience nous avait ap .. 
pri •. Cette queotion se réduit à supposer que tous les pointa 
de la surface d'une sphère immense 60nt affectés de tem­
pérature. p<'riodiques; l'analy!le fait ensuite connaltre sui­
vant quelle loi l'intensité des variations décrolt à mesure 
que la profondeur augmente; quelle' est, pour Wle profon­
deur donnée, la quantité des changements aDnuels OD. 
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diurnes, l'époque de ces changements, etcommeDt la valeur 
fixe de la température souterraine se déduit des tempéra­
tures variable. observées à la surface. 

I3. 
.Les équations générales d. la propagation de 1. chaleur 

sont aux différences partielles, et qu'ique la forme en soit 
très-simple, les méthodes connues ne fournissent aucun 
moyen général de les intégrer; on ne pourrait donc pas 
en dédùire les valeurs des températures après un temps 
déterminé. Cette interprétation numérique des résulta.ts du 
calcul est cependant nécessaire, et c'est un degré de per­
!ection qu'il serait très-important de donner -à toutes les 
applications de l'analyse aux sciencea naturelles. On peut 
dire que tant qu'on ne l'a pas obtenu, les solutions de­
meurent incomplètes ou inutiles, et que la vérité qu'on se 
proposait de découvrir n'est pas· moins cachée dans les for­
mule. d'analyse, qu'elle ne l'était dans la question physique 
elle-même. Nous nous sommes attachés avec beaucoup de 
loin, et nous sommes parvenUJ à surmonter cette difficulté 
dans toutes les questions que nOUA avons traitées, et qui 
~oDtiennent lei éléments principaux de la Théorie de la. 
chaleur. Il n'y a aucune de ces questions dont la solution 
ne foumi.se des moyens commodes et el.acts de trouver 
les valeurs numériques des températures acqai.68, ou cen~ 
des quantités de chaleur écoulées, lorsqu'on connaît les va­
leurs du temps et celles des coordonnées variables. Ainsi 
l'on ne d6nnera pas seuleœent les équaûons différentielles 
auqueUes doiyent. satiafaire les fonctions qui expriment 
lta valeum des températures; on donnera ces fonctiolli 

, 2. 
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elles-mêmes sous une forme qui facilite les applications 
nun:térÎtlues. 

14. 
Pour.que ces solutions fussent générales et qu'elles eusaent 

une étendue équivalente à celle de la qUf'Stion, il était 
néœssaire qu'elles ~nt convenir avec l'état initial des 
tem~ratu"' qui est arbitraire. L'exameo de cette condition 
fait connaître que l'on peut développer "en séries conver­
gentes, ou exprimer par des intégrales définies, les fonc­
tions qui ne sont point assujéties à une' loi constante, ct 

qui repreSt'utent les ordonnées des lignes irrégulières ou 
. discontinues. Cette propriété jette un nouveau jour sur la 

Théorie des équations aux différences partielles', et étend 
l'usage des fonctions arbitraires en les soumettant aux pro­
cédés ordinaires de l'analyse. 

15. 
Il re.tait encore à comparer le. faits avec la Théorie. On 

a entrepris, dans cette vue, des expériences. variées et pré­
cises, dont les résultats sont confonnes à ceux du calcul, 
et lui donnent une autorité qu'on eût été porté à lui re­
ruser dans une matière nouvelle, et qui parait sujette à tant 
d'inœrtitudes. ee. expérieDces coDfirmeDt le principe dont 
on est parti, et qui est adopté de tOWI les physiciens 1 

malgré la diversité de leurs hypothèses sur ·la n.lllre de la 
chaleur. 

16. 
L'équilibre de température De s'opère pu seulement par 

la voie du contact, il s'établit aussi entre les corps séparés 
le. uns des 8u\res, et qui demeurent long ~ temps · placés 
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dans un même lieu. Cet effet est indépendant du contacs, 
du milieu; nous l'avons observé dans des espaces entière­
ment vides d·air. Il fallait donc, pour compléter notre 
Théorie, examiner les lois que suit la chaleur .rayonnan~ 
en s'éloignant de la superficie des corps. Il réaulte des ob­
servations de plusieurs physiciens et de nos propres expé­
riences, que l'intensité des différents rayons qui sortent, 
dans tous les sens, de chaque point de la superficie d'un 
corps échauffé, dépend de l'angle que fait leur 'direction 
avec la surface dans ce même point. Nous avons démon­
tré que l'intensité de chaque rayçm est d'autant moindre, 
qu'il fait avec l'élément de la surface un plus petit angle, et 
qu'elle est proportionneUe au sinus ~e cet angle. Cette loi 
généra,le de l'émission de la chaleur, que diverses obser­
vations avaient déja indiquée, est une conséquence néces­
oaire du principe de l'équilibre des températures et des 
lois de la propagation de la chaleur dans les corpo solides. 

Telles sont les questions principales que l'on a traitées 
dans cet ouvrage; elles sont toutes dirigées vers 'Q.n seul 
but, qui est d'établir clairement les principes mathéma­
tiques ~e la Théorie de la chaleur, et de concourir ainsi aux 
progrès des arts utiles et à ceux de l'étude de la nature. 

[7· 
On aperçoit par ce qui précède, qu'il -existe une classe 

très-étendue de phénomènes qui ne sont point produits par 
de6 forces mécaniques, mais qui résultent seulement de la 
pré!ence et de l'accumulation de la chaleur. Cette partie 
de la philosophie naturelle ne peut se rapporter aux théo­
ries. dynamiques t elle a des principes qui lui sont propres, 
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et elle est fondée sur une métbode semblable à celle de. 
autres sciences exactes.' Par exemple, la chaleur solaire qoi pé­
nètre l"intérieur du globe, s'y distribue suivant one loi régu­
lière qui ne dépend point de celles du mouvement, et ne peut 
être déterminée par les principes de la mécanique. Lea 
dilatations que produit la force répulsive de la chaleur, el 

dont l'observation . sert à mesurer les températures, sont, 
à la, vérité, des effets, dynamiques; mais ce ne sont point 
ces dilatations que l'on calcule, lorsqu'on recherche le. 
lois de la propagation de la cbaleur. 

18. 
n y a d'autres efTets naturels plILS composés, qui dépen­

dent à-la-fois de l'influence de la chaleur et des forces 8t­

tractiyes : ainsi les variations de température que les mou­
vements du soleil occasionnent dans l'atmosphère et dans 
l'Océan, changent continuellement la densité des différentes 
parties de rair et des eaux. L'efTet des forces auxquelles 
ces masses obéissent est modi6é à chaque instant par une 
nouveUe distribution de la. chaleur, et l'on ne peut douter 
que cette cause ne produise les vents réguliers et les prin. 
cipaux courants de la mer; les attractions solaire et lu­
naire n1occasionnent tians ratmosphère que des mouyementl 
peu sensibles, et non des déplacements généraux. Il était 
donc néces&aire,· pour soumettre ces grands phénomènes 
an calenl, de découvrir le. lois mothématique. de la propa­
gation de la chaleu.r dans l'intérieur des masses. 

19, 
On connahra, par la lecture de cet ouvrage, que la cha­

leur affecte dans les corps une disposition régulière, indé-
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pendante de la distribution primitive, que l'on peut re­
garder comme arbitrai re. 

De quelque manière que la chaleur ait d'abord été ré­
partie, le système initial des températures s'altérant dé plus 
en plus, ne tarde point à se oonfondre sensiblement avec: 
un état déterminé qui ne Mpend que de la figure du so­
lide. Dans ce dernier état, les températures de tons les 
pointa s'abaissent t:n même temps, mais conservent entre 
elles les mêmes rapports j c'est pour elprimer cette pro­
priété que les formules analytiques contiennent des termes 
composés d'eXponentielles et de quanti .... , analogues aux 
fonctions trigonométriques. 

PlulJÏeu.rsquestions de mécanique presentent des résul­
tal4 analogues, teb que l'isochronisme des 08CÎUationa, la 
résonnance multiple des corps sonores. Les expériences 
communes les avaient fait remarquer, et le calcul en a 
ensnite démontré la véritable c.nae. Quant à ceux qui d';' 
pendent des changemenl4 de température, ils n'auraient pu 
être reconnus que par des expériences très -préc:isœ ; mais 
l'analyse mathématique a dévancé les observation!;', elle SU~ 
pIée à DOS sens, et nous rend en quelque sorte, témoins 
des mOllvemenl4 réguliers et harmoniques de la chaleur· dans 
!"intérienr des corps. 

'0. 
Ces considérations offrent un exemple singulier des rap­

ports-qui existent entre la science abstraite des nombres 
et 1.. causes naturelles. 

Lorsqu'une bsrre métallique est exposée par son extré­
mité à l'action COl1&tante d'un foyer, et que tous ses pointa 
ont acquis leur plus haut degré de chaleur, le systême des 



.6 THÉORIE DE Li\ CHi\LEUR. 

températures fixes correspond exactement à une table de 
logarithmes; les nombres sont les élévations des thermo­
mètres placés aux ditTérents poiots, et les logarithmes sont 
les distadces de ces points au foyer. En général, la cha­
leur se répartit d'elle - même dans l'intérieur des solides, 
suivant une loi simple .exprimée par une équation aux 
différences partielles, commune à des questions physiques 
d'un ordre différent~ L'irradiation de la. chaleur a une re­
lation manifeste avec les table8 de sinus; car les rayons qui 
Bortent d'un même point d'une surface échauffée, ditrerent 
beaucoup entre eux, et leur intensité est rigoureusement 
proportionnelle au sinus de l'angle que fait leur direction 
avec l'élément de la surface. Si l'on pouvait observer pour 
chaque instant et en chaque point d'une masse solide ho­
mogèDe, les changements de température, on retrouverait 
daDs la série de ces observations les propriétés des séries 
recurrentes, ceUe des sinus et des logarithmes; 00 les re­
marquerait, par exemple, ,dans les variations diurnes 'ou 
annuelles des températures des différents points du globe 
terrestre, qui sont voisiDs de Ja surface. 

On reconnaîtrait encore les mêmes résultats et tous les 
éléments principaux de l"analysé générale dan. les vibra­
tions des milieux élasti~es, dans les propriétés des lignes 
ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres, 
et ceux de la lumière ou des Huides. C'est ainsi que les 
fonctiefls obtenues par des différentiations successives, et 
qui servent au développement des séries infinies et à la 
résolution numérique des équations, correspondent aussi 
à des propriétés physiques. La première de ces fonctions, 
QU la fluxion proprem.ent dite, exprime, dans la géométrie, 
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t'inclinaison de la tangente des lignes courbes, et dans la 
dynamique, la vitesse du mobile pendant le mouvement 
varié: elle mesure dans la théorie de la chaleur la quantité 
qui s'écoule en chaque point d'un corps à travers une sur­
face donnée. L'analyse mathématique a donc des rapports 
nécessaires avec les phénomènes sensibles; son objet n'est 
point créé pal' l'intelligence de l'homme, il est un élément 
préexistant de l'ordre universel, et n'a rien de contingent 
et de fortuit j il est empreint dans toute la nature. 

21. 

Des observations plus précises et plus variées feront con­
naître par la suite si les effets de la chaleur sont modifiés 
par des causes que l'on n'a point aperçues jusqu'ici, et la 
théorie acqllerra une nouvelle perfection par la comparaison 
continuelle de'ses résultats avec ceux des expériences; elle 
expliqnera des phénomênea importants que l'on ne pouvait 
point encore soumettre au calcul; elle apprendra à déter­
miner tons les effets thermométriques des rayons solaires, 
les températures fixes ou variables que l'on observerait à 
différentes distances de l'équateur, dans l'intérieur du globe 

. ou hors des limites de l'atmosphère, dans l'Océan ou dans 
les différentes régions de l'air. On en déduira la connais­
sance mathématique des grands mouvements qui résultent 
de l'in8uence de la chaleur combinée avec celle de la gra~ 
vité. Ces mêmes principes"seniront à mesurer"laoonducibi_ 
lité propJTe ou relative des diffétents corps, et leur capacité 
spécifique, à distinguer toutes l{'s caus{'s qui modifient l'émis­
sion de la chaleur ù. la surface des solidés, et à perfectionner 
les ioatruments thermométriques. Cet~ théorie excitera d.ms 

. 3 



.8 THÉORIE DE LA CHALEUR. 

tous les te~p5 l'attention des géomètres, par l'exactitude 
rjgoureuse de ses éléments et les difficultés d'analyse qui lui 
sant propres, et sur-tout par l'étendue et l'utilité de ses ap­
plications; car toutes 1er; conséquences qu'elles fournit inté­
...... nt la physique générale, les opérations des arts, les 
usages domestiques ou l'économi.e civile. 

SECT J ON J J. 

Notions générales, et défiru'tions prélim.inaires. 

22. 

On ne pourrait former que des hypothèses incertaines 
lur la nature de la chalenr, mais la connaissance des lois 
mathématiques auxquelles ses effets sont assujétis est indé­
pendante tle toute hypothèse; elle exige seulement l'examen 
attentif des faits principaux que les obsenations communes 
ont indiqués, et qui ont été con6rmés par des expériences 
précises. 

Il est tlonc nécessaire d'exposer, en premier lieu, les ré­
sultats généraux des observations, de donner des définitions 
... ctes de tous les e1éments du calcul, et d'établir les prin­
cipes sur lesquels ce calcul doit être fondé. 

L'action de la chaleur tend à dilater tOU8 les corps so­
lides, ou liquides, ou aériformes; c'est cette propriété qui 
rend sa presence sensible. Les solides et les liquides aug" 
mentent lie volume, si l'on augmente la quantité tle chaleur 
qu'ils contiennent; ils se condensent, si 00 la diminue. 

Lorsque toutes les parties d'un corps Bolide homogène, 
par exemple, celles d'une masse métallique, 80nt égotlement 

, 
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échauffées, et qù'elles conservent, sans aucun changement, 
cette même quantité "de chaleur, elles ont aussi et conlier •. 
vent une même densité. On exprime cet état en disant que, 
dlllns toute l'étendue de la masse t les molécuks ont unE' 
température commune· et permanente. 

,,3. 
Le tbermom~tre est un corps dont on peut apprécier faci­

lement les moindres changements de volume; il sert à mesn.­
rer les températures par la dilatation des liquides, ou par 
celle de l'àir. Nous supposons ici que l'on connatt exactement 
la construction, l'usage et les propriétés de ces instruments. 
La. température d'un corps dont toutes les parties sont égale­
ment échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu'in­
dique le thermomètre, s'il est et s'il demeure en contact pa,.. 
fait avec le corps dont il s'agit. 

Le contact est par:fait lorsque le thennomètre est entière­
ment plongé dan. une ma ... liquide, et, en général, lors­
qu'il n'y a aucun point de la surface extérieure de cet ÎnatnJ.. 
ment qui ne rouche un des points de la masse soli.de ou 
fluide dont on veut mesurer la température. Il n'est pas 
toujours nécessaire, dans les expérien-ces, que cette condition 
soit rigoureusement ~bservée; mais on doit la supposer pour 
que la dé6nition soit ex.acte . 

• 4. 
On détermine deux températures fixes, savoir: la tempé­

rature de la glace fondante, qui est désignée par 0, et la 
température de l'eau bouillante que nous désignerons parr : 
on suppose que l'ébullition de l'eau a lieu sous une pression 
de l'atmosphère représentée par Wle certaine hauteur du 

3. 
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que nous considéron8, ces nombres sont aUS6i proportionDels 
aux 3ccroisaements du volume. 

30. 
Supposons qu'un corps lenruoé par une 8orfaoe pIao. 

d'une certaine étendue (un mètre carré) soit entretenu d'une 
manière quelconque à une température constante 1, com­
mune à tous ses points, et que la 8urface dont il s'agit soit 
en contact avec l'air, maintenu. la température 0 : J. cha­
leur qui s'écoulera continuellement par la surface, et passera 
dans le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle 
qui provient de la cause constante à l'action de laquelle le 
corps est exposé; il s'écoulera ainsi par la sunace, pendant 
un temps détenniné (une minute), une certaine quantité de 
chaleur désignée pnr h. Ce produit h, d'un flux continuel et 
toujours semblable à lui-même, qui a lieu pour une unité 
de surface ù. une température file, est la mesure de la con­
ducibilité extérieure du corps, c'est-à-dire, d. la facilité 

. avec laquelle sa surface transmet la chaleur à l'air atmosphé~ 
rique. 

On suppose que l'air est continuellement déplacé avec 
une vItesse unifonne et donnée; mais si la vitesse du courant 
augmentait, la quantité de chaleur qui se communique au 
milieu varierait aussi; il en serait de même si l'on augmentait 
la densité de ce milieu. 

3,. 
Si l'excès de la température constante du corps 8ur la 

température des corps environnants, au lieu d'être égale 
à l, comme on l'a supposé, avait une valeur moindre, la 
quantité de chaleur dissipée serait moindre que h. II résulte 
des observations, èomme on le verra par la suite, que cette 
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qllODticé de .haleur perdue pou,être ~ ... _ ...... 
• ibl ....... ' proporl:ÎOl>lleile à l' .... cèa de la te.-pérature do. 
co.,... _ celle do l'a" et cleo <:01',. eg~ir_t6. Ai ..... la 
""",,lité À ay"'~ .lté .. ........,. par une upérieooe da .... 
Ioquel!. 10 ourfa.., échaulTéo est à la température " 01 la 
mili ..... la te .. pint.ure 0; OD ell """clat '1"'0110 unit ... 
't'.leur lu , si la l.elDpérature de la surface était ::., toutes lea 
_re. àr""",stan_ ·c/ome",...' leo œô_L 0.. dqil ad,a;oettre 
ce ";'1 ... Loroqu " ost une petite frocti_ 

3s. 
La ni ••• À de 10 '1uantité de dotl_ qui Hl di .. ;,. .. 

__ 1 ..... f .... éelNulTée, est .liilë"'llta PQlIf 1 .. d.iff.e",,,,,, 
..,.~ et • ~JÎe pour ua ohlle COrp:I', auil8nt les divers 
....,., do la ..... face. L'eae~ de l'irradiation es' d'au'","t moin. 
do-e, que III ... f ...... é<hauffée. est plua polie; de aorte qu'en 
__ diaparalll'll le poli de \1, .urface, on augmente conai.­
doirable ....... la .... lotur de Il. Un cor.,. métallique ",bauffé II! 
",froioW. ","""OOIlP pl ... vlte,.i ~on cou"e sa .urface e .. '­
rilNre a.\lD. ~c u.qic,. p.ropre. à tel'nlr t!:otièremeot l'état 
métallique. 

33. 
La. rayQQs de chaleur qw s'éo:happen. de la surface d 'un 

corpl., parcoureot ·Iibrement les espaces vides d'air; ils se 
propotJ"'" ~i dans- l'air atmGSphérique : Jeur direc.ion 
Q' • . po,ÏAttroa.blée par l'es agitations de l'air intermédiaire : 
il. pe~T.eu.t être réRéchis, et se réunissent aux foyers des. mi. 
ro.i.ns. métalliques,. I...eo corps dont la température. est élevée, 
eL '1"" I:oo ploage dans uo liquide, ,,'échauffen' immédia­
temeQt que les parties de la maS!ioe qui sont en cootact aTee 

leur .\U'face . Les molécules, dont la distance à cette surface 
~ 
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n'est pas extrêmement petite, ne reçoivent point de cbaleur 
directe; il n'en est pas de même des Ouides aériformes; la. 
rayons de chaleur s'y portent avec une extl'ême rapidité à 
de.! distances considérables, soit qu'une partie de ces rayon, 
traverse librement les couches de l'air, soit que celles-ci se 
les transmettent subiteme~t sans en altérer la direction. 

34. 
Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui con­

serve sensiblement une température constante, la chalear 
qui se communique à l'air rend plus légère la couche de ce 
fluide voisine de la surface; cette couche s'élève d'autant plus 

vite, qu'elle est plus échauffée, et elle e.!It remplacée par une 
autre masse d'air froid. Il s'établit ainsi un courant d'air 
dont la direction est verticale, et dont la vltesse est d'autant 
plus grande, que la température du corps est plus élevée. 
C'est pourquoi, si Je corps se refroidissait successivement, la 
vItesse du courant diminuerait avec la température. et la loi 

- du refroidissement ne serait pas exactement la même que si le 
. corps était exposé à un courant d'air d~une vitesse constante. 

35. 
Lorsque-les corps sont assez échauffés pour répandre une 

très·vive lumière, une partie de leur chaleur TayoDnante, 
mêlée à cette lumière, peut traverser les solides ou 1t"S 
liquides transparents; et elle est sujette à la force qui pro­
duit les réfractions. La quantité de chaleur qui jouit de cette 
faculté est d'autant moindre, que les corps sont moins en­
flammés; elle est, pour ainsi dire, insensible pour les corpe 
très-obscurs', quelque échauffés qu'ils soient. U De lame mince 
et diaphane iDtercepte presque toute la chaleur directe qui 
,ort d'une ma .. e lDétallique ardente; mais eUe s'échauffe 
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à mesure que les rayons interceptés' s'y' aœbmulent; eu, si, 
eUe est formée d'eau glacée, elle devi.nt liquide; shette lame 
de glace est exposée aux rayons d'un flambeau,> elle laisse 
passfr avec la lumière une chaleur sensible. 

36, 
Nousavons pris pour mesure de la conducibilité extérieure 

• d'un corps solide un coëfficÎent h, exprimant la quantité-de, 
chaleu.r qui passerait, pendant un temps déterminé (une 
minute), de la surface de ce corps dans l'air atmosphérique~ 
en supposant que la surface ait une étendue déterminée (un 
mètre quarré), que la température cODstânte du corps soit 
1, que celle de l'air soit 0, et que la surface échauffée soit 
esposée il un courant d'air d'une vitesse donn.ée invariable. 
On détermine cette valeur de h par les observations. La quan­
tité de chaleur exprimée par le coëflicient se forme de deux 
parties distinctes, qui ne peuvent être mesurées que par des 
expériences très.précises. L'une eat la chaleur communiquée 
par voie de contact à l'air environmmt-; l'autre, beaucoup: 
moindre que la première, est la chaleur rayonnante émise. 
On doit supposer, dans les premières recherches, que la 
quantité de chaleur perdue ne change poi~t, &~ l'on aug­
mente d'une quantité commune et assez petite la tempéra­
tu.re du corps échauffé et celle du milieu. 

37-
Les substances solides diflèrent encore, comme nOU$ 

l'avons dit, par la p.'opriété qu'elles ont d'être plus ou moins 
perméables à la chaleur; cette qualité est leur conducibilité 
propre: noua en donnerons la définition et la mesure exacte, 
après avoir traité de la propagation uniforme et linéaire de 
la chaleur, Les suhstance.liquides joui...,nt aussi de la facult,; 

4 
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da 1Ir1MlBlD'- ho cbaleao </<t IIMIIéclÙe • lIlot.!cu.lr!; ~\ l/i. ~-
1 ..... nu ..... dflleu. rond""ibiItlé;;"'u.ailivl\II} la "-"'1l,1e 
de..,; aubo~; mais. 0Il 0" obstno düi.ci.lOlll!'ol l'.,rrol ' 
dans 1 .. liquides. ""rœ quo ...... moléœleo oh.t.nt!e .. t de i<i' 
tuatioc en changeant de température. C'est de ce déplace­
ment ""Rllinue! '1"" ... ..Ito priI>.oipolotmljBl la pNp1III,';"n 
d. ·l. chaleur .• toutel 1"" lO.io q_l", "",lies infllrieu ..... w. 1. • 
masse ""'" les plua ... po ..... à 1'''''''lI du r ... y ... Si, au CQD-

trai~e, 00 af'PIi'l"" le to.Y'" il la parti. do,,," ....... qlli ... , la 
. plus élevée, 00JD.IB8. cela avait lie. daDa plqsieur6 4e DCIIt 

expériQRCeS, la sraR&Dlissioa de la, chaleur, qui es' lN&-leu .. , 
n'b«aBfottne aooun déplaoe~eD~, à moins q_ )'a.ccrojuee­
ment- de la température ne diminue le volume, ee 'que L'QIl 
rematqUe en eOèt dans d..s cas. alllgulien v.oi,i.r.M des cha-

'" gemeoto ........ 

38. 
A .cet elpooé de. ""allltAto poio<Ïpaux d~ oh .. ..,..;oll6, il 

r.lIt ajoute. UAO remarquegéaéralo su. fôqloilibre d ... te .. 
pérature!J ;. eMe çon:tlire. en ce 'fUe le. diiiérf:nr. corp& qw 
&Ont plQoéa~an8 un même tieu, dogt lOutes les. partiCfi sODt 
et- demeurent. églilemeot ~chaufféef;., , acquièrent IU88i u-. 
température comMune et permanente. 

Supposan! que tous les poinœ d'une maaae M aient UDe . 

température commune et constante a, qui eat entretenue 
par une cawe quekonque: ai- Von met Dn COrpl m..omdre m 
el) contact p .... rait avec 1. m ..... )1, i~ preod .. J. te ... péooar 
ture commune a, A ta vérité, ce résu.ltat u'auZlait lieu. r.il:Jo ..... 
reU.!lement qu'après un temps infini j mais le, 8eO& préeis. dl· 
la propo!ition est que si le· corps m avait la températlH'e., 
avant d'être mis en contact, il la OORS8I'YUai.t sa., AUCIIIk 
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eh.ngement. Il en serait de même· d'une .multitude d'autres 
corps, h~ p, q, r, dont chacun serait mis séparément eD 
oontact parfait avec 1. masse M j ils acquerraient tous la tem­
pénture constante Q . Ainsi le thermomètre étant sueceui- . 
vement appliqué aux différentacorps m, n , p, 9 , r .... in­
diquerait cette même ~mpérature. 

39' 
L'efTet dont il a'agit est indépendant du contact, et il au­

rait encore lieu, ai le corps m était enfermé de toutes parts 
dans le solide M, comme dans uue enceinte, Mns toucher 
aucune de ses parties. Par exemple, si ce solide était une 
enveloppe sphérique ~'une certaine épaisseur, entretenue 
par une cause extérieure à la 'température a, et renfermant 
un espace entièrement vide d'air, et si le corps m pouvait 
être placé dans une partie quelconque de cet espace sphé­
rique, sans qu'il touchât aucun point de la surface intérieure 
de l'enceinte, ii aèquerrait la température commune a, 
ou plutôt il la conserverait s'il l'avait" déja. Le résultat u­
rait le même pour tous les autres corps n , P, '1, ,., soit 
qu'on 1 ... plaÇl1t séparément ou ensemble dam. cette même 
enceinte, et quelles que fussent d'ailleurs leur espèce et leur 
figure. 

40. 
De toutes les manières de se représenter l'action de la cha­

leur, celle qui parait la plus simple et la plus conforme aur. 
observations, consiste à comparer cette action à cene de 
la lumière. Les molécules éloignées les unes des autres se 
communiquent réciproquement à travt!fS les e&pace& videt. 

'4· 
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d'air; leurs n.'yons de cbaleur, corntne les 'COrps écl.i!"é: 
Iftn.mettent leur lumi~re. 

Si daRs une ènceinte fet"lDêe de toUlet parts', '* mt!" 
per U ne anse ex.térieure à une tempér"Atut't fixe a, 
pose que divers corI'" IODt plaœo •• n. qu'lia tou. 
cune des parties de l'~nceiI1te ·; Ott obsenet4a d€s 
férents ~ suivant que les corps introduits dans 

• vide d'air sont plus ou moins échauffés. Si l'on ! 
Wl seul de ces corps, et qu'il ait la tempérfLt 

l'eoceinte, il enverra par tous les points de srI 

de chaleur qu'il en reçoit du solide qui l'etl­
cet échange de quantités égales qui le m 
premier état. 

Si )'00 iDtrodui~ un second corps d(\' 
soit moindre que tfl, il recevra d'abord . 
virouneDt de toutes parts sans le 10110 
chaleur plus grande que ceUe qu'il 
de plua en plus, et il perdra par sa 
qu'auparavant. La température in il 
lemeut, s'approchera sans cesse' 
~n 8ortequ'après un certain terni ' 
in$ensible. ' L'efTet serait contra 
même enceinte un troisième COI 

rait plus grande que a. 
4r ---Tous les corps ont la prop ' 

leur, surface; ils en envoient' (~ 
écbauffés; l'intensité des ray0 
ment avec l'tftat de la superfic" 

.. -- .... 
.: _ . ....,,=--

. Je lo-
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42. 
Toutes les surfaces qui reçoivent les rayons de la chaleur 

des corps environnants, en réfléchissent une partie, et ad­
mettent l'autre: la chaleur qui n'est point téfléchie, mais 
qui s'introduit par la surface, s'accumule dans le solide; et 
tant qu'elle surpasse la quantité qui se dissipe par l'irra­
diation, la température s'élève. 

43. , 
Les rayons qui tendent à sortir des corps échauffés sons 

arrêtés vers la surface par une force qui en réfléchit une 
partie dans l'intérieur de la masse. La cause qui empêche 
les rayons incidents de traverser 1. superficie, et qui divise 
ces rayons en deux parties, dont l'une est réfléchie, et dont 
l'autre est admise, agit de la même manière SlU' les rayons 
qui se dirigent de l'intérieur du corps vers l'espace extérieur . 

. Si en modifiant l'état de la surface, on augmente la forc~ 
a"ec laquelle elle réfléchit les rayons incidents, on aug­
mente en même temps la faculté qu'elle a de réfléchir .. ers 
l'intérieur du corps les rayons qui tendent à en sortir. La 
quantité des rayons incidents qui s'introduisent dans la 
masse, et celle des rayons émis par la surface, sont égale­
ment diminuées. 

44· 
Si l'on plaçait ensemble dans l'enceinte dODt nous avons 

parlé, une multitude de corps. éloignés les uns des autres et 

inégalement échau.fTés, ils recevraient et se transmettraient 
leurs rayons de chaleW', en sorte que dans cet échange 
leurs températures varieraient continuellement, et ten­
draient toutes à devenir égales à la température fixe de 
l'enceinte. 
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Cet erret est précisément celui qui a lieu lorsque la cha­
leur se propage dans les corps solides; car les molécules qui 
composent les corps sont séparées par d .. "'paces vides 
dlair, et ont la propriété de recevoir, d'accumuler et d'é­
mettre IR chaleUr. Chacune d'eUes envoie ses rayons de 
toutes parts, et en même temps elle reçoit ceux du molé­
cules qui l'environnent. 

.\5. 
La chaleur envoyée par un point situé dans l'intérieur 

d'une masse solide, ne peut se porter directement qu'à une 
distance extrêmement petite; elle est, pour. ainsi dire, inter­
ceptée par les particules les plus voisines; ce sont ces der­
nières seules qui la reçoivent immédiatement, et qui agissent 
sur les points plus éloignés. Il n'en est pas de même de. 
fluides aériformes; les effets directs de l'irradiation y devien­
nent sensibles à des distances très-considérables. 

46, 
Ainsi la chalenr qui sort dans toutes les directions d'une 

partie d'une 8urface solide, pt>nètre danA l'air jusqu'à des 
points forts éloignés; mais elle n'e5t émise que par tes mo­
lécules du corps, qui sont extrêmement voisines de la sur­
face. Un point d'une masse échauffée, placé à une très­
petite distance de la superficie plane qui sépare la masse 
de l'espace extérieur, envoie à cet espace une infinité de 
rayons; mais ils n'y parviennent pas entièrement; ils sont 
diminués de toute la quantité de chaleur qui s'arrête sur 
les molécules solides intermédiaires. La partie do rayon 
qui se dissipe dans l'espace est d'autant moindre, qu'elle 
traverse un plus long inte"alle dans la ma88(". Ainsi le 
rayon qui sort perpéndiculairement à la superficie a plus 
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d'ftrtensité 'lU c~lul qüi, pll'rt.nt dlll\\@riIe fjoillt, imli 'Il\\~ 
dlreetidt't bbli~è; él It'$ tlîy6I1SI~! l'lm tlbliItUes ~01it. ~nt!ll; 
l'ement interceptés. . ".," ,,, , l, ,.. 

La même conséquence s'applique à tous les points_ qui 
.• ""t 'lI!Jet ~oisltt. \II! la ~ti/l"l"fidt! lib:"" ~bi!Cô\ltl~ 1il'énii~ 
siM de IH:hal~ur, \1 ènl'és'Oltè béée""irtbit!nl· t}Ù1'i lti~il:l\\'~ 
titi! tofllie de t!IIateur 1jlli otlrt de la Wr'tàcè ~bn! III di,èt'ïl611 
perptmdlcl1la'il'e ~.t be>il~ 111011 gra'llUe qti~ceJ[~'~blit 'li 
di~l!ri\)n ~M ablittWè' NdIIs ~YollS lIt;tldl!. cette 'ljü~~tion l'Il 
cal",,1 , et l'anal y'"' 'tUe r!~U. ~n 1Iv6'hi tàil<i déWollbtte tjuè 
l'i~Mn.ité dl\ rilyon ~t prdpbl'tiolltll::fte au ~inti~ aè l'àdglé 
~ 'te toyn~ fait àYeb l'I!lél!iènt de \t ~tifll.",. LI'lI ei'jiéH~l:'èà 
anient déja it1di<tU~Unt~.ûll1lt sèn:tl\l~hlè. . .. ., 

4" Ce thl!<>*@ I!~~rimê IIrtelo! gt'rft!lt!lê qlli1l' ane tHn-
no~ion né_alte awc r~q\lll\f>~e et le I!Wide d'!il:titin ~è'là 
""aleur. Si 1 ..... aYons qui 'iIol'tèl1t' !l'tille .\I~fùce .-éth.jjflN, 
_leM la """me intensité d."~ toUtes IcI'di"eelliihs', le ~hèj" 
IIIrnnèiro qOo l'on J1Iace~~it dllnâ ut! d., poiNtô· dë'Q'el'p~~ 
t_inoé d. """ • .,(,té. i"'r U:~ ehceint" etitl'ttt!luI. h .II>é 
teldt"'t'ature Cl1h8tà/tlè, ~t(l\it iMlqùer\lne 'rtrilp~l'a~ 
Înc""'P*'alk .... nt pl". gtiln~ 'P" ""lU, del'M\~o!Iht't!. L'Ii; 
_po <tlle l'on enf<'1'Hftrmt daM œt~ élictl'llt~ n~ ~ 
draiellt point un. """~ratu", c!mlÎlll1l'lè, Ainiji l'jù'biI Iè 
.""".rqtJe t0I11"u"; ""Ile ljU'HlI acqUetl'ilreHl lI~pE'IIdt\\il '/10 
lieu qu'im ~cu""r.i'Hl, ou de IeUt Ibtli1e, 1111 de cèll~ ct". 
<or'p8 .oilrifts. 

On ,,'-... ~~!t cIO; rt,,\M~~ r~lIltM'e! ou d'a"'tt;!~' 'e~' ~~;, 
t...rent~ontJWire. à '.opé"'nee llMn1nune, .i l'IIri glh!li!tfili~ 
_1 .. ·rayon. qui sortont d'un 'tnênI~ pdhli, do.' l'IIY>ptH~ 

• 
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difré,wlS de """" qur fon a éooocis. :'io,," nons ". __ _ 
qut . .,...., loi ost .....Je compatible ne< le tait Il' • al de 
l'équilibre de La cIaI""r roy~. 

<\8. 
. Si ma espace .. de cl' air ost tel1llÎDé de tocu cOIés ..... _ 

eaœiate IOlide doat 1 .. parties 8001 ealretea ..... à aae ...... 
pér.ature commone et constaote a, et ai r ou met. eu un poiol 
qaelcooque de l'espace ao tber1llOlDètre qui ail la tempéra­
pare ~ctoelle a, il La coll5en'era ""lU .acon chaogemenL D 
recenil dODe à chaque instant de la swœ intérieure de 
l'enceinte autant, de chaleur qu'il lui eu envoie. Cet effet des 
rayons de chaleW' dam un espace donné est, à proprement 
parler, la mesure de la température : mai.s cette COD5idéra­

tion suppose la théorie mathématique de la chaleur rayon .. 
nante. Si 1'00 place maintenant entre le thenuomètre et DDe 

partie de ta .urr~ce de l'eoceinte ua corps M dool la tempé­
rature soit a, le thermomètre cesserâ de-TeCeToir les nyou 
~'uoe partie. de cette ,unace intérieure, mai, jJsaeront rem· 
placés par ceu. qu'il recema du corps ioterpooé M. Uo cal­
cul facile prouve qae la compensation est eJ.acte, en sorte 

<[Ue l'état du thermomètre oe sera point changé. n D'm est 

pao de m~me .i la température du corps M n'esl pas égale à 
celle de l'enceinte. Lorsqu'elle est plus gnnde, les .. youa 
que ie corps interposé M envoie au thermomètre et qui rem­
plaCent les rayons interceptés, ont pl as de chaleur que Cel 

deroiers; la température du thermomètre doit donc s'élever. 

o 

Si,au. contraire, le corps intermédiaire a une température 
lILOindre que a, .celle du thermomètre devra s'abaisser; car· 
les rayons que ce corps intercepte sont remplacés par ceux 
qu'il envoie ,c'est-à-dire, par des rayons plus froids que ceul. 
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~e l'enceinte, ainsi le thermomètre ne reçoit pas toute la 
chaleur qui serait nécessaire pour maintenir sa tempéra­
ture a. 

49' 
On a fait abstraction jusqu'ici de la faculté qu'ont toutes 

les surfaces de réfléchir une partie des rayons qui leur sont 
envoyés. Si l'on ne considérait point cette propriété, on 
n'aurait qu'une idée très-incomplète de l'équilibre de 1. 
chaleur rayonnante. 

Supposons donc que dans la surface intérieure de l'en­
ceinte entretenue à une température constante, il Y ait une 
portion qui jouisse, à un certain degré, de la faculté dont il 
s'agit; chaque point de la surface réfléchissante enverra dans 
l'espace deux espèces de rayons; les uns sortent de l'intérieur 
même de la substance dont l'enceinte est formée, les autres 
sont seuleJJlent réfléchis par cette même s~rface, à laquelle 
ils ont été envoyés. Mais en même-temps que la surface 
repousse à l'extérieur une partie des rayons incidents, elle 
retient dans l'intérieur une partie de ses propres rayons. 11 
s'établit à cet égard uue compensation exacte, c'est-à-dire, 
que chacun des rayons propres, dont la surface empêche 
l'émission, est remplacé pat un rayon réfléchi d'une égale 
intensité. 

Le même résultat aurait lieu ai la faculté de réfléchir les 
rayons affectait à un degré quelconque d'autres parties de 
l'enceinte, ou la superficie des corps placés dans le même 
espace, et parvenus à la température commune. 

Ainsi, la réflexion de la chaleur ne trouble point l'équi­
libre des températures, et n'apporte, pendant que cet équi-

5 
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libre subsiste, aoeun changement à la loi suivant l"'Illelle 
l'inteosité des rayoll8 qui partent d'un même point décrott 
proportionnellement au sinus de l'aDgle d'émission. 

50. 
Supposons que dans (:fite nième eacciDte, dont toutes les 

parties conservent la température a, on place un corps isol~ 
M, et une surface métallique polie R, 'lui, tournant SCl conca­
vité vers le corps, réHéch.isse une trande partie des rayons 
qu'elle en reçoit; si l'on place entre le corps M et la SUl'face 

réHéchissante R, un thermomètre qui occupe le foyer de ce 
miroir, ,on observera trois effets différenm, selon que la tem­
pérature <lu corps M sera "gale à 1. température commuDe 
a, ou sera prus grande, ou sen moindre. 

Dans le premier cas, le thermomètre (:OCJSerVe la tempéra-­
ture a,. il reçoit., Iodes Tayolll de chaleur de toutes tes pa~ 
ties de l'enœi<lte qui Ile lu.i ... nt point cadl"'s por le corps 
M ou par 1. miroir; 2' des rayOllI .n~oyés par le corps; 
3° ceux: que la surface R envoie au foyer, soit qu'ils viennent 
-de la masse rœme do miroir, soit que la surface les ait 

. seulement réfléchis; et parmi ces derniers 011 peut distinguer 
ceux qui sont envoyés au miroir par la masse M, et cenx 
qu'il reçoit de l'enceinte. Tous les rayons dont il s'agit pro­
viennent des surfaces qui, d'après l'hypothèse, ont unete!!t­
pérature commune a, en sorte que le thennomètfle eSl préci~ 
sément dans le même état que si l'espace terminé par l'enceinte 
ne contenait point d"autre corp; que lui. 

Dans le second cas, le thermomètre placé entre 1e corps 
~cbauffé M et le mil"oir, doit acquérir 1IDe température plus 
grande 'i""'" En effet, il reçoit 1 .. même. "yons que dans 
la première hypothèse; mais il y a deux différences remar-
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qaahle.: l' ..... pra.'imt de ce qDe les r.yOllll OII'Joy ... par le 
corps M au miroir, et réfléchis sur le thennomètre, C'on­
tÎftIoent plua de chaleur qllO d_ 1. pr.mm- cas. L'autre 
dift'é";nce prooi""t de- rayon. que 1. corps M eD.oie dir",," 
_nt au thermomètre, et qui ont plus de chelem qu'aupa­
raTant. L'une et l'aotre muse, fi; principalement la première, 
roncourent à élever la cem.pératu.re d1iJ thenoOlDètre. \ 

Da ... le troi.ième tU, t'e~à-dire, Jor"l"e la ", .. péral1lre 
de la masse M eet moilu::lre que tJ, le thermomètn doit 
prendre auui une œmpérata:re lIKlindre qUe o. En .tlIet., il 
reçoit eoeore to\J'1e8 leA aspècas' de rayons· que nous avons 

diatingué8 pour le premier cas: mais il '1 en a deux ,artel 

'l"'i contie"" ... t moins de cbalèur qne da ... cette première 
\ryJ>O'~se, _oir """" 'lui, ..... 0)"10 p.r le corps ?rI, sont 
n!fIédri. par le, .mroir 1Gr' le thermomètr.; et ce"" que le 
mim. 00<'pS M lui .... oiedin.,temeDt; Ainsi, r. tbermo­
lllèlre •• ~t pas toute' la chalQQr qui lui est nécessaire 
~ oooserver SIl température primitive ... Il OIIVoi. pins 
de chaleur qu'il n'en reçoit. Il faut donc que sa tèmpérawr • 
• 'ab.u..e jU8qu'à cé que les roy<>ll5 qu'II reçoit' sullisenl p"br 
co';'P""'''~ ""'!X qu'il perd. C'é5t ce dernier effet que l'on.' 
_!DO! la' ""8nion du {roid, et qui,' .. proprement patler, 
consiste dan. 1. réflexion d'une <h.lrur Irop mible. Le miroir 
io~;cept. "",~ ,,_ine lJ'Iallblédo doalear, el la remplace­
J'8I'11l11e IlIoindfti quantité. 

5'1. 
Si l'on pl""" da"s l'en.àMe lentn!t_e à ~ tompénitbre 

con&IDDte' 4 un COrpA M dont la u:mpérntllJ'e a' soit m.oindre 
'fil. a, la prés.nœ de ce corps rem baisser le the,'mom"tre 
ÇIp~ à. l8a rayons,'tt l'on·doit remarquer qn'e~ général 

5. 
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ces rayons, envoyés au -then:nomètre par la surface du corps 
M, sont de deux espèces, savoir ceux qui sortent de l'inté­
rieur de la masse M, et ceux qui, venant des diverses parties 
de l'enceinte, rencontrent la surface M, et sont réfléchia: sur . 
le thermomètre. Ces derniers ' oot la température commune 
a, "mais ceux qui appartiennent au corps M cootiennent 
moins de chaleur., et ce sont ces rayons qui refroidiasent le. 
thermomètre. Si maintenant , en changeant l'état -de la sur­
làe. du corps 111, par exemple, en détruiaant le poli, on 
diminue la faculté qu'elle a de réfléchir les rayons incidents; 
le thermomètre s'abaissera encore, et prendra UDe tempé­
rature a" moindre que a' . . En effet, toutes les conditions. 
Seront les mêmes que dans le cas précédent, si ce n'est que 
la masse M envoie une plus grande quantité de ses propres 
lTayon~1 et réfléchit une moindre quantité des rayons qu'elle 
reçoit de l'enceinte; c'est-à.dire, que cea derniers, qui ont 
la température commune, sont en partie remplacés par des 
rayons plus froids. Donc, le the~momètre ne reçoit plus 
autant de chaleur qu'auparavant. 

Si, indépendamment de ce ehaDg1!ment de 1 •• urface do 
corps M 1 on place un miroir métallique propre à réfléchir. 
lur le. thermomètre 1 .. rayons 60rtis de M, la température 
prendra une valeur a" moindre que a·. En effet, le miroir 
intercepte autbennomètre nne partie des "yoWl de l'en­
ceinte qui ont tous la température a, et les remplace par 
trois espèces de rayons; savoir: 1° ceux qui proviennent de 
l'intérieur mê-me du miroir, et qui ont la température com· 
mune; 2,0 ceux que diverses parties de l'enceinte envoient 8U ....... 

miroir a.vec cette même température, et qui sont ré8écbis, 
ven le foyer; 30 ceux qui, venant de l'intérieur du corps M, ... 

1 
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tombent sur le miroir, et sont réfléchis sur le thermomètre. 
Ces derniers ont une température moindre que a,. donc le 
thennomètre ne reçoit plus autant de chaleur qu'il en rece­
vait avant que l'on ne plaçAt le miroir. 

En6n, si l'on vient à changer aussi l'état de la surface du 
mÎroir, et qu'en lui donnant UO poli plus parfait, on aug .. 
mente la faculté de ré8échir 1. chaleur, le thermomètre 
s'abaissera encore. En effet, toutes les conditions qui avaient 
lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive seulement que 
le miroir envoie une moindre quantité de ses propres NyOns, 
et il 1 •• remplace par ceux qu'il réfléchit. Or, parmi ces der­
niers, tous ceux qui sortent de l'intérieur de la masse Mont 
moins d'intensité que s'ils venaient de l'intérieur du miroir 
métallique; donc, le thermomètre reçoit encore moins de 
chaleur qu'auparavant; il prendra donc une température an 

moindre que a· ... 

On explique facilement par les mêmes principes tous 1 .. 
effets cou nus de l'irradiation de la chaleur ou du froid. 

5 • . 
Les effets de la chaleur ne peuvent nullement être com. 

parés à ceux d'un fluide ~lastique, dont les molécules sont 
en repos. Ce serait inutilement que l'on voudrait déduire 
de cette hypothè .. les lois de la propagation que nous expli­
qUODS dans cet ouvnge, et que toutes les expériences ont 
confirmées. L'état libre d. la chaleur est celui de la lumière; 
l'habitude de cet élément est donc entièrement différente de 
celle d .. substances aériformes. La chaleur agit de la même 
manière dans le vide, dans les fluides elastiques, et dans leA 
m"'" liquideo ou solides, elle ne s'y propage que par ~oie 
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d'inadiation, mais ses efreta eeD8ib1eadilferent~Ion]~nature 
des corps. 

53. 
La chaleur est le principe de toute élutieité; ~'œt .. force. 

répul8i~e ~i conserve la 6gore de. mas&e$ iOÜdes., el le "0-
lume des liqRides. Dans les 8ub&la~ solide., Z. mo~. 
voisines céderaient à leW' attractioo mutuelle, si Mn· effet 
ft'était pas détruit par la cba~ qlli tes Hpare. 

Cette force élaatique est d'autant plus grande que la \eIft.;.. 

pérature est pIns élevée; e'est pour œla q_ le. co~ se: 
dilatent ou se eondensént, lorsqu'on élàte ou W>nqu.' on abaiue 
leur tempénrtnre. 

54-
L'équilibre qui subsiate daœ l'intérieltr d'une maue solide 

entre la force répulsive de la chaleur et l'attraeti.on moIécœ-· 
laire est stable; c'est-à-dire qu'il se rétablit de lui.même 
W>l's~'il est trooblti par une cause accidentelle. Si. les molé­
cules 80Ilt placées à la distance qui connnait à l'équilibre, 
et si une force extérieure vient à augmenter cette distance 
~_ que la temp~rature soit changée, l'e~t de l'attl"actÏon 
eommence à sut"passer ·celui · de la chaleur, et ramè~ les 
molécules à leur position pc'Ïmitive, après une' multitude 
d'os~illatiolls qui deneunent de plus en plus inaetlS'Îbla. 

Un effet Mmblable 5' opère en sens opposé lorsqu'une CMEe 

Utéeanique diminue la distanCe primitive des maMmies; teUe 
eat rorigine de& vibntions des CDrps S0D0re8 ou Bexibles, et 
de tous les effets de leur élasticité. 

55. 
Daos l'état liquide- 011 aériforme, la compresaion ~. térieure 

s'ajoute ou supplée à l'attraction moléculaire, et, s'exerçant 

1 
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Sur ·~s snrfacœ, elle De s'oppose point au cÀangement de 
figure, mais seulement 1t celui du volume occupé. L'emplo 
du calenl ferait mieux CORnaIt .. comment 1. for..: répulsive 
de ia chaCeui, .opposée à l'attraction des molécules ou à la 
eompressioD mérieu-re, coocaurt à la composition des corps 
aolides 011 liqui""., formés d'tm ()U plusieurs principes, et 
détermiue les propriétÉ. élllStiques des Raides aériformes; 
mais ces recherche. n'appartiennent point à l'objet que nous 
tmitDM, et r~nt dan. les théories dynamiques. 

'56. 
On ne peut dOl1ter qne le mode d'action de la chaleur ne 

CORsiste toujours, comme celui de ta lumière, dans la com­
muRication ttéciproque des rsyons, et cette explication est 
adoptée aujourd'h.u de 1. plupart· des physiciens; mais il 
n'est point néceseaire de -considérer les phénomènes sous cet 
aspect pour établir la tbéorie de la chaleur. On reconnattra, 
dans le cours de cet ouvrage,. que les lois de l'équilibre de 
ia chaleur rayonnante et celle. de la propagation, dans les 
masses solides ou liqnides, peuvent, indépendamment de 
taate explication physique, être rigoureusement démontreea 
comme d.es conséquences nécessaires des observations com-

1JI1lne8. 

SECTION III. 

Principe de la cumrnunication de la chaleur. 

57' 
Nans allons présentement eJamÎner ce que les expériences 

nous apprennent sur la communication de la chaleur. 
Si deux molécules égales sont formées de la. même sub-
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stance et ont la m~me température, chacune d'elles reçoit 
de l'autre autant de chaleur qu'elle lui en envoie ; leur action 
mutuelle doit donc être regardée comme nulle·, parce que 
le re.ultat de cette action ne peut apporter aucun change­
ment dans l'état des molécules. Si, au contraire, la première 
est pl", échauffée que la seconde, elle lui envoie plus de 
chaleur qu'elle D'en ~it; le résultat de "action mutuelle 
est 1. différeDce de ces deux quantités de chaleur. D.aDs tous 
les cas, n011& faisons abstraction des quantités égales de 
chaleur que deux. points matériels quelconques s'envoient 
réciproquement; DOUS concevons que le poiot le plus échauffé 
agit seul sur l'autre, et qu'en vertu de cette action, le 
premier perd une certaine quantité de chaleu. qui est ac­
quise par le second. Ainsi l'action de deux molécules, ou 
la quantité de chaleur que la plus échauffée communique 
à l'autre, est la difTérenœ des deux quantités qu'eUes a'en­
voient réciproquement. 

58. 
Supposons que 1'00 place dao. l'air un corpa solide ho­

mogène , dont les différents points oot actuellement des 
,températures inégales; chacune des molécules dont le col"ps 
est composé commencera à recevoir de la chaleur de celles 
qui en sont extrêmement peu distantes, ou leur en commu­
niquera. Cette action s'exerçant pendant le même instant 
entre tous les points de la masse, il en résultera un chan­
gement infiniment petit pour toutes les températures: le 
solide éprouvera à chaque instant des effets semblables; en 
aorte que It's variations de température deviendront de plus 
en plus sensibles. Considérons seulement le système de deux 
molécules égales et extrêmement vo}sines, m et Il, et cher-

"::,. 
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Lorsque les deux molécules, dont rune transmet directe­

ment à l'autre une certaine quantité de chaleur, appartien­
nent au même solide, l'expressi~n exacte de la ch~leur com­
muniquée est celle que nous avons donnée dans l'article 
précédent: parce que les molécules étant extrêmement voi­
sines, la différence des températures est extrêmement petite. 
Il n'en est pas de même lorsque la chaleur'passe d'un corps 
solide dans un milieu aériforme. Mais les expériences nous 
apprennent que si la différence est une quantité assez petite, 
la chaleur transmise est sensiblem~nt proportionnelle à cette 
différence, et que le nombre h peut, dans les premières· re-. 
cherches, être considéré comme ayant une valeur constante, 
propre à chaque état de la surface, mais indépendant de la 
température. . 

6r. 
Ces propositions relatives à la quantité de chaleur com"­

muniquée, ont été déduites de diverses observations. On 
voit d'abord, comme une conséquence évidente des expres­
sious dont il s'agit, que si l'on augmentait d'une quantité 
commune toutes les tem pératures initiales de la masse solide, 
et celle du milieu où -elle est placée" les changements .suc­
cessifs des températures seraient exactement les mêmes que 
si l'on ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sen­
siblement conforme aux expériences; il a été admis par les 
premiers physiciens qui ont observé les effets de la chaleur. 

62. 
Si le milieu est entretenu à une température constante, 

et si le corps échauffé qui est placé dans ce milieu a des di­
mensions assez petites pour que la température, en s'abais­
sant de plus en plus, demeure sensiblement la même dans 

• 6. 
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tom ses points, ill5Wt de. mêmes propositions qu'ils'échap­
pera à chaque instant, par la surface du corps, une quantité 
de chaleur proportionnelle à l'e.cè. de o. température ac­
tuelle sur celle du milieu. On en cOnclut facileme~t, comme 
on le verra dans la. suite de cet ouvrage, qne la ligne dont 
les abscisses représenteraient les temps écoulés, et dont les 
ordonnées représenteraient les températures qui correspon­
deDt à ces temps, est une courbe logarithmique: or,-les -ob­
servations four:oissent 8n.s&i ce même résultat, lorsque l'ex­
cès de la température du solide sur celle du milien est une 
quantité assez petite. 

63. 
Supposons que le milieu soit entretenu à la température 

constante 0, et que les températures initiales des différents 
points a, b, c, d, etc. d'une même masse soient III,~, r, ~ ,etc. 
'{n'à la, Sn du pnmier in6!ant elles soient devenues Œ', ~', Tf, 

~, etc. qu'à la 6n du deuxÎf.me instant elles soient œ", ~", 

y., ,t", etc. ainsi: de suite. On peut facilement conclure d6 
propositions énoncées, que si les températures initiales des 
mêmes -points avaient été ga., G~, gr, d~, etc. (g étant un r 

nombre quelconque), elleg seraient de.enlles, en ve'ttu de 
l'action des différ~nu points à la: fin du ptemier ins~nt, Ga.', 
G~fj Gl, K~, etc., à la lin du second ÏMWnt Ka.", g~", Kl", 
gr', etc., ainsi dt' suite. En effet, comparons les cas où les 
températures iaitiales des; points a, b J C, d éœient œ:, ~, r, ~ , 
avec celui où elles sont 2",21'-,2'(,28, le milieu conservant, 
dans l'un et l'autre cas, la température o. Dans la seconde 

. hypothèse, les différ ... œs de. températures des deux points 
'{uelconquei .ont double&de ce qu'elles étaient dans la pre­
mière, et l'excès de la térnpérature de chaque'point, sur celle 
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de chaque molécule du milieu, est aussi double; par conse­
qn.nt la quantil:l! de chalonr qu'une molécule que1conqne en­
voie à une autre,' ou celle qu'eUe en- reçoit, est, dans la 
seconde hypothèse, douhle de ce qu'eUe était dans la pre­
mière. Le changement que chaque point subit dans sa tempé­
rature étant proportionnel à la quaDtité de chaleu r acquise, 
ils'ell8uit que, dans le second cas., ce changement est double 
de ce qu'il était dans le premier. Or, on a supposé que la 
température initialé du premier point, qui était œ, devient (1,' 

à la fin du premier instant; donc si cette température initiale 
eût été 202:, et gi toutes les autres eUMent été doubles, elle 
serait devenne 2œ'. Il en serait de 'même de toutes les autres 
molécules h, c, d, et l'on tirera une conséquence semblable, 
.si le nipport, au lieu d'être 2,est uo·nombre quelconqueg. 
Il résulte donc du principe de la communication de lâ cha­
leur, que si l'on augmente ou si l'on diminue dans une raison 
donnée toutes lestempératurea initiales" on augmente ou l'on 
diminue dans lit même raison toutes les températures suc~ 
cesaives. 

Ce rémltat, comme les deux précédents, est confirmé par 
les obSfrr'fotions. Il ne podrrait point avoir lieu si la quantité 
de chaleur qui p8:95ed'une molécule à un~ autre n'était point, 
en effet; proportionnelle â. la différence de'S tetnpératures. 

On a observé avec des instruments précis ~ les températures 
permanentes des djfTérent~, point d'une barre on d;une armille 
métalüqlles, et la propagation de la chaleur daus ces mêmes 
corps et dans plusieurs autres solides de ramie sphérique ou 
culMque. Les résultats de ces expériences s'àccordent avec 
ceux que ron déduit des propositions précédentes. Ils se­
raient entièremttrlt différents, si la quantité de'chaleur trans­
mise par une molécule s~lide à une autre, ou à une molécule 
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de l'air, n'était pas proportionnelle à l'excès de température. 
Il est d'abotd nécessaire de connaître toutes les.consëqnences 
rigoureuses de cette proposition; par.là on détermine la par· 
tie principale des quantités qui sont l'objet de la question. 
En comparant ensuite les valeurs calculées avec celles que 
donnent des expériences nombreuses et très-précises, on peut 
facilement mesurer les variations des coëf6.cients, et perfec~ 
tionner les premières recherches. 

SECTION IV. 

Du mouvement uniforme et linéaire de la chaleur. 

65. 
On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme 

de la chaleur dans le C33 le plus simple, qui est celui d'un 
solide infini compris entre deux plans parallèles. 

On suppose qu'un corps solide formé d'une substance ho­
mogène est compris entre deux plans infinis et parallèles; le 
plan inférieur A est entretenu., par une cause quelconque, à 
une température constanlie a,. on peut concevoir, pare.l..emple, 
que la masse est prolongée, et que le plan A est une section 
c6mmune au solide et à cette ma.sse intérieure échauffée dans 
tous ses points par un foyer constant; le plan supérieur B 
est aussi maintenu, par une cause semblable, à une tempé­
rature fixe b, dont .la valeur est moindre que celle de a: il 
s'agit de déterminer quel serait le rèsultat de cette hypothèse 
si elle était continuée pendaut un temps infini. 

Si l'on suppose que la température initiale de toutes les 
parties de ce corps soit b, on voit que la chaleur qui sort 
du foyer A se propagera de plus en plus, et élevera la tem­
pérature des molécules comprises entre les deux plans; 



,CHAPITRE 1. 

mais ,celle du plan supérieur ne pouvant, d'après l'bypo­
thèse, être plus grande queb, la chaleur sc dissipera dans la 
masse plus froide dQIit le contact retient le plan B à 1. tem­
pérature cOPiwl1teb. Le sy5têm~ des ,tempé'atures tendra 
de plU& en plus à un étHt final qu'il" ne pourra jamais 
atteindre, mais <p.i aurait" comm:e on va le prouver, la pro­
priété de subsister lui~même et de se çonserver sans aucun 
changement s'il était une fuis formé. 

Dans cet état final et 6xe que-lIDus considérons, la tem­
pérature permanente, d'un point du solide .est éviùemment 
la même pour tous les points d'une même section parallèle 
à la base; et nous aUons démontrer que cette température 
fixe, qui est commune à tous les points d'une sectioD. inter­
médiaire' dêcroît en progression. arithmétique dep~i~ la .base 
jusqu'au plan supérieur, c·~t..à..rure, qu'en représentant les 
températures- constantes a et b par les ordonnées A« et ·B ~ 1 

cr oy, fig, 1), élevées perpendiculairement sur 1. distance AB 
des deux plans, les températures fixes des couches intermé­
diaires $eront.représentéea pilr les ordonnées de la droite'AB, 
qD.i joint, les èxt.rémités « et ~; aiIl$i 1 en désig.nant par ,z la 
hauteur d'une section io.termédiai~ Ou la ,distance perpeIidi. 
culaVe eu plan A, par e la .bauteur totale ou la distance AB, 
et par v la température <10 la section dont la hauteur est., 

on doit avoir l'équation p=~ + br-
A

· Z• , , 
En ~ffet, si l;e~ te~pératll;re~ étaient établies d'abord suÎ­

ttnt cette loi, et s( les 'surfaces extrêmes A et B étaient tbu­
jouIll retenues aux ,œm~ture5 41 et h, -il ne 'pourrait sur­
venir aucun changement dans l'état du solide. Pour s't'n con· 
. , . 'l, : . ~. . 

vaincre, il suffira de comparer la quantité de chaleur qui 
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traverserait une section i.ntermédiaire A' à celle qui, pen­
dant le même temps, traverserait une autre section B', 

En se representaut que l'état final du solide est formé et 
subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au~es,... 
BOUS du ptan A' doit communiquer de la l-haleur à la .pa~ie 
qui. est au - dessus de ce plan, puisque cette seconde partie 
e8t moins échauffée que la première. 

Imaginons que deux points du solide m et m', extrême­
ment voisins l'un de l'autre, et placé3 d'une manière quel­
conque, l'un m au-dessous du plan!\, et.l'aulre,m' au-desstls 
de ce plan, exercent leur ' action pendant un instant infini­
ment petit: le point le plus échauffé m communiquera à m' 
une certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A'~ 
Soient. x, y, z, les coordonnées rectangulaires du point m~ 
et x'J yi ,'z', les coordonnées dU'pointm' ; :considérons enc,ore 
deùx ' points n t1: ,,: extrêmement voisins l'un de l'autre, et 
placés, par rapport au pIao B', de même que m et m' sont 
placé. pa. rapport au plan A': c'.st-à-dire, qu'en désignant 
par ~ la distanœ perpendicolaire des deux sections A' et B', 
les . coordonnées du. point 'n seront Z ', j, 1+.(, et celles du 
point n' seront z', i, Y.' + C; les deux distances mm' et nA' 

seront égales: de plus; 1. dilTérence de la température. du 
point m. à la température ",' du point m' sera la même que la 
différence des températures des' deux points n et n'. En effet, 
cette première di.(férence se déterminera en 5uJ:>stituJ'nt z et 

., " .' l' ", ~ - a 
ensUite z dans 1 equ~tlOn geD~ral~· v=a + --;-;-. Z', et ret~;\n-. 

chant la seconde équation de la p~mière" on en conclura 

.-v'= b e a (z-z'). On tro~vera ~Dsuite , par' les sub~ti~u ... 
J ,. • J' • 
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rions de z + ~ et z' + ~,que l'excès de la température du point 

n sur celle du point n' a aussi pour expression b-a (z-z'). , 
n suit de là que la quantité de chaleur envoyée par le point 
m au point m' sera la même que la quantité de chaleur en­
voyé par -le point n au point n', car tous les éléments qui 
concourent à déterminer cette quantité de chaleur transmise 
sont les mêmes. 

Il est manifeste que l'on peut appliquer le même raisonne­
ment à tous les systèmes de deux molécules 'lui se commu­
niquent de la chaleur à travers la section A' ou la section B' j 
donc, si l'on pouvait recueillir toute la quantité de chaleur 
qui s'écoule J pendant un même instant, à travers la section 
A' ou la section B', on trouverait que cette quantité est la 
même pour les deux sections. 

Il en résulte que la' partie du solide comprise entre A' et 
B' reçoit toujours autant de chaleur qu'elle en perd, et comme 
cette conséquence s'applique à une portion quelconque de la 
masse comprise entre deux sections parallèles, il est évident 
qu'aucune partie du solide ne peut acquérir une température 
plua élevée que celle qu'elle a présentement. Ainsi, il est 
rigoureusement démontré que l'état du prisme subsistera 
continuellement tel qu'il était d'abord, 

Donc, les températures permanentes des différentes sec­
tions d'un solide compris entre les deux plans parallèles infi­
Dis, sont représentées par les ordonnées de la ligne droite. 

Il p, et satisfont à l'équation liDéai,re y=a +" e a z. 

66, 
On voit distinctement, par ce qui précède, en quoi consiste 

la propagation de la chaleur dans Wl solide compris entre 

7 
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deul plans parallèles et infinis, dont chacun est maintenu il 
une température constante. La chaleur pénètre successive­
ment dans la masse à travers la base inférieure: les tempé­
ratu~es des sections intermédiaires s'elèvent 1 et ne peuvent 
jamais surpasser ni même atteindre entièrement une certaine 
limite dont elles s'approchent de plus en plus: cette limite ou 
température finale est différente pour les différentes couches 
interrr.édiaires, et elle décroît, en progression arithmétique, 
depuis la température fixe du plan inférieur, jusqu'à la tem­
pérature rixe du plan supérieur. 

Les tcmpérf\tUft's finales sont celles qu'il faudrait donner 
au solide pour que son état fût permanent j l'état variable qui 
le précède peut être aussi soumis au calcul, comme on le 
verra par la suite; mais nous ne considérons ici que le sys­
tème des températures finales et permanentes. Dans.ce der­
nier état, il s'écoule, pendant chaque division du temps, à 
travers une section parallèle à la base ou une portion déter­
minée de cette section, une certaine quantité de chaleur qui 
est constante, si les divisions du temps sont égales. Ce flux. 
unifonne est le même pour toutes les sections intcnnédiaires; 
il est égal à celui qui sort du foYt:r et à celui que perd, dans 
le même temps, la sUlface supérieure du solide en vertu de 
la cause qui maintient la température. 

67· 
Il s'agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur 

qui se propage uniformément dans le solide, pendant un 
temps donné, à travers une partie déterminée d'une section 
parallèle à la base: elle dépend, comme on va le voir, des 
deux températures extrêmes a et b, et de la distance e des 
deux bues; elle varierait, ai l'un quelconque de ces éléments 
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venait à changer, les autres demeurant les mêmes. Supposons . 
nn second solide, fonnéde la mêmesuhstance que le premier, 
et compris entre deux plans parallèles infinis, dont la distance 
perpendiculaire est e'; CF oy.f'fJ. :1) la base inférieure est entre­
tenue à la température fixe a', et la base supérieure, à la 
tempprature fixe b': l'un et l'autre solides soI}t considérés 
dans cet état final et permanent qui a la propriété de se con­
server lui - même dès qu'il est formé. A.insi la loi des tem­
pératures est exprimée, pour le preDÙer corps, par l'équation 

b -. 1 d 1'" • J/=a + -.- z, et pOUl' e secon , par equatlon u=a + 

h' :;a' oZ, y étant dans le premier,solide,et u dans le second, la 

température de la section dont z est la hauteur. 
Cela posé, on comparera la quanti~é de chaleur qui , pen­

dant l'unité de temps, traverse une étendue égale à l'unité de 
surface prise sur une section intennédiaire L du premier 
solide, à celle qui, pendant le même ~emps, traverse une 
égale étendue prise sur .la section L' du second, 1 étant la 
hauteur commune de ces deux-sections, c'est-à-dire, la dis­
tance de chacune d'elles à la ,base inférieure. On considérer.a 
dans le premier corps deux points n et n'extrêmement voi .. 
sins, et dont l'un n est au - dessous du plan L, et l'autre n' 
au-dessus de ce plan: :x,y, z, sont les coordonnées de n,­
ct x', i, z', les coordonnées de n', , étant moindre que z', 
el plus grand que •. 

On considéreru aussi dans le second ,solide r action instnn. 
mnée de deux points pet p', qui sout placés, par rapport 
à la section L', de même que.les points n etn' par rapport" 
)a sectioo L du premier solide. Ainsi, les ,mêmes ,coordoD-

7· 
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nées x, j, z, et X', y'. Z', rappoTtées à trois axes rectangu­
laires dans le second corps, filleront aussi la position des 
points p et p'. 

Or, la distance du point n au point n'est égale à la dis­
tance du point p au point p' , et comme les deux corps sont 
formés de la même suhstance, on en conclut, suivant le prin .. 
cipe de la communication de la chaleur, que l'action de n sur 
",', ou la quantité de chaleur donnée par n à n', et l'action 
de p sur p', ont entre elles le même rapport que les diffé-

d ' , , rences e temperatures v-y et u-u, 
En substituant Y, et ensuite' 1/ dans l'équation qui convient 

au prernier solide, et retranchant on trouve v-v'= Ch e a) 
(z- z'), on a aussi, au moyen de la seconde équation, 

u_u,=(h t: a) (z - z.'), donc le rapport des deux actions 

d '\" \ . d a-Il, a' -/J' ont 1 5 aP1t est ce Ul e -- a --,-' 
C' •• 

On peut concevoir maintenant plusieurs autres systêmes 
de deux molécules dont la première envoie à la seconde à 
travers le plan L, une certai_ne quantité de chaleur, et chacun 
de ces systèmes, choisi dans le premier solide, pouvant être 
comparé à un système homologue placé dans le second, et 
dont l'action s'exerce à travers la section L', on appliquera 
encore le raisonnement précédent pour prouver que le rap-

d d · . \ . d a-b, a' -b' port es eux actions est toujours ce w e -- a , e , 

Or, la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant, 
traverse la section L, resulte de l'action :iimultanée d'une 
multitude de systêmes dont chacun est formé de deu.x 
points; donc cette q~tité de chaleu.r et celle qui, dans le 



CHAPITRE 1. 

second solide, traverse pendant le même instant la section 

L' . Il 1 d a-/J, a'-b' , ont aussI entre e es e rapport e -- a , . , 
Il est donc facile de comparer entre elles l'intensité des 

flux constants de chaleur qui se propagent uniformément 
dans l'un et l'autre solides, c'est - à ~ dire les quantités de cha~ 
leur qui, pendant l'unité de temps, travers~nt l'unité de sur­
race dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deu inten-
. , 1 . d d . a-h a' _h' s· 1 d sites est ce UI es eux quobents -- et --, -. 1 es eux • • 

quotients 80nt égaux, lea. flux sont les mêmes, quelles que 
soient d'ailleurs les valeurs a, b, e; a', b', e',. en général, en 
désignant par F le premier flux, et par F le second, on aura 

~=(" , h): ca' .' h} 
68. 

Supposons que, dans le second solide, la température 
permanente a' du plAn inférieur soit celle de l'eau bouillante 
J ; que la température h' du plan supérieur soit ceUe de la 
glace fondante 0 ; que la distance e' des deux plans soit l'unité 
de mesure (un mètre); désignons par K le flux constant de 
chaleur qui, pendant l'unité de temps (une minute), traver­
serait l'unité de surface dans Ce den1ier solide, s'il était fonné 
d'une substance donnée; K exprimant un certain nombre 
d'unités de chaleur, c'est·à·dire un certain nombre de fois la 
chaleur nécessaire pour convertir en eau un kilogramme de 
glace: on aura. en général, pour déterminer le Oox constant 
F, dans un solide formé de cette même substance, l'équation 
F a-h F K a - b 
-K=-- ou = --. , . 

La valeur de F est celle de la quantité de chaleur qui, 
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Si l'on supposait que l'action d'un point de la masse pût 
s'étendre jusqu'à une distance finie f, il faudrait que l'épais. 
seur des tranches extrêmes, dont l'état est maintenu par la 
cause extérieure, fût au moins égale à e. Mais la quantité 
f n'ayant en effet, dans l'état naturel des solides, qu'une 
valeur inappréciable, on doit faire abstraction de cette épais­
seur; et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune 
des deux couches, extrêmement petites, qui terminent le 
solide. C'est toujours ce que l'on doit entendre par ce~ 
expression, entretenir la température constante de la surface. 

7', 
Nous allons encore examiner le cas où le même solide 

serait exposé, par rune de ses faces, à l'air atmosphérique 
entretenu à une température constante. 

Supposons donc que ce.plan inférieur conserve, en vertu 
d'une cause extérieure quelconque, la température fixe a, et 
que le plan supérieur, au lieu d'être retenu, comme précé­
demment, à une température moindre b, est exposé à l'air 
atmosphérique maintenu à cette température b, la distance 
perpendiculaire des deux plans étant toujours désignée par 
e .. il s'agit de déterminer les températures finales. 

En supposant que, dans l'état initial du solide, la tempé­
rature commune de ses molécules est b ou moindre que b, 
on se représente facilement que la chaleur qui sort inces­
samment du foyer A pénètre la masse.,. et élève de plus en 
plus les températures des sections intermédiaires; la surface 
supérieure s'échauffe successivement, et elle laisse échapper 
dans l'air une partie de la chaleur qui a pénétré le solide. Le 
systême des tt'mpératures s'approche continuellement d'un 
dernier état qui subsisterait de lui - même s'il était d'abord 
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formé; dans cet état final, qui est celui que nous considérons, 
la température du plan B a une valeur fixe, mais inconnue, 
que nous èlésignerons par ~, et· comme le plan inférieur A 
conserve aussi une température pennanente a, le système 
des températures est représenté par l'équation générale 

~ =a + ~ a z, V désignant toujours la temperature fixe de 
e 

la section dont la hauteur est z. La quantité de chaleur 
qui s'écoule pendant l'unité de temps, à travers une surface 
égale à l'unité et prise sur 'une section quelconque, est 

k a ê, k désignant la conducibilité propre. , 
, Il faut considérer" maintenant que la surface supérieure 
B, dont la température est~, laisse échapper dans l'air une 
certaine quantité de chaleur qui doit être précisément égale 
à celle qui traverse une section quelconque L du solide. S'il 
n'en était pas ainsi, la partie de la masse qui est comprise 
entre cette section L et le plan B ne recevrait point up.e 
quantité de chaleur égale à celle quO elle perd; donc elle ne 
conserverait point son état, ce qui est contre l'hypothèse j 
donc le· flux constant de la surface est égal à celui qui tra­
verse le solide:. or, la quantité de chaleur qui sort, pendant 
l'unité de temps, de l'unité de surface prise sur le plan B, 
est exprimée par h (~-b) j b étant la température fixe de 
l'air, et h la mesure de la conducibilité de la surface B, on 

doit donc former l'équation k a • Il = h (~. - b ), qui rera 

connaître la valeur de ~. 

On en déduit a_~= h:~a:;:), équation dont le second 

8 
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membre est connu; car les températures a et b sont données 

ainsi que les quantités h, ", e. .. 

En mettant cette valeur de a- ~ dans l'équation générale 

p=a + f! II' a z, on aura, pour exprimer les températures 

d 1 ' d l'd 1'" hz(a-b) e toutes es sectIOns u so 1 e, equatIon a-Y= hll'+k 

dans laquelle il n'entre que des quantités connues et le. 
variables correspondantes" et z. 

7" 
Nous avons déterminé jusqu'ici l'état final et permanent 

des températures dans un solide compris entre deux surfaces 
planes, infinies et parallèles, entretenues à des températures 
inégales. Ce premier cas est, à proprement parler, celui de 
la propagation linéaire et uniforme, car il n'y a point de 
transport de chaleur dans le plan parallèle aux bases; celle 
qui traverse le solide s'écoule uniformément, puisque la 
valeur du flux est la même pour· tous les instants et pour 
toutes les sections. 

Now allons rappeler les trois propositions principales qui 
résultent de l'examen de cette question; elles sont suscep­
tibles d'un grand nombre d'applications, et forment les pre­
miers éléments de notre théorie. 

1 0 Si l'on élève aux deux extrémités de la hauteur e du 
solide deux perpendiculaires qui représentent les tempéra. 
tu""! a et b de. deux base., et si l'on mène une droite qui 
joigne les extrémités de ces deux premières ordonnées, toutes 
les températures intermédiaires seront proportionnelles aux 
ordonnées de cette droite; elles sont exprimées par l'équa-
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tion générale a_",=(4 e h)z;" désignant la température 

de la section dont la hauteur est z. 
3,0 La quantité de chaleur qui s'écoule unironnément, 

pendant l'unité de temps, à travers l'unité de surface prise 
sur une section quelconque p.Uèle aux bases, "est, 
toutes choses d'ailleurs égales, en raison directe de la 
différence Q;- b des températures extrêmes et en raison 
ioverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantité 

de' chaleur est exprimée par K. (ta e h), ou - K . ~:' en 

déduisant de l'équation génér~e la valeur de ~ épu est 

constante; ce flux unirorme est toujours représenté pour 
une substaDce donnée, et dans ,le solide dont il s'agit, par la 
tangente de l'angle compris entre la perpendiculaire e et la 
droite dont les ordonnées représentent les températures. 

3° Si l'une des surfaces extrêmes du solide étant toujours 
usujétie à la température a, l'autre plan est exposé à l'air 
maictenu à une température 6xe b,' ce plan en contact avec 
l'air, acquiert, comme dans le cas precédect, une tempéra_ 
ture fixe ~, plus grande que b, et il laisse échapper dans 
l'air, à tt'avers l'unité de surface, pendant l'unité de tempa t 
llnè quantité de chaleur exprimée par h ( ~-b J, h désignant 
la conducibHité extérieure du plan. 

Ce mêmeOux de chaleur h (~-bJ est "gal à celui qui 
traverse le prisme et dont la valeur est K (a-~ J, on. donc 

\'équation h (~ '- b J = K . • , ê, qui donne la valeur de ~. 

8. 
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SECTION V. 

Loi JeT température.$ permanente, dans un prisme âune 
pen'te épaisseur . 

• 
73. 

On appliquera facilement les principes"qui viennent d'être 
exposés à la question !uivante, qui est très-simple en elle­
même, mais dont il importàit de fonder la solution sur une 
théorie exacte. 

Une barre métallique, dont la fonne est celle d'un parallé­
lipipède rectangle d'une longueur infinie, est exposée à l'ac­
tion d'un foyer de chaleur qui donne à tous les points de son 
extrémité A une température constante. Il s'agit de déter­
miner les températures fixes des différentes sections de la 
barre. 

On suppo,c;e que la section perpendiculaire à l'axe est un 
quarré dont le côté !ll est assez petit pour que l'on puisse 
sans erreur sensible regarder comme égales les températures 
des différents points d'une même section. L'air dans lequel 
la banc est placée est entretenu à une température constante 
0, et emporté par un courant d'une vttesse uniforme. 

La chaleur passera successivement dans l'intérieur" du so­
lide, toutes ses parties situées à la droite du foyer, et qui 
Il'étaient point exposées immédiatement à son 'action, s'échauf· 
fero~t de plus en plus, mais la température de chaque point 
ne pourra pas augmenter au·delà d'un certain terme. Ce 
maximum de température n'est pas le même pour chaque 
se<:tion; il est en général d'autant moindre que cette section 
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est plus éloignée de l'origine; on désignera par v la tempé. 
rature fixe d'une section perpendicùlaire à l'axe, et placée à 
la distance .r de l'origine A. 

Avant que chaque point du solide ait atteint son plu~ 
haut degré de chaleur, le système des températures varie 
continuellement, et s'approche de plus en plus d'un état fixe, 
qui est celui que l'on considi-re. Cet état final se conserverait 
de lui-même, sil était formé. Pour que le système d. tem­
pératures soit permanent, il est nécessaire que la quantité de 
chaleur qui traverse, pendant l'unité .Ide temps, une section 
placée à la distance :c de l'origine, compense exactement 
toute la chaleur qui "s'échappe, dans le même temps, pRr la 
partie de la surface extérieure du prisme qui est située à ta 
droite de la même section. La tranche, dont l'épaisseur est 
dx, et dont la surface extérieurè est 8ldx, laisae échapper 
dans l'air, pendant l'unité de temps, une quantité de chaleut' 
exprimée par 8 h l'Idx, h étant la mesure de la conducibllité 
extérieure du prisme. Donc, en prenant l'intégrale f8 h .1 'Id r 

depuis %=0 jusqu'à x= ~, ~n trouvera la quantité de cha~ 

leur qui sort. de toute ]a surface de la barre pendant l'unité 
de temps ; et si l'on prend la même intégrale, depuis x=o 
jusqu'à x =x, ou aura la q'uantité de chaleur perd~e par la 
partie de la surface comprise entre le foyer et la section 
placée à la distance x. Désignant par C la première intégrale 
dont la valeur est constante, et par f8hl'ldx la valeur .. 
variable de 1. seconde; la différence C-f8hlvdx expri-
mera la quantité totale .de chaleur qui s'échappe dans l'air, 
à travers la partie .de la surface placée à la droite de la sec· 
tion. D'un autre côté, la tranche du solide, comprise eutrp. 
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deux sections infiniment v9isinés placées aux distances x et 
x + dx, doit être a5Similée à un solide infini, terminé par 
deux plans parallèles, assujétis à des températures fixes" et 
'" + dfl , puisque , selon l'hypothese, la température ne varie 
pas dans toute l'étendue d'une même section. L'épaisseur du 
solide est d:r:, et I"étendue de la section est LI l ' : donc, la 
quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant 
l'wlÎ~de temps, à travers un.c section de ce solide, est, 

d'après les principesprécédents,-4 l"lr ~, k étant. la con­

ducibilité spécifique intérieure; on doit donc avoir l'équation 
, d, cod" -Lll k. dr= -;[<>hlvdx, oukl dr , =2hv. 

7L1· 
On obtiendrait le même résultat, en considérant l'équilibre 

de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite, com­
prise 'entre les deux Sections dont les distances sont x et 
x + d:x:. En effet, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité 
de temps, traverse la première section placée. à la distànce 

.1: , est-41' J:~;. Pour trouver celle qui s'écoule pendant le 

même temps, à travers la section suivante placée: à la dis­
tance:r: + d:r: , il faut, dans l'expression précédente, changer 

x en x + dx, ce qui donne - 4l- k (~; + d(~:)- Si l'on 

retranche cette seconde expression de la première, on con .. 
.. naîtra. combien la tranche que terminent les deux &ectioll3, 

acquiert de chaleur pendant l'unité de temps; et puisque 
l'état de cette tran~he est permanent, il faudra que toute 
cette chaleur acquise soit égale à celle quI se dissipe dans 
l'air à travers la surface extérieure 81d~ de cette même 
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tranche; or, cette dernière quantité de chaleur est 8 hl'ld% j 
OD obtiendra donc la même équation 

8 h /. d:z = 41'. k d (~;) ou ~~~ = ~ •. 
75, 

De quelque manière que l'oll forme cette équation, il est 
nécessaire de remarquer que la quantité de chaleur qui 
pénètre dans la tranche dont l'épaisseur est d x, a une valeur 

finie, et que son expression exacte est -41-. k~;. Cette 

tranche étant comprise entre deux surfu.ces, dont la première 
ft la température", et la .seconde une température moindre 
v', on aperçoit d'abord que la quantité de chaleur qu'elle 
reçoit parJa première surface dépend de la différence 11-_, 
et lui est proportionnelle; mais cette remarque ne suffit pas 
pour établir le calcul. La quantité dont il s'agit n'est point 
une différentielle: cne a une valeur finie, puisqu'elle équivaut 
à toute la chaleur qui sort par la partie de la surface exté­
rieure du prisme qui est située à la droite de la section. 
Pour s'en former une idée exacte, il faut comparer la tranche, 
dont l'épaisseur est dz, à un solide terminé par deux plans 
parallèl .. dont la distance est e, et qui sont retenus à des 
températures inégales a et b, La quantité de chaleur qui 
pénètre dans un pareil prisme, à travers la surface la plus 
échauffée, est en effet proportionnelle à la différence a- b 
des températures extrêmes, mais .elle ne dépend pas seule­
ment de cette différence; toutes choses d'ailleurs égales, elle 
est d'autant moindre que le prisme a plus d'épais&eur, ct en 

général eUe est proportionnelle à a-b. C'est pourquoi la 
. . 

quantité d~ chaleur qui pénètre par la première surface dans 
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la tranche, dont l'épaisseur est dz, est proportionnelle à . ,-, 
d7" 

NOU5 insistons sur cette remarque parce que ('omission 
que l'on en avait. faite a été le premier obstacle à l'éta­
bHssement de la théorie. E. ne faisant point une analyse 
complète des éléments de la question, on obtenait une éqp.a­
tion non homogène, et, à plus forte raison, on n'aurait pu 
former les équations qui expriment le mouvement de la cha­
leur dans des cas plus composés. 

Il était nécessaire aussi d'introduire dans le calcul les 
dimensions du prisme, afin de ne poipt regarder comme 
générales les conséquences que l'observation avait fournies 
dans un cas particulier. Ainsi l'on a reconnu par l'expérience 
qu'une barre de fer, dont on échauffait l'extrémité, ne pou­
vait acquérir, à six pieds de dista.nce du foyer, une tempéra­
ture d'un degré (octogésimal); car, pour produire cet effet, il 
faudrait que la chaleur du foyer surpassât beaucoup œlle 
qui met Je fer en fusion i mais ce résultat dépend de l'épais­
.eur du prisme que l'on a employé. Si elle eût été plus 
grande , la chaleur se serait propagée à une plus grande 
distance, c'est-à-dire, que le point de la barre qui acqniert 
une température fixe d'un degré , est d'autant plus eloigné 
du foyer que la barre a plus d'épaisseur, toutes les autres 
conditions demeurant les mêmes. On peut toujours élever 
d'un degré la température-de l'extrémité d'un cylindre de fer, 
en échauffant ce solide par son autre extrémité; il ne faut 
que donner au rayon de la base une longueur suffisante; 
çela est, pour ainsi dire, évident, et d'ailleurs on en trouver~ 
Ja preuve dans la solution de la question (art. 78). 
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76 . 
. r:intégrde de l'équation précédente est 

• - %' V;~ -xv~ 
V = Ae Al +Be Al, A ct B Prant deux con-
tantes arbitraires; or, si l'on suppose la distance x infinie, 
la valeur de la température 'V doit être infiniment petite; 

V" 
donc le terme Be - Z 11 ne subsiste point dans l'intégrale; 

v ,, 
•. ". -,x TI ' l' alDSI 1 equa.t1on v=A e represente 1 etat permanent 

du solide; la température à l'origine est désignée par la con­
stante A,'puisqu'elle est la 'Valeur de v lorsque x est nulle. 

Cette même loi suivant laquelle les températures décrois-:­
sent, est donnée aussi par l'expérience; plusieurs physiciens 
ont observé les températures fixes des différents points 
d'une barre métallique exposée par son extrémité à l'action 
constante d'un foyer de chaleur, et ils ont reconnu que les 
di.tances à l'origine representent les logarithmes, et les tem­
pératures les Dombres correspondants: 

77· 
La valeur numérique du quotient constant de deux tem-­

pératures consécutives étant déterminée par r observation, 

on en déduit facilement celle du rapport i : car, en dési­

gnant par v, , v" les températures qui répondent aux dis­
tances or" x" on aura 

v. -(z.-z.)V1: ~Ir' 
-==e ou -. 

log. v, -log. v •. Vi 
z. z. 

Quant aux valeurs séparées de h et de k, on ne peut les 
déterminer par des expériences de ce genre: il faut observer 
aussi le mouvement varié de la chaleur. 

9 



6B THÉORIE DE LA CHALEUR. 

SECTION VI. 

De rÉchauffement des espaces c/os. 

B,. 

Nous ferons encore usage des théorêmes de l'article 7'.J 
dans la question suivante, dont la solution présente des ap­
plications utiles; elle consiste à détermine .. le degré d'échauf­
fement des espaces clos. 

On suppose qu'un espace d'une fonne quelconque, rempli 
d'air atmosphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes 
les parties de l'enceinte sont homogènes et ont uJ?-e épais­
seur commune e, assez petite pour que le rapport de la 
surface extérieure à la surface in~rieure differe peu de l'u­
nité. L'espace que cette enceinte termine est échauffé par 
un foyer dont l'action est constante; par eltemple, au.moyen 
d'une surface dont l'étendue est cr, et qui est entretenue à la 
température pet-mane.-e IZ. 

On ne considère ici que la température moyenne de l'air 
contenu dans l'espace, sans avoir égard à l'inégaledistribu­
tion de la chaleur dans cette masse d'air; ainsi l'on suppose 
que des causes subsistantes en mêlent incessamment toutes 
les portions, et rendent leur température uniforme. 

On voit d'abord que la chaleur qui sort continuellement 
du foyer se répandra dans l'air environnant, et pénétrera 
dans la masse dont l'enceinte est formée, 80 dissipera ;en 
partie par la surface, et passera ·dans l'air extérieur' que l'on 
suppose entretenu à une tef!1pérature moins élevée et per­
manente n. L'air intérieur s'échauffera de plus en plus; il en 
sera de même de l'enceinte solide: le système des tempéra-
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tures s'approchera sans cesse d'un dernier état qui est l'objet 
de la question, et qui aurait la propriété de subsister de lui­
même et de se conserver sans aucun changement, pourvu 
que la surface du foyer (1 fùt maintenue à la température ct:, 

et l'air extérieur à la température n. 
Dans cet état pennanent que l'on veut détenniner, l'air 

intérieur conserve une température fixe m: la température 
de la surface intérieure s de l'enceinte solide a aussi une va .. 
leur 6xe a; enfin la surface extérieure s, qui termine cette 
enceinte, conserve une température b moindre que a, mais 
plus grande que n. Les quantités (1, CE, s, e et n sont connues, 
et les quantités m, a et b sont inconnues. 

C'est dans l'excès de la température m sur celle de l'air 
extérieur n que consiste le degré de l'échauffement; il dépend 
évidemment de-l'étendue ~ de la surface échauffante et de 
sa température GI; il dépend aussi de l'épaisseur e de l'en. 
cei.nte, de l'étendue 1 de la !Jurfaçe qui la tennine, de la 
facilité avec laquelle la chaleur pénètre sa surface intérieure 
ou celle qui lui est opposée; enfin de la conducibilité spé­
cifique de la masse solide qui forme l'enceinte; car si l'un 
quelconque. de ces éléments venait à être changé, les autres 
demeurant les mêmes, le degré de réchauffement varierait 
aussi. Il "agit de déterminer comment toutes ces quantités 
·entrent dans la valeur de rn-n. 

S,. 
L'enceinte solide e5t terminée par deux surfaces égales, 

dont 'chacune est maintenue à une température fixe; chaque 
élément prismatique clu solide compris entre deux pariions 
opposées de ces surfaces, ét les normales élevées sur le 
contour des bases, est donc dans le même état que s'il ap--
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m-. n=a.-m P, eD désignant par P la ~aDtité coDnue 

011 en conclut 

~.CCh ce C) +T+Ü 

• Cc ce C) p (.-n)s h+j[+iï 
m-n=(.-n) .+p= • Cc ce C) 

1+- -+-+-
s II, K H 

85. 
Ce résultat fait connaître comment le degré de l'échauffe­

ment m - n dépend des quantités données qui constituent 
l'hypothèse. 

Nous indiquerons les principales conséquences que l'on 
en peut déduire. 

[0 Le degré de l'échauffement m-n est en raison directe 
de l'excès de la température du foyer sur celle de l'air exté­
rieur. 

:2.0 La valeur de m-n ne dépend point de la forme de 

l'enceinte ni de sa capacité, mais seulement du rapport ~ de , 
la surface dont la chaleur sort à la surface qui la reçoit, et 
de l'épaisseur e de l'enceinte. 

Si l'on double la surface a du foyer, le degré de l'échauf­
fement ne devient pas double, mais il augmente suivant une 
certaine loi que l'équation exprime. 

3° Tous les coëfficiens spécifiques qui règlent l'action de 
la chaleur, savoir: fI, K, H et h, composent, avec la di­
mension e J dans la valeur de m-n, un élément unique 

f +;( + i, dont on peut déterminer la valeur par les ob­

servations. 
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Si l'on doublait l'épaisseur e de l'enceinte, on aurait le 
même résultat que si l'on employait, pour la former, une 
substance dont la conducibilité propre serait deux fois plus 
grande. Ainsi l'emploi des substances qui condu.i.~ent diffi­
cilement la chaleur pennet de domier peu d'épaisseur à-l'en-

ceinte; l'effet que l'on obtient ne dépend que du rapport ~. 

4° Si la conducibilité K est nulle, ou trouve m-n=/% j 
c'est-à-dire que l'air intérieur prend la température du 
foyer: il en est de même si H est nulle ou si h est nulle. 
Ces conséquences sont d'ailleurs évidentes, puisque la cha­
leur ne peut alors se dissiper dans l'air extérieur . 

. 50 Les valeurs des quantités C, H, h, K et 1%, que l'on 
suppose connues, peuvent être mesurées par des expé­
riences directes, comme on le verra par la suitej.mais, dans 
la question actuelle, il suffirait d'observer la valeur de 
rn-n. qui correspond à des valeurs données de a et de «, 
et on s'en servirait pour déterminer le coëfficient t9tal 

(.-nJ ~ p 
If ge If d [" . , h +K" + H' au moyen e equatlOn m-n= a-

I 1 + ~ p 

dans laquelle p désigne le coëfficient cherché. On mettra 

dans cette équation, au lieu de ~ et de «- n, les valeu,r5 

de ces quantités, que l'on suppose données, et· celle de 
rn-n., que l'observation aura fait connaître. On en déduira 
la valeur de p, et ron pOlUTa ensuite appliquer la formule à 
une infinité d'autres cas. 

60 Le coëfficient H entre dans la valeur de m - n de la 
même manière que le coëfficient h; par conséquent l'état de 

10 
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la superficie, ou celui de l'enveloppe qui la couvre, procure 
le même efTet, soit qu'il se rapporte à la surface intérieure 
ou à la surface eI.térieure. 

On aurait regardé comme inutile de faire remarquer ces 
diverses conséquences, si l'on ne traitait point ici des ques­
tions toutes nouvelles, dont les résultats peuvent être d'une 
utilité immédiate. 

86. 
On sait que les corps animés conservent une température 

sensiblement fixe, que l'on peut regarder comme indépen­
dante de la température du milieu dans lequel ils vivent. 
Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur 
constante, de même que les substances enflammées dont 
la combustion est devenue uniforme. On peut donc, à 
l'aide des remarques précédentes, prévoir et régler avec 
plus d'exactitude l'élévation des températures dans les lieux 
où l'on réunit un grand nombre d'hommes. Si l'on y observe 
la hauteur du thermomètre dans des circonstances données, 
on déterminera d'avance quelle serait cette hauteur, si le 
nombre d'hommes rassemblés dans le même espace deve­
nait beaucoup plus grand. 

A la vérité, il Y a plusieurs circonstances accessoires qui 
modifient les résultats, telles que l'inégale épaisseur des 
parties des enceintes, la diversité de leur exposition, l'effet 
que produisent les issues, l'inégale distribntion de la chaleur 
de l'air. On ne peut donc faire une application rigoureuse 
des règles données par le calcul; toutefois, ces règles sont 
précieuses en elles-mêmes, parce qu'elles contiennent les 
vrais principes de la matière: clIcs préviennent des raison­
nements vagues et des tentatives inutiles ou confuses. 
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87' 
Si le même espace était échauffé par deux ou plusieurs 

foyers de différente espèce, ou si la première enceinte était 
elle-même contenue dans une seconde enceinte séparée de 
la première par une masse d'air, on détenninerait fadle­
ment aussi le degré de l'échauffement et les températures 
des surfaces. 

En supposant qu'il y ait, outre le premier foyer c, une 
seconde surface échauffée n dont la température constante 
soit J!I, et la conducibilité extérieure j 1 on trouvera, en 
conservant toutes les autres dénominatiom, l'équation sui~ 
vante : 

C 
.. g ~.i) 
S+S 

m-n= . 
l+(~+ i) 

si l'on ne suppose qu'un seul foyer 0', et si la première en­
ceinte est elle-même contenue dans une seconde, on repré­
sentera par S', h', f, H', les éléments de la seconde enceirite 
qui correspondent à ceux de la première, que l'on désigne 
par S. h. Ir.. H, et l'on trouvera, en nommant p la tempé­
rature de l'air qui euvironne la surface extérieure de la 
seconde enceinte, l'équation suivante: 

;=n,p 
m-p= I+P 

La q.uantité P représente 

o Ct; g' go) 0 (g g " go ) s ~+ K +ii +s' ';;+Y+if' , 

On trouverait un résultat semblable si l'on supposait trois 
ou un plus grand n~mbre d'enceintes successives; et l'on en 

10. 
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conclut que ces enveloppes solides, séparées par l'air, con­
courent beaucoup à augmenter le degré de l'échauffement, 
quelque petite que soil leur épaisseur. 

88. 
Pour rendre cette remarque plus sensible, nous compare­

rons la quantité de cbaleur qui sort de la surface d'un corps 
échauffé, à celle que le même corps perdrait, si la surface 
qui l'enveloppe en était séparée par un· intervalle rempli 
d'air. 

Si le éorps A est échauffé par une cause constante, en 
sorte que la surface conserve la température fiJ.e b, l'air 
étant retenu à la température moindre a, la quantité de 
chaleur qui s'échappe dans l'air pendant l'unité de temps, 
à tl"avers une surface égale à l'unité, sera exprimée par 
h (h-a), h étant la mesure de la conducibilité extérieure. 
Donc, pour que la masse puisse conserver la température 
fixe b, il est néœssaire que le foyer, quel qu'il sojt, fournisse 
une quantité de chaleur ég<tle à ft S (h-a), S désignant 
l'étendue de la surface du sulide. 

Supposons que l'on détache de la masse A une tranche 
extrêmement mince qui soit séparée du solide p<tr tin inter­
valle rempli d'air, et que la superfi('ie de ce même solide A, 
soit encore maintenue à la température b. On voit que l'air 
contenu entre la tra.nçhe et le corps s'échauffera et prendra 
une température a' plus grande que a. La tranche elle-même 
parviendra à un état permanent et transmettra à l'air exté­
rieur dont la température fixe est a toute la chaleur que le 
corps perd. 11 s'ensuit que la quantité de chaleur sortie du 
solide sera h S (h-a'), au lieu d'être h S (h-a), car 
on suppose que la nouvelle superficie du solide et celles qui 
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terminent la tranche ·ont aUSsi la même conducibilité exté­
rjeure h. 11 est évident que la dépense de la source de cha­
leur sera moindre qu'ell e n'était d'abord. Il s'agit de con­
Duttre Je rapport exact de ces quantités. 

89' 
Soient e l'épaisseur de la tranche, m la température fixe 

de sa surface inférieure, n celle de la surface supérieure et 
K la conducibiHté propre. On aura, pour l'expression de la 
quantité de chaleur qui sort du solide par $' superfIcie, 
hS (b-d). 

Pour celle de la quantité qui pénètre la sunace inférieure 
de 1. tranche h S (d-m ). 

Pour celle de la quantité qui traverse une section quel-

conque K S (m-;n ) de cette même tranche. 

Eofin, pour celle de b. quantité qui passe de la. sulfaee 
sUpfrieure dans l'air h S (n-a). 

T outes ces qu.antités doivent être égales, on a donc les 
équations suivantes : 

. " h (n-a )= - (m-n) • 
h (n-a )=h Cd-m) 

h (n-a )=h (b-d) 

Si l'on écrit de plus l'équation ·identique h (n-a)=h 
(n-a), et si on les met toutes sous -cette forme: 

n-a=n- a 
h. 

m-n= K (n-a) 

d-m=n--:-a 

b-a'=n-a 
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on trouvera, en les ajoutant, 

b-a=(n-a)(3 + ~} 

La quaptité de chaleur perdue par le Bolide était .... 
h S ( b-a) lorsque sa superficie communiquait librement à 
l'air, elle est maintenant" S (b-d) ou" S (n-a) qui équi-

vaut à " S 
6 - 4 -

3 h. 
+ï[ 

La première quantité est plus grande que la seconde, dans 

d 3 
h. , 

le rapport e + K a I. 

Il faut donc, pour entretenir à la température b le solide 
dont la superficie communique immédiatement à l'air, plus 
de trois fois autant de chaleur qu'il n'en faudrait pour le 
maintenir à la même température h, lorsque l'extrême SUf­

face n'est pas adhérente, mais distante du solide d'un inter­
valle quelconque rempli d'air. 

Si l'on suppose que l'épaisseur e est infiniment petite , le 
rapport des quantités de chaleur · perdues sera 3, ce qui au­
rail encore lieu si la conducibilité K était infiniment grande. 

On se rend facilement raison de ce résultat. car la chaleur 
ne pouvant s'échapper dans l'air extérieur, sans pénétrer 
plusieurs surfaces, la quantité qui s'en écoule doit être d'au­
tant moindre que le nombre des surfaces interposées est 
plus grand; mais on n'aurait pu porter, à cet égard, aucun. 
jugement exact si l'on n'eût point soumis la question au 
calcu\. 

9°· 
00 n'a point considéré, dans l'article précédent, l'effet de 
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l'irradiation il t1"avers la .couche d'air qui sépare les deux 
surfaces, cependant cette circonstance modifie la question, 
puioqu'i1 y • une partie de la chaleur 'lui pénètre immédia­
tement au-delà de l'air interposé. Non" supposerons donc 1 

pour rendre l'objet du calcul plus distinct, que l'inu,rvaUe 
des surfaces est vide d'air, et que le corps échauffé est 
couvert d'un nombre quelconque de tranches parallèles et · 
eloignées les unes des autres. 

Si la chaleur qui sort du solide par lia super6cie plane 
entretenue à la température b, se répandait librement dans 
le vide et était reçue par une surface parallèle entretenue à 
une température moindre a, la quantité qui se dissiperait 
pendant l'unité de temps il travers l'unité de superficie seraÎt 
proportionnelle à la différence h-a des deux températures 
constantes; cette quantité seri\it représentée par H (b-a), 
H étant une valeur de la conducibilité relative qui n'est 
pas la même que h. 

Le foyer . qui mainüent le· solide dans son premier état 
doit donc fournir, dans chaque unité de temps, une quan­
tité de chaleur égale à H S (b-a). Il faut maintenant dé­
terminer la nouvelle valeur de cette dépense dans le cas où 
la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs tran­
ches successives et séparées par des intervalles vides d'air, 
en supposant toujours que le solide est soumis à l'action 
d'une cause extérieure quelconque qui retient sa. superficie 
à la température b. 

Concevons que le système de toutes les températures est 
devenu fixe j soit m la température de la surface inférieure 
de la première tranche qui est par conséquent opposée à 
celle du solide, soient fi. la température de la surface supé-
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rieure de cette même tranche, e son épaisseur, et K sa con~ 
ducibilité spécifique. désignons aussi par m', n', m~, n·, 
m''', nlll, m'·, nft

, etc. les températures des sUlfaces inférieure 
et supérieure des différentes tranches, et par "K, e, la conw 

ducibilitr: et l'épaisseur de ces mêmes tranches, eofin sup. 
posons que toutes ces surfaces $Oient dans un état sem­
blable il la superficie du solide, cn sorte que la valeur du 
coëfficient H leur soit commune. 

La quantité de chaleur qui pénÈ'tre la 8urface inférieure 
d'une tranche correspondante à l'indice quelconque i est 
H S (n._1-m,), celle qui traverse cette tranche est 

x..: (";-II,+t )' et la quantité qui en SO~ par la surface su­

périeure est H S (1I;-n;+I)' Ce3 trois quantités, et toutes 
celles qui se rapportent aux autres tranches, sont égales; 
on pourra donc fonner les équations en comparant toutes 
les quantités dont il s'agit à la première d'entre elles, qui 
est H S (b-m,) j on aura ainsi, en désignant par j le nom .. 
bre des tcaoches : 

b-m.=b-m, 
H. 

m.-n.=y (b -m, ) 

n,-ml=b-m, 
H. 

ffl,-n,=y (b-m,) 

He 
ffl;-n;=y (b-m,) 

n;-a"--h-m, 
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En ajoutant ces équations, on trouvera 

h-a=(h-m)i(' + HK,} 

La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entre­
tenir la superficie du corps A à la température b est 

H.S (h-a) 

lorsque cette superficie envoie ses rayons à une surface fixe 
entretenue à la température b. Cette dépense est H S Ch-m,) 
lorsque l'on place entre la superficie du corps A et la sur­
face fixe entretenue à la température b un -nombre j de 
tranches isolées j ainsi la quantité de chaleur que le foyer 
doit fournir est beaucoup moindre dans la seconde hypo­
tbèse que dans la première, et le ra pport de ces deux quan-

1 

tités est . ( H.,)" Si l'on suppose que l'épaisseur e des 
J. ,+ K 

tranches soit în6niment petite, le rapport est.! .. La dépense 
J 

du foyer est donc en raison inverse du nombre des tran­
ches qui couvrent la superficie. 

84. 
L'examen de ces résultats et de ceux que l'on obtient 

lorsque les intervalles des enceintes successives sont occupés 
par l'air atmosphérique explique distinctement pourquoi 
la séparation des surfaces et l'interposition de raiT concou­
rent beaucotip à contenir la chaleur. 

Le calcul fournit encore des conséquences analogues 
lorsqu'on suppose que le foyer est extérieur et que la chaleur 
qtù en émane traverse successivement les diverses enveloppes 
diaphanes et pénètre l'air qu'eUes renfêrment. C'est ce qui 

II 
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avalt lieu dans les expériences où l'on a exposé aux rayons 
du soleil des thermpmètres recouverts par plusieurs caiMes 
de verre, entre le8quelle6-se trouvaient différentes couches 
d'air. 

C'est par une raison semblable que la température des 
hautes régions de l'atmosphère est beaucoup moindre qu'à 
la surface du globe. 

En général les théorèmes concernant l'échauffement de 
l'air dans les espaces clos s'étendent à dei questions tres­
nnées. Il sera utile d'y recourir lorsqu'on voudra prévoir 
et régler la température avec quelque précision, comme duas 
les serres, les étuves, les bergeries, les ateliers, ou dans 
plusieul'll établissements c"ils, tels que les hôpitaux, les 
casernes, les lieux d'àssemblée. \ 

On pourrait avoir égard, dans ces diverses applications, 
aux circonstances accessoires qui modifient lea conséquences 
du, calcul comme l'inégale épaisseur des ditTérentes p~rtie5 
de l'enceinte, l'introduction de l'air etc. ; mai. ce. détail. 
nous écarterAient de notre objet principal qui est la dé­
monstration exacte des principes généraux. 

Au reste, nous n'avons considéré, dans ce qui vient d'~tre 

dit, que l'état permanent des tempér.tu .... dan. les espoce. 
clos. On exprime aussi, par le calcul , l'état variable qui le 
précède, ou celui qui commence il avoir lieu lorsqu'on re-­
tranche le foyer, et l'on peut coimaltre par-là comment les 
proprip.tés spécifiques des corps que l'OD empl~ie, ou leurs 
dimensions, inBllent sur les progrès et sur la durée de 
l'échauffement j mais cette recherche exige une analyse diffé­
rente, dont on exposera les principes dans les chapi~8 
suivants. 
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SECTION VII. 

Du mouvement uniforme de la chaleur sui"ant les trois 
, d· . 

lTnensWfl.S. 

85. 
Nous n'avons considéré jusqu'ici que le mouvement uni­

fonne de la chaleur suivant,une seule dimension, il est 
facile d'appliquer les mêmes principes au cas où la chaleur 
se propage uniformément dans trois directions orthogonales. 

Supposons que les différents points d'un solide compris 
entre six plans rectangulaires aient actuellement des tem­
pératures inégales et représentées par l'équation linéaire 
'V=A + ax + by+ cz, x, y, z, étant les coordonnées 
rectangulaires d'une molécule dont la température est 'li. 

Supposons encore que des causes extérieures quelconques, 
agissant 6ur les six faces du prisme, conservent à chacune 
des molécules qui sont situées à la superficie, sa tempéra­
ture actuelle exprimée par l'équation générale 

'lJ=A + ax + by + cz, (a) 

nous allons démontrer que ces inêmes causes qui, par hypo­
thèse, retiennent les dernières tranches du Bolide dans leur 
état initial, mf'fiaent pour conserver aussi la température 
acmeUe de chacune des molécn.les intérieures, en sorte 
que cette température ne cessera point d'être représentéé 
JMlr l' ....... tion lintaire. 

L'examen de cette question est nn éléIIient de la théotie 
génmle, il .servira à faire connattre les lois du mouvement 
nrié de la chaleur dans l'intérieur d'uD 'solide d'une fonne 

Il. 
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quelconque, car chacune des molécules prismatiques dont 
le corps est composé, est pendant uu temps in6niment petit 
dans un état semblable à celui qu'exprime l'équation 
linéaire Ca). On peut donc, en suivant les principes ordi­
naires de l'analyse différentielle, déduire facilement de la 
notion du mouvement uniforme les équations générales do. 
mouvement varié. 

86. 
Pour prouver que les extrémités du solide conservant 

leurs températu~ il ne pourra snrvenir aucun changement 
dans l'intérieur de la masse, il suffit de comparer entre elles 
les quantités de chaleur qui, pendant la durée d'un même 
instant, traversent deux plans parallèles. Soit b la distance 
perpendiculaire de ces deux plans que l'on suppose d'abord 
parallèles au plan horizontal des x et y.- Soient m et m' deux 
molécules in6niment voisines dont l'une est au-Jessous du 
premier plan horizontal et l'autre au-dessus; soient x,y, z, 
les coordonnées de la première et X, y', Z', les coordonnées 
de la seconde. On désignera pareillement deux molécules 
M et M' in6niment voisines, séparées par le second plan 
horizontal et situées, par rapport à ce second plan, de la 
même manière que m et m' le sont par rapport BU premier, 
c'est-à-dire, que les coordonnées de M sont x, y, z + b, et 
celles de M', sont x', :i, z' + b. Il est manifeste que la dis­
tance m m' des deux molécules m et m' est égale à la tlistanœ 
MM· des deux molécule. M et M'ô de plus, soit 'V la tempé­
rature de met 11 celle de m', soient aussi V et V' les tempé­
ratures de M et M', il est facile de voir que les deux diffé­
rences 1.1 - 1.1' et V-V' sont égales; en effet, en substituant 
d'abord les coordonnées de m et m' dans r équation générale 
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"=A+ax+by+c'z, on trouve 

v-'li=a (x-x') + b (y-y) + c (z-z'), 

85 

et, en substituant ensuite les coordonnées de M et: M', on 
trouve aussi V-V'=a (x-x') + b (y-y) + c (z-i). 
Or la quantité de chaleur que m envoie à m' dépend de la 
distance m m', qui sépare ces molécules, et elle est propor­
tionnelle à la différence 'V - 'V' de leurs températures. Cette 
quantité de chaleur envoyée peut être représentée par 

q (v-:,v') dt; 

la valeur du coëfficient q dépend d'une manière quelconque 
de la distance m m', et de la nature de la substance dont le 
solide est formé, dt est la durée de l'instant. La quantité de 
chaleur envoyée de M à M', où l'action de M sur M' • au .. i 
pour expression q (V-V') dt, et le coëfficient q est le 
même que dana la valeur q (v-'li) dt, puisque 1. dis­
tance M M' est égale à m m' et que les deux actions s'opè­
rent dans le même solide; de phu V-V' est égal à 'V-v', 

donc les deux actions sont égales. 
Si l'on choisit deux autres points n et -n'extrêmement 

voisins l'un de l'a~tre qui s'envoient de la chaleur à travers 
le premier plan horizontal, on prouvera de même que leur 
action est égale à celles de deux points homologues N et N; 
qui se communiquent la chaleur à travers le second plan 
horizontal. On· en conclo.ra donc que la quantité totale de 
chaleur qui traverse le premier plan est égale à celle qui 
tl'8verse le second pendant le mêm~ instant. On tirera la 
même conséquence de la comparaison de deux plans paral­
lèles au plan des :r et :., ou de deux autres plans parallèles 
au plan d .. y et z. Donc, nne partie quelconque dn solide 
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comprise entre six plans reétangulaires reçoit, par chacune 
de. fac .. , autant de chaleur qu'elle en perd par la face op­
posée; donc il n'y a aucune portion du solide qui p~sse 
changer de température. 

87' 
On voit par là qu'il s'écoule à travers un des plans dont 

il s'agit une quantité de chaleur qui est la même à t,ous les 
instants, et qui est aussi la même pour toutes les autres 
tranches parallèle •. 

Pour déterminer la valeur de ce flux constant, nous la 
comparerons Q la quantité de chaleur qui s'écoule uniformé .. 
ment dans un cas plus simple que Itous avons déja traité. 
Ce cas est celui d'un solide compris entre deux plans infinis 
et entretenua dans un état constant. Nous avons. vu que les 
températures d~8 différents points de la masse sont alors 
représentées, par l'équation v = A + c z; nous allons dé­
montrel' que le 6.ax uniforme de chaleur qni se propage en 
sens vertical dans le .solide infini est égal à celui qui s'écoule 
dans le même sens à travers le prisme compris entre six 
plans rectangulaires. Cette égalité a lieu néceasa.irement li le 
eoëfficient c de l'équation '11= A + c z, apparteamt ao pre .. 
mier solide .. t le même que le coëfficient c dans l'équation 
plus générale 'V = A + a x + b Y + c. qui représente l'état 

_ du priMlle. En effet, désignons par H dans ce prisme UD 

plan perpendiculaire aUI z, et par met!" deux molécules 
extrêmement voisines l'une de l'autre dont la première m est 
au~dess()UI. du plan H, et la seconde est au-deasUA de ce 
plan, soient v la température de m dont les coordonnées, 
sont oZ, y, z, et w la température de fA- dont les eoordonnées 
sont oZ + a., y + ~, z + "(' ChoisiS60DS une troisième molécule 



CHAPITRE I. 

fi.', dont les coordonnm soient x-or:,y-~, ::+')', et dent 
. la température SQit désignée par w', On voit que pc. et fl' 800t 

sur un même plan horizontal, et que t. verticale e1evée sur 
le milieu de la -droite pp', qui joint ce. deux pointa, paose 

. par le point nt" ensorte que les distances m t' et m': aont 
égal ... L'action de m our l' ou 1. quantité de d.aleur que 1. 
première de ces molécules envoie à rautre à travers le plan 
H dépend de 1 .. diflëreoœ V-IV de leurs températl1"'s, 
L'action de ". sur p' dép"nd de la même manière de la dirfé­
:l'eDCe 'V-w' des températures des molécules, puisque la 
distance de m à t'est la même que celle de m à,...'. Ainai 
on exprimant par fJ (v-w) l'action de m sur p pendant 
l'unité de tempa, ou aura q ('11-141') pour exprimer l'aebOD 
de m sur foL', q étant un facteur inconnu, mais commUD, et 
qui dépend de la distance m p et de la nature du solide. Donc 
la somme des deux actions e1ercées pendant l'u.nité de temps 
est fJ (v-w + v-w'). 

Si l'on substitue, au lieu de x, y et z, dan. l'équation 
générale v=A,.. az + by + cz, les coordoDOée& d. In et 
eQ6wte ceUe6 de ... et fol.', (m trouvera 

'V-w=-a.-b~-cy 

v-w'=+a.+b~-cy 

La somme des deux actions de m sur fi. et de m sur li' est 
donc - " fJ c y. 

Supposons maintenant que le plan H appartienne au 
solide _ in6ni pour lequel l'équation d .. températures est 
'V = A + c %, et que l'on désigne ausai, dana ce solide, les 
molécul~ m, " et ,,' dont les coordonnées sont :r, y , 1., 

pour la première,,:J: + ., y + ~ , .z + l' p,0ur la seconde, et 

" 
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x-«,y-~, z+y, pour la troisième: on trouvera, comme 
précédemment, 'V-HI + 'V--W'=-2 cr. Ainsi la somme 
des deux actions de m sur l' et de m sur ~', est la même dans 
le solide infini que dans le prisme" '~ompris mtre six' plans 
rectangulaires. 

On' trouverait un résultat semblable, si l'on considérait 
l'action d'un autre poiht n inférieur au plan H sur deux 
autres 'J'et 'l', placées à une même hauteur au~dessus du plan. 
Donc, la somme de toutes les actions de ce genre, qui:s-'exer­
cent à travers le plan H, c'est-à-dire, la quantité totale de 
chaleur qui, pendant "l'unité de temps, passe au-dessus de 
cette surface, en vertu de l'action des molécules extrême­
ment voisines qu'elle sépare, est toujours la même dans l'un 
et l'autre solide. 

95. 
Dans le se~ond de ces corps qui est terminé par deux 

plans infinis et pour lequel l'équation des températures est 
v=A + c z, nom savons que la quantité de chaleur écoulée 
pendant l'unité de temps à travers une surface égale à l'unité 
et prise sur une section horizontale _quelconque est - c K, 
c étant le coëfficient de_z, et K la conducihilité spécifique; 
donc, la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris 
entre six plans rectangulaires, traverse pendant l'unité de 
temps, une surface égale à l'unité et prise sur une section 
horizontale quelconque, est aussi - c K, lorsque l'équation 
linéaire qui représente les températures du prisme est 

v=A+ax+by+cz. 
On prouve de même- que la quantité de chaleur qui, pen­

dant l\mité de temps, s'écoule uniformément à travers une 
unité de surface pri~c sur Wle section quelconque perpendi-
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~ulaire aux x, est exprimée' 'par -, a K, et que la chaleur 
totale qui traverse, pendant l'unité de temps, l'unité de 5UI'­

face prise sur une section pe:rpendiculaire aux y, est exprimée 
par-bK. 

us théorèmes que rtous avo-ns dé~ontrés:d~ns cet article 
et dans les deux précédentS, ne supposeot-point que .l'action 
directe do la chaleur soit borDée dans l'intérieur de la masse 
à une distance extrêmement pe~ite, ils auraient encore ~ieu 
si les rayons de chaleur, ~voyés par chaque molécule, pou­
vaient pénétrer immédiatement jusqp'à une distance assez 
considérable, mais il seniit nécessaire, dans ce cas, ainsi que 
001.1& l'avons remarqué dans l'aJ'ticie 70, de supposer que la 
cause qui entretient les températures des faces du solide, 
affecte une partie de la, m ... e jusqu'à une profondenr finie. 

SECTION VIII. 

Mesure du mouvement de la chaleur en un point donné 
d~u;n,e. masse- solide. 

g6. 
JI noUS reste encore à faire connattre un des principauX 

éléments de la théorie de la chaleur, il consiste à définir et à 
mesurer exactement la quantité de chaleur qui s'écoule en 
chaque point d'une masse solide à travers un ·plan dont la 
direction est donnée. 

Si la chaleur est inégalement distribuée entre les molécules 
d'UD même corps, les températures de chaque point varie­
rODt à chaque instant. En désignant par t le temps écoulé, 
et par 'V la température que reçoit après le temps tune mo-

12 
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lécule in6niment petite m, dont les coordonnées sont z, y, Zj 

l'état variable du solide sera exprimé par une équation sem­
blable à la suivlUlte v=F (z, y, z, '). Supposons que 1. 
fonction F soil donnée, et que par conséquent on ~ 
dé"'nniner, pour chaque instant, la "'mpérature d'un point 
quelconque; concevons que par le point m on mène nn -·plan 
horizontal parallèle à celui des % et y J e.t que sur ce plan on 
trace un cercle in6niment petit l1li, dont le cen~ est en m,­
il .'agit de connaltre quelle est I~ quantité de cbaleur qui, 
pendant l'instant d t~ passera à traversJe 'œrde w.de la partie 
du solide qui est inférieure BU plan dans : la partie supé. 
rieure. Tous les points qui sont extrêmement voisins du 
point m J et qui sont au-dessous du plan, exercent leur 
action pendant l'iDsUnt infiniment petit dt, sur tous ceux 
qui sont au-dessus du plan et extrêmement voisins du point 
m, c'est-à-dire, que ~hacun de ces points placés d'un mème 
côté du plan, enverra de la chaleur à chacun de ceux qui 
sont placés de l'autre côté. On considérera comme positive 
l'action qui a pour effet de transporter une certaine quanw 
tité de chaleur au-dessus du plan, et comme négative celle 
qui fait passer de la chaleur au-dessous du plan. La somme 
de toutes les actions partielles qui s'exercent à travers le 
cercle w, c'est-à-dire, la somme de toutes les quantités de 
chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle, 
passent de la partie du solide qui est inférieure au plan 
dans la partie supérieure, ·composent le flux dont il faut 
trouver l'expression_ 

Il est facile de concevoir que ce flux ne doit pas ètre le 
même dans toute l'étendue du solide, et que &i en un B.utre 
point m'on traçait un cercle horizontal.' égal au précédent, 
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les deux quantités de chaleur qui s'e1èvent au-dessus de ces 

plans (0) et 11)' pendant le même instant pourraient n'être 
point égales;' ces quantités sont comparables entre elles et 
leurs rapports sont des nombrt"s que l'on peut facilement 
déterminer. 

1<, \ 

97· 
Nous conna~,ssons déja la valeur ~u OUI: ,constant pour Je 

ca, d,u mo~"(eljl1e~t linéaire et unMo~e; ,ainsi daQSi llQ solide 
comp~is entre deQ.X plans hor~zontaux infinis dont l'un est 
entretenu fi la 'tempéra'tu:re a~ et llautré Â la température b, 
le flux de chaleur est le même pour ch.que partie de la 
masse; on peut le considérer comme ayant lieu dans le sens 
vertical seulement. Sa valeur correspondante à l'unité de 

surface et à l'unité dé terp.p~ est":k.(a db), e désigna~i: la 
,) ! , . . . 

dis~nce perpendiculair~ de,s d~DX plans, et K la condu,cibi. 
lité spécifique; les tempéra~res des différents points du 

~~ ., 1'" (a-b) souue t &Ont ex~nmees par. equatlon v=a-· -.-' z." 

"L?rsq':l'iJ s'a~it d"'~'n so!idc comJ>ris 'entre six. plans ,rectan­
gulaire. paralMes deux • ~eux, et lorsque les temperatures 
dés différents 'po1'Ktiisop.t èxprihi~es par l'equ8tion linéaire 
11 = A + a x + by + c z, la propagation a lieu en même 
temps selon les trois directions des x, desy et des z; la 
quantité de chaleur qui s'écoule à travers une pOI,tien déter­
minée.d·un plan :parallèle" .œlui de~", etr, .est 1. même 
dan. toute rélllndue'du;p.;8rne;sa·.a18urcorresponda~te. 
l'unité de surface_et à l'unité de temps est - c K '1 dans le 
sens dt"s z, elle est - b K, 'dans le sens des y 1 et - a K, 
dans. celui des x.. ' 

I~. 
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En général la valeur du flpx vertical, dans les deux cas 

que l'on vient de citer, ne dépend que du coëfficient de z et 

de la conducibilité spécifique K; cetle valeur, est wujours 
, l' K dv ' egaea- d, 

L'expression de la quantité. de chaleur qui, pendant l'in­
stant d t, s'écoule à travers un cercle horizonta~ infiniment 
petit, dont la surf.ce est ", et passe 'ainsi de 'la partie du 
solide qui est inférieure'au' plan du cerCle ,,"da~s la partie 

supérieure, est, pour I~s .de'~ cas cl?nt il.s'agit~· r-K ~:'c.. dt. 
98. . 

Il est aisé maintenant de généraliser' ce résultat et de 
reconnaître-qu'il a lieu quel, que soit le mouvement v8rié de 
la chaleur expr:imé par l'éq~ation 'V 1 F (zJ,'Y, z" tJ •. 

En efTet, désignons paf z', y, z'~ les coordonnées du point 
m, 'et sa température actuelle par 'V'.' Soienf:z' + ~, y' + 11, 

z' + t, les coordonnées d'un point /.l. infiniment voisin du 
point m et dont la teinpérature est W; E, 11, ~,sont des 
quantités infiniment petite~ ajoutées aux coordonnées r,y', z',. 
elles déterminent la position des moléculelJ infini~ent voi­
sines du ,point m, par rapP4?rt ~ trois axes rectangulaires, 
dont l'origine est" en m, et qui 'seraient parallèles aux axe,' 
des x, d~ y, et des z. ~~ différentiant l'~uation 

11 f(q;, y, z, t), 

et remplaçant les difTéreBtiellfti ipU' ~, 'l, ~, on aura, pour 
e.primer 1. valeur de' w, qoi'é4pli ... utà 'lJ + d "', l'équa-
. 1'" ., dv'" dv' Jv', 1 "(fi' bon meau'e W = 'v + d.r 10 + d:r,l1 + d:. .. , es coe clents 
,dv' dv' dv' 

'u, dz' dy' d:.' sont des fonctions de x, y, z.,. t) dana 



CHAPITRE 1. 93 
lesquelles on a mis pour x, y, z, les valeurs données et con~ 
5tant~s xt,:I, z', qui conviellDent au point m. 

Supposons que le m~me point m appartienne aussi à. un 
solide compris entre six plans rectangulaires, que les tem­
pératures actuelles des points de ce prisr.ne, qui a des di­
mensions· finies, soient exprimées par l'équation linéaire 
w = A + a ~ + b 7l + C ~; et que les molécules placées sur 
les faces qui terminent le solide soient retenues par une 
cause extérieure à la tem"pérature qui leur est assignée par 
l'équation linéaire.~, 'II,~, sont les coordonnées rectangu­
laires d'une molécule du prisme, dont la température est 
'w, et qui est rapportée aux trois axes dont" l'origine est 
en mo 

Cela posé, si l'on prend pour valeurs -des coëfficients 
constants, A, a, ob, c, qui entrent dans-]'équation du prisme 

) .', d'V' dv' dv'. . , )0' 
es quanbtes 'V, d'%' dr' di' qUI apparuennent a equa-

tion différentielle; l'état du prisme exprimé par l'équation , 
, dv' t' d'V' dv' ·"d )) '0) w='V + dz Ij, + dj 71 + dz z, comCI era, e ~ us qUI 

est possible, avec rétat du solide; c'est-à-dire, que tontes 
les molécules infiniment l'oisines du point m auront la même 
température, soit qu'on les considère dans le solide ou dans 
le pri,sme. Cette coïncidence du solide et du prisme est en­
tièrement analogue à celle des surfacés courbes avec les plans 
qui les touchent. 

Il est évident, d'après cela, que la quantité de chaleur qui 
s'écoule dans le solide à travers le cercle fil, pendant l'in­
stant dt, est la même que celle qui s'écoule dans le prisme 
à travers le même cercle; car toutes les molécules dont l'ac­
tion concourt à l'un et à l'autre effet, ont la même tempé-
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rature dans les deux solides. Donc , le lin dont il s'agit .: 

pour expression, dans l'un 'et r~utre solide, -·-K ~ w "d t. 

Il serait - K ~; Cd dt, si le cercle w, dont le centre est m, 

était perpendiculaire à l'axe des]", et.-K ~: 10) d l , si ce 
cercle était perpendiculaire à l'axe des x. 

La valeur du Hux que I"on vient de détenniner varie dans 
le solide d'lm point à ~n autre, et elle varie aussi avec le 
temps. On pourrait concevoir qu'elle a, dans tous les pointa 
de l'unité de surface, la même valeur qu'au point m" et 
qu'eUe conserve cette valeur pendant l'unité de temps j ~lors 

1 fi . .• K JV'I . K d v d e ux Sel'alt expnme paf - d s' 1 seraIt - a; ans 

le sens des y, et - K ~; dans celui des x. Nous employoDs 

ordinairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rap­
portée à l'unité de temps et à l'unité de surface. 

99· 
Ce théQrême sert en général à mesurer la. vitesse avec 

laquelle la chaleur tend à traverser un point donné d'un 
plan situé d'une manière quelconque dans l'intérieur d'un 
solide dont les températures varient avec le temps. Il faut, 
par le point donné m, élever uoe perpendiculaire sur le 
plan. et élever en chaque point de cette perpendiculaire des 
ordonnées qui représentent I~ températures actuelle, de ses 
difTére~ts points. On f~rmera ainsi une courbe plane dont 
l'axe des abscisses est la perpendiculaire. La fluxioll de l'or­
donnée de cette courbe, qui répond a~ point m, étant prise 
avec un signe contraire, exprime la vitesse avec laquelle la 
ch.leur se porte au-delà du plan. ·Oo .. it qlle cette fluxion 
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de l'ordonnée est la tangente de l'angle formé par l'ëlément 
de la courbe avec la parallèle aux abscisses. 

Le réaultat que l'on vient d'exposer est celui dont on fait 
1 .. application. 1 .. plllO fréquentes dans la théorie de la cha­
leur. On ne peut en traiter les différentes question. 1&11. ee 
former une idée tm-exacle de la valeur du flux en chaque 
point d'un corps dont les températures Sont variablea. Il ... t 
nécessaire d'insister sur cette notion fondamentale : l'exemple 
que noua allons rapporter indiquera plus clairemel1:t l'usage 
que l'on en fait dans le calcul. 

100. 

Supposons que les différents points d'une masse cubique 
dont Je côté est'; Tt , aient actuellement des températures 
. '1 " 1'" mega es represcntees par equabon v=coS . .x. cos.y. cos. z. 
Les coordonnées x , y , z, sont mesurées sur trois axes rec­
tangulaires dont l'origine est au centre du cube, et qui sont 
peq>endiculaires aux faces. Les points de la surface exté­
rieure du ><>lide ont actuellement la température 0, et l'on 
soppose aussi que des causes extérieures conservent à toua 
ces points leur température actuelle o. D'apres cette hypo­
thèse, le corps se refroidira de plus en plu., tous 1 .. points 
situés dans l'intérieur de la masse auront des températures 
variables et, après un temps infini, ils acquerront tous la 
température 0 de la surface. 

Or, nous démontrerons, par la suite, que l'état variable 
de ce solide ést exprimé par l'équation 

• v=l!-,t cos. x. cos.y. cos. oZ, 

le coëffic.ient G eat égal à ~, K est la conducibilité spéci-
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tique de la substance dont le solide est formé, D est la den­
sité, et C la chaleur spécifique; test lè temps ~oulé. 

Nous supposons ici que l'on admet la verité de cette équa­
tion, et nous allons examiner l'usage que l'on en doit faire 
pour 'trouver la quantité de chaleur qui traverse uri plari 
donné. parallèle li l'un des plans rectangulair.,.. 

Si, par le point m, dont les coordonnées son t 3: 1 y, z, on 
mène un plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d'après 
l'article· précédent, que la valeur du Hux:, en ce point et à 

1 1 K d" K . travers e p an, est - di' ou e- rl cos. 3:~ cos.y. sm. z. 

La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant dt, 
un rectangle infiniment petit, situé sur ce plan et qui·a pour 
côtés d 3: et dy, est 

Ke-f1cos.x. cos.y. sin.::. d:edyd,t. 

Ainsi la chaleur totale qui, pendant l'instant dt, traverse 
l'étendue entière du même plan, est 

K e -" sin. z. d t/eos. "'. eoo.y d", dy; 

la double intégrale étant prise depuis x == ·"-11\' 1 jusqu'à 
x= 7 '7C', et depuis y === -7 'Ir, jusqu'à y=f 'Ir. On trou­
vera donc, pour l'expression de cette chaleur totale, 

4 K e-" sin. z. dt. 

Si l'on prend ensuite l'intégrale par ~apport à t, depuis 
t = 0 jusqu'à t = t J. on trouvera la quantité de chaleur qui 
a traversé le même plan depuis que le refroidissement a 
commencé, jusqu'au J1loment actuel. Cette intégrale" est 

4K sm . .z (1_6-"), elle a pour valeur à la surface 
t: 

4gK (I-e-"), 
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:en sbrte qu'après un tempsin6ni.la. quantité de chaleur 

perdue, par l'une des races, est 4 K. Le même raisonnement 
, . , 

s'appliquant à cbacune des &1 faces, on conclut que le solide 
a perdu par 60n refroidissement co~plet une chaleUr totale 

dont 1. qUAntité e~ ~ 00 8 CD, puisque 6' équivaut à 
" . 

~~. ~ette ,chaleur,t'?tale,;qulse di'ssip~ pen~ant la "durée du 

refroidisse_nt, doit être en efTet indépendante de,la.co04ll+ 
cibilité prpp" K,qui ne peut inll ... r 'Lue sljr'le plw ou 

• moins de vitesse du refroidissement. 

100. 

On peut déterminer d'une autre manière la quantité d. 
chaleur que le solide perd pendant un temps donné, ce qui 
servira, en quelque sorte, à vérifier le calcul précédent. En 
elTet la masse de la molécule rectangulaire, dont les dimen­
siGns sont dx, dy, dz, est D. d.x-dy dz, par consé­
quent la quantité de chaleur qu'il faut lui donner pour la 
porter de la température 0 à celle de l'eau bouiUaute est 
C D. d z d y d., et s'il fallait élever la molécule à 1. tem­
pérature 'V, cette chaleur excédente serait 'V CD d:e d y d z-

n suit de là que ponr trouver la quantité dont la chaleur 
du solide surpasse, après le temps t 1 celle qu'il contiendrait 
à la température 0, il faut prendre l'intégrale multiple 
/(v C.D d z.dy.d z), entre les limites .x=-i~, z=i~, 
y=- i ~,y=1~, z= - ~ '1'1', :.=1~· 

On trouY'e ainsi, eft mettant pour 'V sa valeur, savoir: 

e-,r cos. z cos. y cos. z, 

que J'aca de la chaleur actuelle sur celle qui convient à la 

.3 
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températUre 0 est 8 C.D <I-e-.'); ou, après un teml'l 
in6ni 1 8 CD, comme on l'a trouvé précédemment. 

Nous avons exposé, dans cette introduction, tous les e1é­
ments qu'il est néco ... ir. de conn.ltre pour résoùdre 1 •• 
diverses questions relatives au mouvement de la chaleur 
dan8 les cOl1ls solides, et nous avons donné des .pplicationa 
de ces princi~, afin de montrer la manière de les employer 
dans le calcul; l'usage le plus important que l'on en puisse 
r.ire est d'en déduire 1 .. .!quations générale. d",t. propaga­
tion de la chaleùr, ce qui est l'objet du cbapitre suivant . 

, 

" 
'" ,. 

., . 

. . 

... 

. i' .- , 



CHAPITRE II. 
ÉQUATIOlfS DU MOUVEMENT DE LA CHA LE ua. 

SECTION PREMIÈRE. 

Équatin" du molM'ement varû! tk la chakur dans l<M 

armille. 

[01. 

0" pourrait fOrmeT les équation. générales qui repré_tent 
le tnouvement de la chaleur dans le~ corps solides d'une 
6gure quelconque, et le. appliquer aux cas particuliers. Mai. 
cette méthode entralne quelquefois des calcul. assez compli. 
qués que ron peut facilement éviter. II y a plusieurs de ces 
questions qu'il e.t préférable de traiter d'une manière spé­
ciale, en exprimant 1~ conditions qui leur sont propres; 
nous allons suivre cette marche et examiner séparément les 
questions que l'on a énoncées dans la première section de 
l'introduction; nons non. bornerons d'abord à ~rmer le. 
équations différentielles, et DOU! en donnerons les inté~lea 
dans les chapitres suivants. 

102. 

On a déja considéré le mouvement uniforme de la chaleur 
dans une barre prismatique d'une petitè épaisseur et dont 
l'extrémité est plongée dans une source constante de chaleur. 
Ce premier cas ne presentait aucune difficulté, parce qu'il 
ne se rapporte qu'à rétat permanent des températu ..... , et 

.3. 
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que l'équation qui l'exprime s'intègre facilement. La question 
suivante exige un examen plus approfondi j eUe a pour objet 
de déterminer l'état variable d'un anneau Bolide dont les 
différents points ont reçu des températures initiales entiè­
rement arbitraires. 

L'anneau solide ou armille est engendré par la révolution 
d'une section rectangulaire autour d'un axe perpendiculaire 
au plan ·de l'anneau (Foye. fig. 3). 1 est le pétimètœ de la 
section dont S est la surface, le coëfficient h mesure la conclu­
cibilité extérieure, K la conducibilité propre, C la capacité 
spécifique de chaleur, D la densité. La ligne 0 x z' z · 
représente la circonférence moyenne de l'armiHe ou celle qur 
passe -par les centres de figure de toutes les sections; la dis.­
tance d'une section à l'origine 0, est mesnrée par l'arc.dont 
la longueur est Xi R est le rayon de la circonférence moyen~. 
, On suppose' qu~à raison des petites dimensions et de la 

forme de la section on puisse regarder comme égales,le.i 
températures des différents points d'une même se~tion: 

103. 
Concevons que l'on' donne, actuelle,n.era-t aux, différentes, 

tranche~ de l'armille, des températures in:iti1l1e.s: aFbi~a.ires.,. 
et que c.e sotide ~it ensuite exposé à, l'air quiconsenre la 
température 0, et qui est déplacé avec une vît~S5e,C01,l~tante;; 
le système des températures variera continuellement, la cha­
le~r st propagpr.a dans l'anr:teau,t:;tel~e s~, di~~ipe~,P,arJa 
surfitce.:· on demande ,quel sera l'éta~, dll solide .~~ .un.. 
iDl>t;lI/.t ,dQnl)é" . .;,' , , 

SfIit'V li' leJDpéta~r~qu~ la ~~on. plac.;eà la diS\'Inçe . .." 
aur:a acquise "<lpri::s let l~e11lps, écoy.,lé t ;,,'V. est! une, c~r.tàille 

.' ! 
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fonetion de z et de t 1 dans laquelle doivent entrer auasi toutes 
les températures initiales; c'est; cette fonction qu'il s'agit de 
découvrir .• 

104. 
00 considérera le mouvement de la chalenr dans une 

tranche in6niment petite, comprise .eD.tre une section placée 
à la distance x, et une autre ~ection placée à la distance 
x+d x. L'état de cette tranche pendant la durée d·un instant 
est celui d'un solide infini que tenninent deux plans p~ral,._ 

lèles retenus à des températures inégales; ainsi la quantité de 
chaleur qui s'écoule pendant cet instant dt à travers la pre­
mière section, el passe ainsi de la partie du solide qui pré­
cède la tranche dans cette tranche eIle-même, est mesurée 
d'après les principes établis dans l'introduction, par le produit 
de quatre facteurs, savoir, la conducibilité K, l'aire de la 

section 8, le rapport-~: et la durée de ,l'instant; elle a polir 

expression-KS ~: dt. Pour coonattre ]a quantité de chaleur 

qui sort de la même tranche à travers la seconde sectiçm, et 
pa&&e ~ans la partie contiguë du Solide, il faot seulement 
changer.x en :e+d.x dan!io l'expression pr:écédente, ou ce qui 
est la même chose, ajouter à cette ~xpression sa ditTérentielle 
prise par rapport à :e: ainsi la tranche reçoit par une 'de ses 

rotes -une quaritit~ · de : chaleur égale à -KS ;; dt et perd 

par la face opposée ' une quantité de chaleur ex'primée par 

-KS~;dt-KS~dxdt. Elle acquicrt,donc à rai90n de 

59 'po.ition une qnalitité de chaleur égale à la dilTérence de 

deux quantités précéd~Dtes, <i~i ést K ~ ~'I. dx ~~.: . . 
. ' . .. . . . , 
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D'un autre côté cette même tranche dont la. surface exté­
rieure est ld3: et dont III température diftère infiniment peu 
de v, laisse échapprr dans l'air pendant l'installt dt nne 
quantité de chaleur équivalente Il hlvd:r:dt; il suit de là 
que cette partie infiniment petite du solide conserve en- effet 
une quantité de chaleur repmentée par 

J'v 
KS J.." d:r:dt-hl'Ud;z;dt 

et qui fait varier sa température. II faut examiner quelle est 
la quantité de ce changement. 

105. 

te coëfficient C exprime ce qn'il fant de chaleur pour 
. élever l'unité de poids de la substance dont il s'agit depuis 
la température 0 jusqu'à la température 1 j par conséquent, 
en multipliant le volume s d 3:; de la tranche infiniment pe­
tite par la densité D, pour connattre son poids, et par la 
capacité spécifique de chaleur C, on aura CDs d:r:, pour 
la quantité de chaleur qui eleverait le volume de la tranche 
depuis la température 0 jusqu'à la température 1. Donc l'ac­
eroissement de la température qui résulte de l'addition d'une 

quantité de chaleur égale à K S ~:; d :r: d t - h Iv d:r: d t 

se trouvera en divisant cette dernière qual1ti~ par CD Sd,z. 

O d , . 1 l' dv d l' . one en eSIgnant se on Uiage par dt t accrOll6emeut 

de température qui a lieu pendant l'instant dt, on aura 
l'':nn.a.hn dv K d'v hl Cb ) 
...,_0 dt = GD dz' - CDS "'. • 

No,," expliquerons par la suite l'UMgeque l'on doit faire 
de cette équation pour en déduire une solution complette, 
et c'est en cela que ~nsiste la difficulté de la question'; nous 
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nous bomerons ici à une remarque qui concerne l'état per­
manent de l'armille. 

106. 

Supposons que le plan de l'anneau étant horizontal, on 
place au-dessous de divers points m n p q etc., des foyers de 
chaleur dont chacun exerce une action constante; la chaleur 
se propagera dans le solide, et celle qui se dissipe par la 
surface étant incessamment remplacée par -celle qui émane 
des foyers, la teD.lpér~ture de chaque section du solide s'ap­
prochera de plus en plus d'une valeu~ stationnaire qui varie 
d'une section à l'autre. Pour exprimer, au moyen de l'équa­
tion (b), la loi de ces dernières températures qui subsis­
teraient d'elles-mêmes si elles étaient établies; il faut supposer 
que la quantité v ne varie point par rapport à t, ce qui rend 

nuI le tenue :;. On a~ ainsi l'équation 

v u V" d'v_ Al -M -:r 18 N +.r TI 
dz' - K S'LI OU 1) - e + e. , 

M et N étant les deux consta'ntes. 

107. 
SupPOOO'" qu'IW. portion de 1 .. eircourénm<e dt Yao ...... , 

placée entre cleu foyers odnoéc:utMis,'ooil di9ioft en parties 
égalea., désignons par 'V. 'Vs 11') v., etc., Je.a tempén.to.res des 
points de division d~nt les. dis~ces.: • l'ocigine sont 
.r, :es :eJ .x" etc., la relation- entre 'V et x 5e'I'a dQDn~ ~r 
l'équation précédente, après q~e l'on aura détenniné les 
deux constantes au moyen des deux valelll"6 de 'V qui corres--

-V!! 
pondent au foyers. Désignant. par Cl la quantité e l.S 
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. et par X la distance "'. - "'. de deux points de di.iai .... con­
sécutifs; on aura les équations: 

M X, N ~x. 
1).=«+11 

l X N -), -z 
'V, = M CI Il • + Cl Il . ' 

d'où l'on tire la relation suivante 'V'J+'lI
J 

~. 
cr: +". -.00 

trouverait un résultat semblable pour les trois pointa dont 
les températures sont 'V. 11, 11" et en général pour trois pointa 
consécutifs. Il suit de là que si l'on observait les tempéra­
tures 'V, 11, 'V) 1), vs,. etc., de plusieurs points successifs, tOO5 
placés entre les deux mêmes foyers m et n et séparés par un 
intervalle (onstant)., on reconnaltrait que trois températures 
consécutives quelconques $Ont toujours telles que la somme" 
de deux extrên;a.es, divisée par la moyenne, donne ~ quotient 

constant i + IX-\ 
108. 

Si, dans l'espace compris entre deux autres foyers n etp, 
l'on observait les températures de divers autres points séparés 
par le mème intervalle)., on trouverait encore que po"ur troÎa 
pointa consécutifs quelconques, la somme des deux tempé­
ratures ex~mes, divisée par la moyenne, donne le mr~ 

quotient ~ l. + «-l.. La valeur de ce quotient ne dépend :ni de 
la position, ni de l'intensité des ' foyers. 

log. 
Soit q cette valeur constante, on aura l'équation 

'VJ = '1 'LI. -11. 
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on voit par.là que lorsque la circonférence est di .. ée en 
parties égales, les températures des points de division, com~ 
pris entre deux foyers consécutifs, sont représentées par les 
tennes d'une série recurrente dont l'échelle de relation est 
composée de deux termes q et - r. 

Les expériences ont pleinement confirmé ce résultat. NOU5 

avons exposé un anneau métallique à l'action permanente et 
simultanée de divers foyers de chaleur, et nous avons observé 
les températures stationnaires de plusieurs point5 séparés 
par un interv~lle constant; nous avons toujours reconnu que 
les températures de trois points consécutifs quelconques, 
non séparés par un foyer, avaient entre elles la relation dont 
il s'agit. Soit que l'on multiplie les foyers, et de quelque ma­
nière qu'on les dispose, on ne peut apporter aucun change-

• 1 l ' . d . v + v"1 d' d ment a a va eur numenque u quotient' ; 1 ne epen 
v. 

que des dimensions ou de la nature de l'anneau, et non de 
la manière dont ce solide est échauffé. 

110. 

Lorsqu'on a trouvé, par l'observation, la valeur du quotient 

constant q ou ~~, on en conclut la valeur de ri, au 
v. 

1 l" . • -. L' d' • moyen (e equabon IX + IX =q. une es racines est Il , 

et l'autre racine est Il-).. Cette quantité étant déterminée, on 

en conclut la valeur dn rapport :' qui est -7 ( log. Il). }. 

Désignant i par Col, on aura CoI'-q Col + 1 =0. Ainsi le rapport 

des deux conducibilités se trouve en multipliant -î par le 

quarré du logarithme de l'une .des racines de r équation 
.'-q .. + 1=0. 
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SECTION II. 

Équation du mouvement varié de la chaleur da,.. une . 
sphère solide. 

III. 

Une masse solide homogène, de forme sphérique, ayant 
été plongée pendant un temps infini dans un milieu entre­
tenu à la température permanente 1, est enawte exposée à 
l'air qui conserve la température 0, et qui est déplacé avec 
une vitesse constante: il s'agit de déterminer les états suc­
eessifs du corps pendant toute la durée du refroidiasement. 

On désigne par :x; la distance d'un point quelconque au 
œn.tre de la sphère, par 'V la température de ce même point, 
après tin temps éco.olé t; on suppose, pour rendre la question 
plus générale, que la température initiale, commune à tous 
les points qui sont placés à 1. distance x du centre, est dif­
férente pour les différentes valeurs de z~' c'est ce qui aurait 
lieu si l'immersion ne durait point un temps infini. 

Les points du solide, également distants du centre, ne 
cesseront point d'avoir une température commune; ainsi 'V est 
Wle fonction de x et de t. Lorsqu'on suppose t = 0, il est 
nécessaire que la valeur de cette fonction convienne à l'état 
initial qui est donné, et qui est entièremenfarbitraire. 

112. 

On considérera le mouvement instantané de la chaleur 

dans une coucbe infiniment peu épaisse, terminée par les 
deux surfaces sphériques dont les rayons sont z et x + dx: 
la quantité de .chRleur qui, pendant lUl instant infiniment 
petit dt, traverse.la moindre surface dont .le rayon est x, e.t 
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pa .... ain"; de la partie du solide qui .. t pl ... voi.ine du 
centre dans la couche sphérique, est égale au produit de 
quatre racteurs qui sont 1. conducibilité K, 1. durée dt. 

l'étendue 4 'K' z' de la 8~rf8ce, et le rapport ~;, pris avec un 

. . Il ., 4K dU d sIgne contr&Jre; e e est exprLmee par - " %' Tz t. 

Pour connaltre la quantité de chaleur qui 'écoule pendant 
le même instant par la seconde surface de la même couche t 
et passe de cette couche dans la partie du solide qui J'enve­
loppe, il fa ut changer, dans l'expression précédente, ;c en 

z + d:c; c'est-à-dire, ajouter au terme - 4 K 1r Z ,' ~: dt, la 

différentielle de ce te~e prise par rapport à :co On trouve 

ainsi -4Kw z'~;dt -4 Kwd( z' ;;.) dt pour l'expression 

de la quantité de chaleur qui sort de la couche sphérique, en 
trav ..... nt sa secoode Burface; et si r on retraocl\e œtte quan­
tité de celle qui entre par la première surface, 00 BUn. 

4 K ~ d (z' ~;) dt. Cette di ITérence e.t évidemment la quan­

tité de chaleur qui s'accumule dans la couche intermédiaire, 
et doot l'elTet est de faire varier sa température. . 

113. 
Le coëfficient C déoigne ce qu'il raut de chaleur pour élever 

de la température 0 à la température l, un poids déterminé 
'lui sert d'unité; D est le poiù. de J'unité de volwne; 4wz' d", 
est le volume de la couche intennédillÎre, ou n'en diffère que 
d'uEe quanti~qui doit être omi .. : donc 4 ~ C D z' d", est 
la quantité de chaleur nécessaire pour porter la tranche in­
termédiaire de la température 0 à 1. tempél1lture 1. Il faudra 

14, 
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par conséquent diviser la quantité de chaleur qui s'accumule 
dans cette cou.che par 4 'ft C D x' d x, et l'on trouvera l'ac­
c!"Oissement de sa température 11 pendant lïnstant dl. 00 

obtiendr:a aussi l'équation d'li = C~D dt. Ct ( z ·. ~) ou 

~'Jx 

(c) 

114. 
L'équation précédente représente la loi du mouvement de 

la chaleur dans l'intérieur du solide, mais les températures 
des points de la surface sont encore assujéties à une condition 
particulière qu'il est nécessaire d'exprimer. 

Cette condition relative à l'état de la surface peul vari.er 
selon la nature des questions que l'on traite; on pourrait 
supposer, par exemple, qu'après avoir écbauffé la sphère,-el 

élevé toutes ses molécules à la température de l'eau bouillante, 
on opère le refroidissement en donnant à tous le! points de 
la surface la température 0, et les retenant à cette température 
par une cause extérieure quelconqne. Dans ce cas 00 pourrait 
concevoir que la sphère dont on , veut détenniner l'état va­
riable est couverte-d'une enveloppe extrêmement peu épaisse, 
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action. 
On supposerait, 10 que cette enveloppe infiniment mince est 
adhérente au solide, qu'elle est de la même substance que 
lui, et qu'elle en fait partie, comme les autres portions de 
la masse j 2,0 que toutes les molécules de ('enveloppe sont 
assujéties à: la température 0 par une cause toujours agissante 
qui empêche que cettè température. puisse ~re jamais au­
dessus ou au-dessous de zéro. Pour exprimer .cette même 
condition dans le calcul, on doit assujétir la fonction 'V, qui 
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contient :r; et t,o à deve~ir nulle, lorsqu'on donne à x sa 
valeur totale X égale au rayon de la sphère, quelle que soit 
d'ailleurs 1. valeur de t. On aurait donc dans cette hypothèse, 
en désignant p~r , (x, 't) la fonction de x et t, qui doit 
donner la valeur de '1), les deux équations 

dv K (d' v , dv) ( 
dt=C.D dx' +-:r'"d:c et, X,t).=o 

de plus il faut que l'état initial soit représenté par cette même 
fonction , ( x, t); on aura donc 'pour seconde condition 
, (x, 0 ). 1. Ainsi l'état variable d'une sphère solide dans 
la première hypothèse que nous avons décrite, sera repré­
senté par une fonction Il), qlù doit satisfaire aux trois équa­
tions précédentes. La première est générale, et convient à 
chaque instant à tous les points de la masse; la seconde 
affecte les seules molécules de la surface, et la troisième n'ap­
partient qu'à l'état initial. 

i [5. 

Si le solide se refroidit daDs l'air, la seconde équation est 
différente; il faut alors concevoir que l'enveloppe extrêmement 
mince, est retenue par une cause extérieure, dans UD état 
propre à raire sortir à chaque instant de la sphère, une quan­
tité de chaleur égale à celle que la présence du milieu pent 
lui enlever. 

Or la quantité de chaleur qui, pendant la durée d'un 
instant infiniment petit d t, s'écoule dans l'intérieur du so­
lide, à travers la surface sphérique placée à la distance x, 

, l' 4 K dv d . "1 est ega e a - '!t":c:' d:c t,. et cette expreSSiOn genera e est 

applicable à toutes les valeurs de :c. Ainsi, en y supposant 
z= X, on connattra la quantité de chaleur qui ,dans l'état. 
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variable de la sphère, passerait à travers l'enveloppe extrê­
mement mince qui la termine; d'un autre côté, la surface 
extérieure du solide ayant une température variable, que 
nous désignerons par V, laisserait "échapper dans l'air une 
quantité de chaleur proportionnelle à cette température, et 
à l'étendue de la surface, qui est 4 ~ x'. Cette quantité a 
pour valeur 4h ~ X, V dt. " 

Pour exprimer, comme on le suppose, que l'action de 
l'enve]oppe remplace à chaque instant celle qui résulterait de 
la présence du milieu, il suffit d'égaler la quantité 4h~ X'V dt 

à la valeur que reçoit l'expression - 4 K 1r x', ~; dt, lors­

qu'on donne à :c sa valeur totale X; et l'0!l obtient par-là 

(" . dv " . d . . l' 1 d 1 equabon d.r = - K v, qw Olt aVOlr leu orsque ans es 

fonctions ~; et v on met, au lieu de x, sa valeur X, ce que 

l, d" ,. K dY' hV on eSlgnera en ecn~nt d.r + = o. 

116. 

Illant donc que la valeur de ~;, prise lorsque z=X, ait un 

rapport constant -: avec la valeur de 11, qui répond au 

même point. Ainsi, on supposera que la cause extérieure du 
refroidissement détermine toujours l'état de l'enveloppe extre-

mement mince, en sorte que la valeur de ~; qui résulte de 

cet état, soit proportionnelle à la valeur de 'II, co.,.espondante 
à z=X, et que le rapport constant de ees deux quantités 

aoit -~. Cette condition étant rempJie au moyen d'une 

cause toUjOW'8 presente, qui s'oppose il ce que la valeur 
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, d <Iv. . h 'l' . d l' 1 extreme c d x SOIt autre que - K 11, actIOn e enye oppe 

tiendra lieu de celle de l'air. 
Il n'est point nécessaire de supposer que l'enveloppe exté~ 

rienre soit extrêmement mince, et l'on verra par la suite 
qu'elle pourrait avoir une. épaisseur indéfinie. On considère 
ici cette épaisseur COIIlffie infiniment petite, pour ~e fiti.er 
l'attention que sur l'état de la superficie du solide. 

"7, 
Il suit de là que les trois équations qui doivent déterminer 

la fonction t (t, t) ou 1) sont les suivantes, 

dv II. (d' v 11 dv) dV 
dt=C.D dX'+z"dx ,.K d.x+4V=o,p(x, 0)=1. 

La première a lieu pour toutes les valeurs possibles de x et 
de t; la seconde est sati.faOte lorsque ",=X, quelle que soit 
la valeur de t, et la troisième est satisfaite lorsque t = 0, 

quelle que soit la valeur de $. 

On pourrait supposer que dans l'état initial, toutes les 
....couches sphériques n'ont pas une même tem.pérature; c'est 
ce qui arrive nécessairement, si l'on ne conçoit pas que l'im­
mersion ait duré un temps infini. Dans ce cas, qui est p~ 
général que le précédent, on représentera par F x, la fonction 
donnée, qui exprime la température initiale des molécules 
placées à .la distance a: du centre de la sphère; on rempla­
cera alOl'S la troisième équation par celle.ci, t (x) a }=F:e. 

n ,ne reste plus qu'une question purement analytique 
dont on donnera la solution dans J'un des chapitres suivants. 
Elle consiste a trouver la valeur de 1), au moyen de la con­
dition générale, et des deux conditions particulières aux-. 
quelles elle est assujétie. 
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SECTION III. 

Équations du mo/Werrumt 'Varié de la chaleur dans un 
C)'lindre solide. 

118. 
Un cylindre solide, d'une longueur infinie, et dont le côté 

est perpendiculaire à la base circulaire, ayant été entièrement 
plongé dans un liquide dont la température est uniforme, 
s'est échauffé successivement, en sorte que ~ous les points 
également éloignés de l'axe, ont acquis la même température; 
on l'e~pose ensuite à un courant d'air plus froid j il s'agit de 
déterminer les températures des' différentes couches, après 
un temps donné. 

z désigne "le rayon d'une surface cylindrique, dont tous 
les points sont également distants de l'axe; X est le rayon da. 
cylindre; 'V' est la température que les points du solide, situés 
à la distance x de l'axe, doivent avoir après qu'il s'est écoulé 
un temps désigné par t, depuis le commencement du refroi­
dissement. Ainsi 'V' est une fonction de z et de t, et si l'on T 
fait t=o, il est nécessaire que la fonction de x, qui en pro­
viendra; satisfasse à l'état initial qui est arbitraire. 

119, 
On considérera le mouvement de la chaleur dans une por­

tion infiniment peu épaisse du cylindre, comprise entre la 
surCace dont le rayon est x, et celle dont le rayon est x+dx. 
La quantité de chaleur que cette portion reçoit pendant 
l'instant d t, de la partie du solide qu'elle enveloppe, c'est-

. à~dire, la quantité qui traverse pendant ce même temps la 
Jurface cylindrique dont le rayon est x, et à laquelle noua. 
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supposons une longueur égale à l'unité, a pour expression 

- 2 K 1C' X ~: dt. Pour trouver la quantité de chaleur, qui, 

traversant la seconde. surface dont le rayon est x + d x, 
passe de la couche infiniment peu épaisse dans la partie du 
solide qui l'enveloppe, il faut, dans l'expression précédente, 
changer x en x + d x, ou, ce qui est la même chose, ajouter 

au tetme -!1 K 1C' X ~; d t ~ la différentielle de ce terme, 

prise par rapport à x, Donc la différence de la chaleur reçue 
à la chaleur perdue, ou la quantité de chaleur gui, s'accu­
mulant dans la couche infiniment petite détermine les chan­
gements de température, est cette même différentielle, prise 

9.V~C un signe contraire, ou 2 K '1' d t d ( x~:); d'un autre 

côté, le volume de cette couche intermédiaire est 21C',x d:x: et 
~ CD 'It':r d:r exprime ce qu'il faut de chaleur pour l'élever 
de la température 0 à la température l, C étant la chaleur 
spécifique, et D '1. densité; donc le quoti~nt 

2K~dtd( .x~-n 
2t:.U'l"I'Z'dz 

est l'accroissement que reçoit la température pendant rios .. 
tant dt. On obtient ainsi l'équation: 

dv K (d'v 1 d'II) 
Tt=C.D rz; +;dz . 

120. 

La quantité de chaleur qui traverse, pendant 1'instari:tdt, 
la surface cylindrique dont le rayon est 3:, étant généra-

l "K dv d '1" l' ement expflmee. par!l '1'1' :Cd~ t, 1 S enswt que on 

15 
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trouvera œUe qui sort -pendant le même temps de 1. super:" 
ficie du solide,en faisant, dans la valeur précédente,z=X; 
d'un autre côté, cette même quantité qui se dissipe dans l'air 
est, selon le principe de la communication de la chaleur, 
égale It 2 • X h 'V dt; on doit donc avoir à la surface l'équa-

. d' ., K dv h' La d ' . bon . eternunee - Tz = 'V. nature e ces equatlons 

est expliquée avec plus d'étendue, soit dans les articles qui 
se rapportent à la sphère, soit dans ceux où l'on donne les 
équations générales pour un corps d'une figure quelconque. 
La fonction 'V J qui représente le mouveme~t de la chaleur 
dans un cylindre infini doit donc satisfaire, 1° à l'équation 

, , 1 d vil (J'" , d V) . l' Il genera e Tt= C.D dz" + ~ h ,qw a leu que es que 

soient x et t; 2° à l'équation déterminée ~ 'V + ~;=o, qui 

a lieu,. quelle que soit la variable t J lonqae z = X ; 3° à 
l'équation déterminée v=F (z). Cetle dernière oendition 
doit être remplie pour tonies les wkun de v, où l'on fait 
t=o, quelle que soit la variable x. La fonction arbitraire F:& 
est supposée connue, et elle correspond à l'état initial. 

SECTION IV. 

Équations du mouvement uniforme de la chaleu,r dans 
un prisme solilk d'UM w"ClI6Ul' infinie, 

121. 

Uue ba,.,.., prismatique .st plongée par uoe de ses extré­
mités dans une source constante de chaleur qui maintient 
cette extrémité à la _température A; le reste de cette barre, 
dont la longueur est infinie, demeure exposé à un courant 
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ummrme d'air athmolphéri'lD.e eotreteJlU à la tentpératw.re 0; 
il s'agit de détermiDer 1. plus haute température 'l'''UIl point 
donné de la barre puisse acqué<-ir. 

Cette question diflère de celle de l'article 73, en ce qu'on 
a t'gard ici à toutes 1 .. dimensions du solide, ce qui est né­
cessaire pour que 1'00 puisse obtellir une 8OlutioD exacte. 
En effet, on est porté.à supposer que dans une barre d'uDe 
très-petite épaiSlll!ur, tous lea points d'llOO mètRe tranche 
_equièrent de. températans sensiblement égales; cependant 
il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette 
supposition. Il est donc préférable de résoudre la question 
rigoureusement, et d'examiner ensuite, par le calcul, jusqu'à, 
quel point, et dans quel cas, on est fondé à regarder comme 
égales les températures des divers points d'une il:Wme 5eCtiOIL 

122. 

La section raite perpendiculairement à la longueur de la 
barre, est un qua,rré dont le côté est 21, l'axe de la barre 
est l'axe delS x, et l'origine est à l'extrémité A. Les trois coor~ 
données rectangulaires d'un point de la barre sont .x,7" z 1 

la température fixe du même point est désignée par 'V. 

La question consiste à déterminer les températures que 
l'on doit donner aUI divers points de la harre, pour qa'elles 
continuent de subsister sans aucun changement, tandis que 
la surface extrême A, qui communique avec la source de 
chaleur, demeure assujétie, dans tous ses points, à la 
température pennanente A; ainsi 'V est une fonction de z 1 

de:r et de z. 

On considérera te mouvement de la chaleur daos UDe IJ}(). 

!écuJe prismatique, rompru. entre six pl .... pe'l"'ndiculair .. 
1 5. 
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aux trois Bxes des x, des y et des z. Les trois premiers plan. 
passent par le point m, dont les coordonnées sont :r, y, z et 

Jes autres passent par le point m', dont la coordonnées 
sont :;r + d :E, Y +- d y, % + "z. 

Pour connaltre la quantité de chaleur qui, pendant l'unité 
de temps, pénètre dans la molécule, à travers le premier 
plan pa»ant par le point m, et perpendiculaire aux :r, il (aut 
considérer qne la surface de la molécule qui est située sur ce 
plan, a pour ét~ndue d z d y, et que le Bos qui traverse 

. '1' 1 h' • d l' 8' K J ~ c~tte aire estega ,SUIvant et eoremc e art. 9 ,a- d:r; 

ainsi la molécule reçoit à travers le' rectangle d:r dy, pas­
sant par le point m, une quantité de chaleur exprimée 

par - K d.r dy ~;. Ponr tronver 1. quantité de chaleur qui 

traverse la face opposée, et sort de la molécule, il faut sub­
stituer, dans l'expression précédente, x + à x à:r, ou ce qui 
est la même chose, ajouter à cette expression sa différen­
tielle prise par rapport il x seulement; on en conclut que la 
molécule perd, par sa seconde face peqlendiculairc aux %, 

Wle quantité de chaleur équivalente à 

-Kd. dyJv _ K d.dy d ('!.!.). 
d% d% J 

o~ doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée 
par la face opposee; la différence de ces deux qua~~tés est 

d( JV) d J'~ Kdz. dy dr' ou Kd~Jy z 27; 

elle exprime cflmbien il s'accumule de chaleur dans la molé­
cule, à raison de la propagation suinnt le sens des z; et 
'cette chaleur accumulée ferait varier )a température de la 
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molécule, si elle n'était point compensé,e par celle qui se 
perd dans un autre sens. 

On trouye, de la même manière, qu'à. traver:s le plan per­
pendiculaire aux y, et passant par ·le point m, il entre dans 

la molécule une quantité de chalem égale à -Kd z dx ~;, 
et que la quantité qui sort par la face opposée est 

-K dz dx ~;-. K dz dx d (~;), 

cette dernière différentielle étant prise par rapport à y seu­
lement. Donc la différence ,de ces deux quantités, ou 

K d z dx dy ~/, exprime combien la molécule acquiert de 

chaleur, à raison de la propagation dans l~ sell.l} des y. 
Enfin on démontre de même que la molécule acquiert, à 

raison de la propagation dans le sens des z, une quantité 

de chaleur égale à K dx dy d. ~',~. Or, pour qu'ellç ne 

change point de température, il est nécessaire qu'elle con­
serve autant de chaleur qu'ellc, en con~ait d'aho~d , en 
sorte que ce qu'elle, en acquiert dans un sens serve à co~­
penser ce qu'elle en perd dans un autre. Donc la somme-des 
trois quantités de chaleur acquis~s ,doit être .nulle; et l'on 

" . d~v d'1J d'v' ! 
forme ainsi 1 equatlOn "'d' + ""'d' + ~ = o. 

x f Zo. ' ... 

124. 
Il, reste maintenant à exprimer les conditiops relatives à 

la surface. Si l'on suppose que le point m ~ppartient à l'une 
des faces de la barre prismatique, et que cette filce est per­
pendiculaire aux z, on·voit' que le rectangle dx dy laisse 
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échapper d ..... l'air, pende,,! l'I1Oité de "'Ill"', une ~titi 
de chaleur égale à h d x d y V, en déoigDant par V la tem· 
pél1lture do point m • la sorio.." c'..t.à.dire, œ que de· 
vient 1. ·fonction ch ... chée '('" y, .), lonqu'on fait >=1, 
demi.largeur du prisme. D'un autre côté, la quantité de 
chaleur qui, en vertu de J'action des molécules, travene, 
pendant l'unité de temps, une surrace infiniment petite w, 
située dans l'intérieur du prisme, perpendiculairement aux., 

d, '1 h' rê .•• 1 à K' d~ C . est 1 apres es t eo mes cites, ega e - W th: ette 

expression est générale, et ep rappliquant aux points pour 
lesquels la coordonnée z a sa valeur complète 1, on en conclut 
quela quantité de chalenr qui truene le rectangle dlr dy, 

placé à la . • "pemcie, est - K dx dy *, en donDUlt 11_, 

dans la fonction ~:' sa valeur complète 1. DODe les deux 

quantitéa -K d., dy :; et h d., dy,", doiyent être égal .. , 

aHn que l'action des molécules convienne, avec celle do 
milieu. Cette égalité doit aussi BubsÎ5ter si ron donne à z, 

~a.n~ les ronctions :: et 'li) la valeur -l, ce qui a lieu pour 

1. " ... oppooée à celle que l'on considérait d'abOTd. D. plll$, 
la quantité de chaleur qui traverse une surface plaue infi­
niment petite Cd, perpendiculaire à l'axe des y, étant 

K d... 'l" Il' " 1 à - IIIJ 'T' 1 sensult que ce e qUl 5 ecou e travers un 
. y 
rectangle d x d-z, placé sur une face du prisme perpendi-

culaire allXy, est - K dz dz ~;, en donnant ày, dans la 

fonction :;, sa valeur complète 1. Or, ce rectangle dz tlz, 
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lai..., é<happer daDS l'ai·r une quantité .de chaleur exprimée 
par Il, dx dz 'V l' il est donc néoe&aai.re q'lle j'on ait l'équatioo 

hv=-K ~;, lorsqu'on fait j=l, oUj=-I, dans les 

,. Jv 
.on.bo", 'li et 71;' 

u5. 
La nleur de la fonction v doit ~tre, par hypothè"", égale 

à A, lorsqu'on suppose z = 0, quelle! que soient tes valeurs 
de j et de z. Ainsi, la fonction cherchée 11 est détenninée 
par les conditions suivantes: ]0 elle satisfait pour toutes 
les valeurs de %, Y, z à l'équation générale 

li'" 'V d" 1.> d" 1.> 

dz· + d)" + dz," = 0; 

Il . ,. • 1" . h Jv 1 • . 2° e e Babslalt a equatlOn K:'V + d.T=O' orsquey eqw-
vaut à l, ou -l, quelles que soient :e et ~, ou à l'équation 

~ 'V + ~: = 0, Jorsque z équivaut à l, ou ~ -l, quen~ 
que soient r ely; 3° elle satisfait à l'équation v=At lors­
que X=O, queUes que soient.y et z. 

SECTION V. 

. ÉqWJtimu du mou •• ment '!Jarié Je la chakur dtuu un 
euhe loZiLiA 

126. 

Un 101ide, de forme cubique, dont tous les points ont ac· 
quis une mArne température, est placé dans un courant uni .. 
forme d'air atmosphérique, entretenu. Il la tempér.a.ture 0. 
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Il s'agit de déteJ:llliner 1 .. états successifs du corps peodont 
toute la durée du refroidissement. 

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnées 
'rectangulaires i les trois perpendiculaires, abaissées de ce 
point sur les faces, sont les axes des .x, des y et du z; :lI est , 
le côté du cube, 'V est la ,température à laquelle Urt point 
dont le~ coordonnées sont .z, y, z, se trouve abaissé, après 
le temps t J qui s'est écoulé dt'puis le commencement du 
n:froidissement: la question consiste à déterminer la fonc~ 
lion 'V , qu~ contient x, y, z et t. 

1~7' 

Pour former l'équation générale à laquelle "V doit satis­
faite, on ~herchera quel est le changement de température 
qu'u~e portion infiniment petite du solide doit rprouver 
Pendant l'instant dt, en vertu de l'action des molécules qui 
en sont extremement voisines. On considérera donc une 
molécule prismatique" comprise entre six" plans rectangu­
laires; les trois premiers p .... nt par le point m, dont les 
coordonnées sont x, y, z, et les trois autres, par le point m', 
dont les coordonnées sont x + d.x;y + dy, z + d%.. 

La quantité de chaleur qui pénètre pendant l'instant dt 
dans la molécule, à travers le premier rectangle dy dz per-

pêndiculaire aux x, est - " Kdydz ~;dt! et ceUe qui sort 

dans le même temps de la molécule, par la face opposée, se 
trouve en mettant x + d x au lieu de x, dans l'expression 

précédente, elle est -Kdy d. ~; dt-Kdy d. d (~;)dl, 
"Cette ditTérentielle étant prise par rapport à x seulement. 
La qù""tité de chaleur qui entre pends nt l'instant dt dons 
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ta molécule, à traven le premier rectangle d:r dz, perpen. 

dicul.ire à l'axe de. y, est - K d X d% ~; dt, et celle qui 

sort de 1. molécule, dan. le même inatant, par la f.ce op­

posée , eat - K d", d%~ dt - Kdx d%de;) dt, la dif­

férentielle étant prise par rapport à y seulement. La quantité 
de chaleur que la molécule reçoit pendant l'instant dt 1 

par sa face inférieure perpendiculaire à l'axe des ::: 1 est 

- K d x d y ~ dt, et celle qu'elle perd par la face opposée 

est - K dx dy ~: dt - K dx dy d (~:) d t, la différen­

tielle étant prise par rapport à % .. ulemenl. 

Il faut maintenant retrancher la somme de toutes les 
quantités de chaleur qui sortent de la molécule de la somme 
des qnantité. qu'elle reçoit, et la différence est ce qui déter­
mine son accroissement de température pendant un instant; 
cette différence est 

Kd,:rd%de;)dt+ Kdx dzd(~;)dt + Kd",dyd(~:)dt, 

! d' " d'" d'"1 Ou K dx dy d. ,ho + J)" + d.' dt. 

uS. 
Si l'on divae la quantité que l'Oli vient de trouver par 

celle qui est nécel8aire pour élever la molécule de la tem· 
pérature 0 à la température 1, on COQnattra l'accroissement 
de température qui s'opère pendant l'instant dt. Or, cette 
dernière qnantité est C. D da: dy d%: car C désigne 1. cspa­
cité de chaleur de la substance; D sa densité, et d z dy tir. 
le volume de la molécule. On a dOlle, pour exprimer le mou-

16 
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vement de la chaleur dons l'intérieur du soüde, l'éqnatiOn 

(d) 

1'9' 
Il reste • former 1 .. éq"ations qui SI! rapportent à l'état 

de la surface, ce qui ne présente auc.une difficulté, d'après les 
principes qœ nons avons établis. En effet, la quantité de 
chaleur qui traverse, pendant l'in&Unt dt, le rectangle dz d y, 

tracé sur un plan perpendkulaire lUX x, e.t-Kdyd%~:dt. 
Ce résultat, qui s'applique à tOU8 les points du solide, doit 
avoir lieu aussi lorsque ]a valeur de x est égale à l, demi· 
épaisseur du prisme. Dans ce der~ier cas, le rectangle dydz 
étant placé à la soper6cie, la quantité de chaleur qui le tra-
1'erse, et se dissipe dans l'air pendant l'instant d t, est 
exprimée por h dy d z 'V dt, on doit donc avoir, lorsque 

1 1" . h K d v C d' . d' . x=, equatIon '11=- "dz' ette con Ibon Olt ~nsSl 

être satisfaite lorsque x=-l. 

On -trouvera de même que; la quantité de chaleur qui 
traverse le rectangle dx dz situé sur un plan perpendicu-

laire à l'axe des y étant en général - K d x d z dd
v , et celle 

. T 
-qui à la superficie s'échappe dons l'air à travers ce même 
rectangle étant h dx dz 'P dt, il est nécessaire que ron ait 

l'équation h'V + K tid1J=o, lorsquey=lou=-l. Enfin on 
T . 

obtient pareillement l'équation déterminée hv + K ~=o, 
qui est satisfaite lorsque z=l ou=-l. 

130. 

La fon~ion cherchée, qui exprime le mouvement~arié de 
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la chaleur dans l'intérieur d'un solide de forme cubique 
doit donc être déterminée par les conditions suivantes: 

ID Elle satisfait à l'équation générale 

dv K (d'v d'v d'v) 
di = c.n Jz' + dy" + dT." ; 

2° Elle satisfait aux trois équations déterminée8 

h K dv h K d " h d', V+ ;[;=0, '11+ d.T=O' v+Kdz=o, 

qui ont lieu lorsque x= + l, y= + l, z= + 1,-

30 Si, dans la fonction" qui ~ontient 3:, y,.c, t, on fait 
t = 0, queUes que soient les valeurs de x, y et z, on doit 
avoir; selon l'hypotbèse,v=A, qui est la valeur initiale et 
commune de la température. 

dl. 
L'équation à laqu~lle on est parvenu dans la question pre­

çédente, représente le mouvement de la chaleur dans l'in­
térieur de tous les solides. Quelle que s~it en effet la fonne 
du corps, il est manifeste qu'en le décomposant en molécules 
prismatiques, on obtiendra ce même résultat. On pourrait 
donc se borner lt démontrer ainsi l'équation de Ja propagation 
de la chaleur. Mai. afin de rendre plus complète l'exposition 
des principes, et pour que l'on trouve rassemblés dans un 
petit nombre d'articles consécutifs les théorêmes qui servent 
à établir l'équation générale de la propagation dans l'intérieur 
des solides, et celles qui se rapportent à l'état de la surface, 
nous procéderons, dans les deux sections suivantes, à la re­
cherche de ces équations, indépendamment de toute queetioQ 
particulière, et sans recourir aux propositions élémentaires 
que nous avons expliquées dans l'introduction. 

16, 
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SECTION VI. 

Équation générale de la propacation de la Chaleur dan.s 
l'intérieur des solides. 

THÉORÈME 1. 

Si les thfférents points d'une masse solide homocène', com­
prise entre six plans rect~'res, ont des températures 
actuelles déterminées par lléquation U'néaire 

v=A-ax-by-cz Cal 
et si les molécules placées cl, la suiface extérieure sur 1er su 
plans qui terminent le prisme sont retenues, par une cause 
quelconque, à la température exprimée par l'équation (a); 
toutes les molécules situées dans l'intérieur de la masse con- . 
selYeront d'elles-melnes leur température actuelle, en sorte 
qu'it ne surviendra aucun changement dans l'état du prisme. 
v désigne la température actuelle du point dont les coor­
données sont x, y, z; A, a, h, c, sont des coëfficients 
constants. 

Pour démontrer cette proposition, considérons dans le 
solide trois points quelconques mM fL' placés sur une même 
droite m fL, que le point M divi.se en deux parties égales i 
désignons par x,y '. z, les coordonnées du point m, et par v 
sa température, par x + " , y + 13, z + r les coordonnées 
du point ,..., et par w sa température, par x-.,y-~, Z-1' 

les coort:;lonnées du point m, et par u sa température, on 
aura 
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'V A-ax-by-cz, w=A-a(x+«)-b(y+~)-c(z+y) 
u=A-a(x-«)-b(y-~)-c(z_y), 

d'où l'on conclut 

'V-w=a«+b~+cy, et u-'V=a.+bH-cy. 

Donc V-W=l('-'V. 

Or la quantité de chaleur qu'un point reçoit d'un autre 
dépend de la distance des deux points et de la différence de 
leurs températures. Donc l'action du point M sur le point ~ 
est égale à l'action de m sur. M, ainsi le point M reçoit autant 
de chaleur de m qu'il en envoie au point fL. 

On tirera la même conséquence quelles que soient la direc· 
tion et la grandeur de la ligne qui passerait par le point M, 
et qu'il diviserait en deux parties égales. Donc il est impos. 
Bible que ce point change de température, car il reçoit de 
toutes parts autant de chaleur qu'il en donne. Le même rai­
sonnement s'applique aux: autres points; donc il ne pourra 
survenir aucun changement dans l'état du solide. 

133. 

coaOLI .. AIIlE J. 

Un solide étant compris entre deux plans infinis parallèles 
A et B, on suppose que la température actuelle de ses diffé~ 
rents points est exprimé par l'équation 11 = 1 - z" et qu~ 
les deux plans qui le terminent sont retenus par une cause 
quelconque, l'un A à la temperature 1, et l'autre B à la tem­
pérature a : ce cas particulier sera dOf!c compris dans le 
lemme précédent, en faisant A= l, a=o, b=o, c= J. 
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,34. 

COI\OJ.LAIItE Il. 

Si l'on se représente dans l'illtérictJT du même solide un 
plan M parallèle à ceux qui le terminent, on voit qu'il 
s'écoule à travers ce -plan une certaine quanti.té de chaleur­
pendant l'unité de temps; car deu!: points très-voisins, tels 
que met n, dont l'un est au-dessous du plan et l'autre au­
des5US ~ sont inq;-aleroent échauffés i le prern.ier., dont la tem­
pérature est plw; élevée, doit donc envoyer au second, pen­
dant chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui 1 

au reste, peut être fort petite, et même insensible, selon la 
nature du corps et la distance des deu!. molécules. Il en est 
de même de deux autres points quelconques séparés par le 
plan. Le plus échauffé envoie à l'autre Wle certaine quantité 
de chaleur, et la somme de ces actions partielles, ou de toutes 
les quantités de chaleur envoyées à travers le plan, compose 
un flux continuel dont la valeur ne change point, puisque 
toutes les molécules conservent leur température. Il est 
facile de prouver que ce.flux ou la quantité de chaleur qui 
trallerse k plan M pendart,t l'UJLilé tU temps, équillaut à celk 
qUI: trallerse, peTulant le .meme temps 1 un autre plan N pa­
rallèle au premier. En effet, la partie de .la masse qui est 
comprise entre les deux surfaces M et N, recevra continuel­
lement, à travers le plan M, autant de chaleur qu'elle en perd 
à travers le plan N. Si la quantité de chaleur qui, pénétrant 
au-delà du plan M, entre dans la partie de la masse que l'on 
considère, n'était point égale à celle qui en sort par la sur­
face opposée N, le solide compris entre les deux surfaces 
acquérerait une nouvelle chaleur, ou perdrait une partie de 
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celle qu'il a, et ses températures ne seraient point constantes, 
ce qui est contraire au lemme précédeot . 

• 35. 

On prend pour mesure de la conducibitité spécifique d'une 
substance donnée la quantité de chaleur qui, clans un solide 
infini, formé de cette substance, et compris entre deux plans 
parallèles, s'écoule pendant l'unité de temps à travers une 
surface égale à funité, et prise sur un plan iJuermédiaire 
quelconque, parallèle .ux plans extérieurs dont 1. di'tance 
est égale à runité de me~ure, et dont l'un est entretenu à la 
température 1, et J'autre à la température Q. On désigne par 
le coëfficicnt K, ce flux constant de chaleur qui traverse 
toute l'étend ne du prisme 1 et qui est la mesure de la cond"tl­
cibilité. 

136. 

LEMME. 

Si l'Of< suppose q'M toate! les tempiratu1'eS dit solilk dont 
il lagit da1U fort,:cle pric/dent, sont multipliées par un 
nombre quelconque g, ~n sorte que r tlquation des templ­
mturessoitv=g-gz,'au lieu d'~""tre 'V=I-Z, et si ks 
deuz plans extérùurs sont ent,.~tenlL1, l'un à. la rempémture!, 
et r autre à la temptlrature 0, le flux constant de chaleur J 

clan.1 cette ~conde hjpothèse, Olt la qua,ntité qui, pendant 
runité de t~mps traverse fum:té de suiface prise sur'un plan 
intennédiaire parallèle aux bases, est' égale au produit du, 

p",mier flua: K, multiplié par Ir. 

Eu effet, puisque toutes les températures ont été aug­
mentées dans le rapport d'un à !' les différences des tem-
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pératures des deux points quelconques m et ~, sont aug­
mentées dans le ~même rapport. Donc, suivant le principe 
de la communication de la chaleur, il faut, pour connattre 
la quantité de chaleur que m envoie à ~, dans la seconde 
hypothèse, multiplier par g la quantité que ce point m en­
voyait à ~ dans la première. Il en serait de même des deux 
autres points quelconques. Or, la quantité de chaleur qui 
traverse un plan M résulte de la somme de toutes les actions 
que les point! m m' m" mm etc., situés d'un même côté du 
pla D, eKercent sur les points l', l", l"', EL'", etc., situés de l'autre 
côté. Donc, si dans la première hypothèse le flux constant 
est désigné par K, il sera égal à gK. lorsqu'on aura mul. 
tiplié toutes les températures par g. 

,37' 
THlfoRÊlIE Il. 

Dans un prisme dont les températures corutantes sont 

8Zprimées par l'équation v = A - a '" - b y - c z, et que 
tenninent six plans rectangzdaires dont tous les points sont 
entretenus auz températures détenninées par l'équation pré­
cétknte, la qU4ntité de chaleur qui, pendam (unité tk 
temps, traverse l'unité tk sw:face prire lur un plan inter­
médiaire quelconque perpendiculaire aux z, est la meÎne que 
le . .flux corutant dam un solide de me~me suhltance, qUi: 
serait compris entre deux plans parallèles infinis, et pour'" 
lequell' équation des températures corutantes serait v=-c-cz. 

Pour le démontrer, considérons dans le prisme, et ensuite 
dans le solide infini, deux points m et EL ex.trêmement voisins 
et séparés par le plan,M, perpendiculaire à l'ax.e des z; fi- étant 
au· dessus du plan, et mau-dessous ( Voy. Jk 4.), choi-
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sissons . au-dessous du 'même plan un point m' ·~1 que la 
perpendiculaire abai"sée , du point fi- sur -le :plan sQit aussi 
perpeDdicul~ire sur le mili,eu h _de la distallce mn~'. D.ésig~s 

par x, y, oZ + h les cOQrdonmfçs du ~iDt IL' don,t la ., tc~­

pér.ature e.!t w, pa.r :c -. Cl,y --p , % I~. coordopnécs de m, 
dont la température est 'li, et par;r; + Il ,. y + ~.'~ ~ . .1es co~-:­
données dé m' dont la température est v'. . ." " 

L'action d<: m . su.': l', ou la quantité de 'chaleur que IJ~' 
envoie à l' pendant un certain temps, peut ~tre ~xprimée 
par 9 (v-w). Le f.çteur q Qé[\Ond de 1. di.t.~ce ;,,~, et 
de la nature de la JDa~ . .L'açtion-de m~ r 5ur l' sera donc 
exprimée pol'. q (1/-W); et le fac1;el.lr q, ~'~t le même' q"U:e 
dans l'expreasion pr~édente jdopc la SooIDme' ,des deux 
actions de m 'sur."" et de m'. sur 1+,' ou ~ quantité de chal~ur 
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que"" reçoit de m et de mt', ~at ,exprimée par . 

. ( ' ') 9 v-«o"+ v-w. 

Or, si les points m, l', m'.'appartiennent aU prisme, on a 

w=A-az-6r-c ( ,,+;\). ~= A-a~-b.r- tl-t::, 

ct '11'= A - a Z + CI-b.r + p-' 'czJ et si CC~ m~~es points 
appartenaient au solide infini, 00. aur~it; par llypothèsc ; , 

w "' è-cz+h, v=c-' cz, et'll=c·-cz. 

Dans le premier cas, on trouve 

9 (v-w + v'-.w)=29 ch, 

et, dans le secOQd cas, on .a encore le même résultat. Do~c . .,' , 
la quantité de chaleur que l' reçoit de in et de m' dans la 
premihe hypothèse, lorsque l'équation des temprlratures 
constantes est '11 = A - a.x: _ b y - c z, équivaut à la 

17 
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CP.lautÎté de chaleur que f-l re{~cit de m et de m', lorsque 
l'équation des températures COllstantes est v = c _. c z. 

On tirerait la même conséquence par rapport à trois 
autres points quelconques m' l': m", pourvu que le second 
~' fût placé à égalè distance 'des deux autres, et que la hau­
teur du triangle isoscèle m' f-l' m" fût parallèle aux z. Or, la 
quantité de chaleur qui traverse un plan quelconque M 
résulte de la somme des actions que tous les points ln, m', 
m~, m"', etc. situés d'un côté de ce plan, exercent sur tous 
les points Il. f' [lu [l''', etc. sÎtués de l'autre côté: donc -le flux. 
constant qui, pendant l'unité de temps, traverse nue partie 
déterminée du plan M dans le solide in6ni, est égale à la 
quantité de chaleur qui s'écoule dADs le m~me temps la. 
travers la même portion du plan M dan. le prisme dont les 
températures sont exprimées par l'équation 

'V=A-az--by-cz. 

,38. 

COROLLAIRE. 

Le flux a pour vale~r C K dans le solide in6ni, lorsque 
la partie du plan qu'il traverse est runité de surface. 11 a 

donc a~,ssi dans le prisme la mefne valeur c K ~u - K ~:. 
On prouve de la même manière que le flux constant qui 

a lieu, pendant l'unité de temps, dans le meÎne prisme ft. 
travers l'unité de sut:face sur Un plan quelconque perpentb:-

culdire q.ux y est é{Jal à, b k ou - K ~;; et qUé celui qUI: 

traverse le plan perpendiculaire aux x a pour valeur a K 
du 

cu"-K-· . dr 
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139' 
Les propositions que l'on a démontrées dans les articles 

précédents s'appliquent aussi au cas où l'action instantanée 
d'une molécule s'exercerait daus l'intérieur -de l;;l masse, 
jusqu'à une distance appréciable. Il faut, dans ce .cas" sup­
p06er .que la cause qui retient les tranche$- extél'ieur.es des 
corps dans l'état' exprimé paJ' l'équation li,lléaire, affecte la 
masse jusqu'à une profondeur tioie. Toutes les ob~e.rvations 
concourent à prouver que, d~ns les &olides et les liquides" 
la distance dont il s'agit est extrêmement petite. 

~·I4o. 

THÉORÈME Ill. 

Si les températures des points d'un solide sont exprimées 
par l'équation 'V=f (x, y, z, t), dans laquelle X, y, z 
sont les coordonnées de la molécule dont la température est 
égale à 1) après le temps écoulé t; le flux de chaleur qui 
traverse une partie d'un plan tracé dans le solide, et per­
pendiculaire à l'un des trois axes, n'est plus constant i SB. 

valeut' est différente pour les différentes -parties du plan, et 
eUe varie aussi avec le temps. -Cette quantité variable peut 
être déterminée par le calcul. 

'Soit li) un cercle infiniment petit dont le œntre coïucide 
avec le point m du solide et dont le plan soit perpendicu .. 
laire à la 'Goordonnéeverticale oZ,. il s'écoulera pendaDt 
l'instant dt, à travers ce cercle, une cefltaÎne quantité .de 
cha'leur qui -passera de la partie du solide .inférieur au plan 
du cercle, dans la partie supérieure. ,Ce flux se compose de 
tous lesnyons de chaleur qui ·partent.d'un point infërieur, 
e! parviennent à un point supérieur, ep traversant un point 

17, 
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de la petite surface w. Nous aHdns démontrer que la valeur 

dufl~LX a pour expression - K ~: w d t. 

Désignons par x' y' z les coordonnées du point mdont la 
température est 'V',. et supposons CIue l'on rapporte tontes 
les autres molécules à cc point m choisi pour l'origine de 
trois nouveaux axes parallèlt's aux'précédents; soient ç, 11,~, 
lès trois coordonnées d'un point rapporté à l'origine m; 
on aura, pour exprimer la température actuelle w d'Wle 
molécule infiniment voisine de m,. l'équation linéaire 

, dv'· dv' d-v' 
w='V+~-d +'-d +~-d' :c .r z 

L "ffi . d'V' d-v' d1/ 1 1 
es coe Clcnts 'II, d:r' dy' dt. sont es va eurs 

trouve, en substituant dans les fonctions 'v, ~;, 

que l'on 
d-v dv 
Ty J d:. J 

aux vat;ables x,y, z, ·les quantités constantes :r', y', z', qui 
mesurent les distances du point m aux trois premiers axes 

des x, desy,. des z. 

Supposons maintenant que le même point m soit aussi 
une molécule intérieure d'un prisme rectangulaire. compris 
entre six plans perpendiculaires aux trois axes dout m est 
l'origine; que la température actuelle Hl de chaque molécule 
de ce prisme ,-dont les dimensions sont finies, soit exprimée 
par l'équation linéaire Hl = A + a ~ + b'll + c~, et qpe les 
six faces qui terminent le prisme soient retenues aux tem­
pératures fixes que cette dernière équation leur assigne~ 
L'état des molécules intérieures sera Russi, Pfrmanen~, et il 
s'écoulera pendan't l'instant dt. à travers le cercle (al, une 
qu~ntité de chaleur q_ue mesure l'expression· --- k c ... dt. 
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Cela posé 1 si .r on prend pour les valeurs ties constantes 

., ,dH dv' dv" " • 
a, h ~ c, les quantItes 'V, ;r;;;' dy J trz. 1 let.-1t fixe du prIsme 

sera exprimé par l'équation 

,dv' dv' dv' 
w=v+ d:~:~+ dT 'Il + dz~' 

Ainsi les molécules infiniment voisines du point m auront, 
pendant l'instant dt, la même température actuelle dans le 
solide dont l'état est varilJble, et ùans le prisme clout l'état 
est constaut,- Donc le flux qui a lieu au point m pendant 
l'instl}.nt dt, à travers le cercle infiniment petit w, est le 
même dans l'un ct l'autre solide: donc il est exprimé par 
. dv' 
-K dz wdt. 

On en conclut la proposition suivante: 

Si dans un solide dont les températures iTltérUures varient 
• al,lec le temps, en vertu de r action des molécules, on trace 

une ligne droite quelconque, et que l'on élève (voy. fig. 5), 
aux dtfférents points de cette ligne, les ordonnées p m d'une 
courbe plane égales au.x températures de -ces points pnses au 
merne instant,. le flux de chaleur, en chaque point p de la 
droite, sera proportionnel à la tangente' de l'angle !X que 
fait l'élément de la courbe avec la parallèle aux abauseJ ; 
c'est·à~dire que si l'on plaçait au point p le centre d'un 
cercle infiniment petit w, perpendicnlaire à la Hgne, la 
quantité de chaleur écoulée pendant un instant d t, à tra.vers 
ce cercle ~ dans le sens suivant lequel les abaisses a p crois-­
.sent~ aurait pour mesure le produit de quatre facteurs qui 
sont la tangente de l'angle !X, un coëfficient constant K, 
l'aire CIl du cercle, et la durée dt de l'instant. 
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14 .. 

COROLLAIRE. 

Si l'on représente par 1 l'abaisse de cette courbe GU la 
distance d'un point p de la droite à un point fixe 0; et par 
'V l'ordonnée qui représente la température du point p,­
'V variera avec la distance 1 et sera une certaine fonctianf, 
de cette distance; la quantité de chaleur qui s'écoulerait à 
travers le cercle Ill, placé au point p perpendiculairement à 

laligue,sera-K ~: Ndt, ou-Kf'(e)lIIdt, en déai­

gnant par f' C') la fonction d;;,) .. 
Nous donnerons à ce résultat l'expression suivante, qui 

facilite les applications. 
Pour connai'tre le flux actuel de la chaleur en un poim p 

rI'une droite tracée dans un solide_, done les températures 
'Varient par l'action des molécules, il faut diviser la diffé­
rence des températures de. deux points infiniment 'VOisins dtt 

point p par la distance de ces points. Le flll-X est propor­
tionnel au quotient. 

THÉORÈME IV. 

Il est facile de déduire des théorèmes précédents le& 
équations générales de la propagation de la chaleur. 

Supposons que les différents points d'un solide homogène 
d'une forme quelconque, aient reçu. des températures ini­
tiales qlu" 'Varient successWement par l'ef.fet de l'action mu­
tuelle des molécules, et que l'équation v = f (x, y, z, ,t) 
représente les états successifs du solide, on 'Va,démontrer-que 
la fon.ction v de quatre van:able.r satisfm:tnécesstll:remelTt 
ù l'équation 
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dv_ ~ (d'v + d'v + d'v). 
d,-C.D dx' dl" dl.' 

En effet, considérons le mou vernent de la c~aleur dans 
une molécule comprise entre six plans perpendiculaires 
aux axes des x .. des y .. et des z,. les trois premiers de ces 
plans pasient par le point m, dont les coordonnées sont 
x,y, z, et (es trois. autres passent par le point m', dont les 
coordonnées sont x + d x .. y + dl', z + dz. 

La molécule reçoit pendant l'instant dt, à travers le 
rectangle inférieur d x d y .. qui passe par le point m .. une 

quantitédechaleurégaleà-K dxdy~; dt. Pour con­

n:rttre la quantité qui sort de la molécule par la face opposée, 
il suffit de changer dans l'expression précédente z en z + dz, 
c"est-à-dire d'ajouter à cette expression sa propre différen­
tielle prise par rapport à z seulement j on aura donc 

-Kdx.dy ~: dt-K dx.dy d (~)d. dt 
d, 

pour la valeur de la quantité qui sort à travers le rectangle 
supérieur. La. même molécule reçoit encore à travers le pre­
mier rectangle d x d z qui passe par le point m, une quan-

tité de chaleur égale à - K ~; d x. d z.d t,. et si l'on ajoute 

à cette expression sa propre différentielle prise par rapport 
à y seulement, on trouve que la quantité qui sort à travers 
la face opposée d x d z, a pour expression 

- K :;dx dz dt-K de:;) dy dx d. dt. 

dT 
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Enfin cette molécule reçoit, par le premier rectangle dy dz. 

une quantité de chaleur égale à - K ~;. dy d.z dt, et ce 

qu~elle pera à travers le rectangle opposé, qui passe par m', 
a pour expression 

d,· 'd(d")d d d -Kdxdydzdt-K <lx .r y :dt. 
dT 

11 faut ma.intenant prendre la somme des quantités de 
chaleur que la molécule reçoit, el en retrancher la somme 
de celles qu'elle perd. On voit par-là qu'il s'accumule durant 
l'instant d t dans l'intérieur de cette molécule, une quantité 

(
d'" d' "d' ") totale"dechalcurégalcàK dX'+df'+ ""'Jz. dxdydzdt. 

Il ne s'agit plus que de connaître queol est l'accroissement de 
température qui doit résulter de cette addition de chaleur. 

, D étant la densité du solide, ou le poids de l'unité de 
volume, et C la capaçité spécifique, ou la quantité de chaleur 
qui élève l'unité de poids de la température 0 à la tempéra .. 
ture 1; le produitC.Ddxdydzexprime combien i.l faut 
de ch.leur pour élever de 0 à J la molécule dont le volume 
est d,x dy dz. Donc en divisant par ce produit la nouvelle 
quantité de chaleur que la molécule vient d'acquérir, on 
aura son accroissement de t~mpérature. On obtient ainsi 
l'équation générale 

dv K (d' 1) d' v d ' 11'1 -=- -+-+'TC dt C,D d X' d)'". a f,' 
• (A) 

qui est celle de la propagation de la chaleur daos l'intérieur 
de tous les corps solides. 
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143. 
Indépendamment de cette équation, le système des tem­

pératures est souvent assujéti à plusieurs conditions déter­
minées, dont on ne peut donner une expression générale, 
puisqu'elles dépendent de l'espèce de la question. 

Si la masse dans laqueUe la chaleur se propage a des di­
mensions finies, et si la superficie est retenue par une cause 
spéciale dans un état donné; par exemple, si tous ses points 
conservent, en vertu de cette cause, la température cabs­
tante 0, on aura, en désignant la fonction inconnue 'V par 
, (x,y, z, t), l'équation de condition f (.x ,y" z, t) = 0; il 
est nécessaire qu'elle soit satisfaite pour toutes les valeurs 
de x,y, z, qui appartiennent aux points de la surface exté­
térieure, et pour Wle valeur quelconque de t. 

De plus, si l'on suppose que les températures initiales du 
corps sont exprimées par la fonction connue F (x,y, z), 
on a aussi l'équation f (x,y, z,o) = F (x,y, z); la condi­
tion exprimée par cette équation doit être remplie pour 
les. valeurs des coordonnées x,y~ z, qui conviennent à Wl 

point quelconque du solide. 
144. 

Au lieu d'assujétir la surface du corps à une température 
constante, on peut supposer que cette température n'est pas 
la J,Dême pour les différents points dé la surface, et qu'elle 
v~e avec le temps suivant une loi donnée; c'est ce qui a 
lieu dans la question des températures terrestres. Dans ce 
cas l'équation relative à la surface, contient la variable t. 

145. 
Pour examiner en elle-même, et 'sous un point de vue 

très-général,)a question de la propagation de la chaleur, il 
18 
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faut supposer que le solide, dont l'état initial est donné, a 
toutes ses dimem~ions infinies; alors aucune condition spé­
ciale ne trouble la diffusion de la chaleur ~ et la lO.Ï à la­
quelle ce principe est soumis, devient plus manifeste: elle 
est exprimée par l'équation générale 

dv K (d~ v d- v d' 11) 
d t=C.D ;r;:;+ dy' + d z' , 

à llll)uelle il raut joindre celle qui se rapporte il l'état initial 
et arbitraire du solide. 

Supposons que la température initiale d'une molécule, 
dont les coordonnées sont x,y, z, soit une fonction connue 
F (x,y, z), et désig~o_ns la valeur inconnue 'V par, (x,y, z, t), 
on aura l'équation déterminée 'fi (x, y, z, 0) = F (x, y, z); 
ainsi la question est réduite à intégrer l'équation générale (A) 
ensorte qu'elle convienne, lorsque le temps est nul, avec 
l'équation qui contient la fonction arbitraire F. 

SECTION VII. 

Équation générale relative à la luiftUe. 

146. 
Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur pri­

mitive se dissipe successivement dans l'air atmosphérique 
entretenu à une température constante, il faut ajouter à 
l'équation générale (A) et à celle qui représente l'état initial, 
Wle troisième condition relative A l'état de la surface. Nous 
allons examiner dans Id articles suivants, la nature de l'équa­
tion qui exprime cette dernière condition. 
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Considérons l'état variable d'un solide dont la. chaleur se 
dissipe dans l'i\ir, entretenu à une tempér:.tture fixe o. Soit "" 
une partie Îflfilliment petite de la surface extérieure, et fi. un 
point de 11), paf lt><Juel on fait passer une normale ~ la ,sur­
face; les différents points de cette ligne oot au même in­
stant des tempéralu res différentes. 

Soient 11 la température actuelle du point f' 1 prise pour 
un instant détenniné, et w la température correspondante 
d'un point '4 du solide pri,; sur la nonnale, et distant du 
point fi. d'une quantité infiniment petite Œ. Désignons par 
z #y, z, les coordonnées du point f', et par 

z+~z,y+~y,z+h, 

ceUes du point.,; soient f (z,y, z) = 0 l'équation connue 
de la surface du solide, et v=ip(x,y, z, t) l'équation géné­
rale qui doit donner la valeur de 'V en fonction des quatre 
variables z,y, z, t. En différentiant l'équationf(z,y, z)=o, 
on aura "mdx+ndy+pdz=ojm,n,p sont des fonc­
tions ~e x, y, z. 

n résulte du corollaire énoncé dans l'article 141, que le 
flul..,dans le sens de la normale, ou la quantité de chaleur 
qui traverserait pendant l'instant dt la surface Cil, si on la 
plaçait eD un point quelconque de cette Ijgne, perpendicu­
lairement à sa direction 1 est proportionnelle au quotient 
que l'on obtient en" divisant la différence de température de 
deux points infiniment voisins par leur distance. Donc l'ex .. 
pression de ce flux à l'extrémité de la normale est 

K w-v d . - --.-w t, 

K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D'un 
18. i 
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autre côté la surface lot laisse échapper dans l'air, pendant 
l'instant dt, une quantité de chaleur égale.8 h 1) ",d t; /,. étant 
la conducillilité relative à l'air atmosphérique. Ainsi le Hux 
dt: chaleur à l'extrémité de la normale a deux expressions 

différentes, Avoir: h1J M d tet - A: ~ .. dl;doDCCes deux 
• 

quantités sont égales; et c'est en exprimant cette égalité, 
que l'on introduira dans le calcul la condition relative à la 
aurface. . 

147, 
. dp d~ av 

On a w=v+.tv=1J+ d.r.tz+ djBY+;r; B z. Or, il 

suit des principes de la géométrie, que les coordonnées 
, ~, B y, d z, qui fixent la position du point"" de la normale 
par rapport au point ", satisfont aux ' conditions suivantes: 

p ~ x=m' %,P ~ y=n ~ Z. 

On a donc 
• (av d 'I) d 'V) 

1V-1J= P 1n a.r+ R dj'+PtlZ, Bz: 
on a aussi 

• = yi, x' +8y' + h'=~ (m' + n' + P')"' h, 
p 

ou tI.=f.., z, en désignant par q la qulntité 
p 

(m' + n' + p ' ) ~ ; 
donc 

W-l' (dv d"V dv) 1 --= m-+n-.-+p- -' 
Cl dx Gy dl. q' 

par conséquent l'égalité 0 " 

h'Vw dt=_lt(W. V) .. dt 
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devient la suivante 

Cette équation est déterminée et ne s'applique qu'aux points 
ùe la surface; elle est celle que l'on doit ajouter à l'équation 
générale de la propagation de la chaleur (A), et à la con­
dition qui détermine l'état initial du solide j m, n, p, q, sont 
des fonctions connues des co ordonnées des points de la 
surface. 

148. 
L'équation B signifie en général que le décroisseme.nt de 

la température, dans le sens de la normale 1 à l'extrémité du 
solide, est tel que la quantité de chaleur qui tend à sortir 
en vertu de l'action des molécules, équivaut toujours à celle 
que le corps doit perdre dans le milieu. 

On POUITait concevoir que la masse du solide est pro~ 
longée, en sorte que la surface au lieu d'être exposée à l'air, 
appartient à-la-fois au corps qu'elle tennine, et ~' une enve­
loppe solide qui le contient. Si, dans, cette hypothèse, une 
cause quelconque réglait à chaque instant le décroissement 
des températures dans l'enveloppe solide, et la déterminait 
de manière que la condition exprimée par l'équation B, fût 
toujours satisfaite, l'action de l'enveloppe tiendrait lieu de 
celle de l'air, et le mouvement de la chaleur serait le même 
dans l'un et l'autre cas: on peut donc supposer que cette 
cause exiite, et déterminer, dans cette hypothèse, l'état 
variable du solide; c'est ce que l'on fait en employant les 
deux équations A et B . 
. On voit par-là comment l'interruption d~ la masse et 
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ment , la somme des tennes du pnmier ordre, qui· entrent 
dans l'expression de ces quantités de chaleur reçues par la 
molécule, est ~éro; ensorte que la chaleur qui s'y accumule 
en effet, et fait varier sa température, ne peut être exprimée 
que par des termes in6niment plus petits que ceux du pre­
mier ordre. 

On voit distinctement ce résultat lorsqu'on établit l'équa­
tion générale (A), en considérant le mouvement de la chaleur 
dans une molécule prismatique (articles 127 et 142) ; on le 
démontre encore pour une molécule d'une figure quelcon­
que, en substituant à la chaleur reçue par chaque face J 

celle que recevraient ses trois projections. 
Il est d'ailleurs nécessaire que cela soit ainsi: car, ai une 

des molécules du solide acquérait pendant chaque instant 
ulle quantité de chaleur exprimée par un terme du premier 
ordre, la variation de sa température serait infiniment plus 
grande que celle des autres molécules, c'est-à.dire, que 
pendant chaque instant infiniment petit, sa température aug­
menterait ou diminuerait d'une quantité finie; ce qui est 
contraire à l'expérience. 

,51. 
Nous allons appliquer cette remarque à une molécule 

placée à la surface extérieure du soJide. 
Par un point a (1X!r' fig. 6 ), pris sur le plan d .. '" et 

y J menons deux plans perpendiculaires, l'un à l'axe des 
x, l'autre à l'axe des y . Par un Rutte point b du même 
plan, infiniment voisin de a 1 menons aussi deux plans 
parallèles aux deux précédents; les ordonnées % 1 élevées 
aux points· a" b, c, d, jusqù'à la surface extérieure du 
solide, marqueront sur cette surface quatre points d, b', c', cl, 
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et seront les arê~e5 d'un prisme tronqué, dont la base est 
le rectangle abcd. Si. par le polnt d, qui désigne le moins 
~levé des quatre points d, Il, d, cl on fait passer un plan 
parallèle à celui des z et)', on retranchera du pri6me tron­
qué une molécule, dont une des faces, savoir: a' b' c' tl se 
confond avec la superficie du solide. Le~ valeurs des quatre 
ordonnées ad cc' dtl bb' sont les suivantes: ,. 

aa. =z 
d'd cd=:'+dz Z 

dtl=z+;;d.r 

bb' d'd d'd = z + dz x + dy Y 

15 •. 
L'une des faces perpendiculaires aux ;c est un triangle, et 

la face opposée est Wl trapèze. L'aire du triangle est 

'd d, d ;; Ydf y, 

et le flu. de' chaleur dans la direction perpendiculaire à 

cette surface étant -Ir ~; on a, cn omettant le facleur dt, 

. _kdv. drd'd.r 
dz 2 df 

pour l'exprewon de la quantité de chaleur 'qui pénètre pen­
daDt un instant dans la molécule, à travers le triangle doot 
il s'agit. 

L'aire de la race opposée est 

'd '(d'd d'd d'd)' - .r - .x+- .x+- .r 
2 d-r d,r d,}' 
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et le 8ux perpenuiculaire à cette face est aUNi - Il ~ ; t en 

supprimant les termes du second ordre, infiniment plus 
petits que ceux du premier; on retranchera la quantité de 
chaleur qui sort par ceue seconde race, de ceUe qui eotre 

l "l' ,'/vJ'd d par a premlt're et on trouvera 1( Il z;U z y. 

Ce terme exprime combu,,,,I. molécule reçoit de <haleur 
par les faces perpendiculaires aux z. 

On trouvera, par DIl <alcul semblable, que 1. même mo­
lécule reçoit, par les faces perpendiculairea aus. Y, une quan­
.• d hl' 1 • ,. dv d, d d tlte e c a eur ega e a If dy'dj-' x y. 

La quantité de chaleur que la, molécule reçoit par la base 

rectangulaire est - k ~: d:r: dy, Enfin,.elle laiase échapper 

dans rair, à travers la surtàce sDpérieure db'c'd', une cer­
taine quantité de chaleur égale au produit d. fi '11, par 
l'étendue ~ de cette surface. La valeur de 10.1 est, selon les 
principes connus, celle de d", dy, lIIultipliée par le rapport 

i; . déoigue 1. 10"S""ur de la nonnele, deplli. Iii 8""'ee 

extérieure jU&qu'au plan. ~et z et y J et 

• =z (I+(~)' + (~)')" 
dolU' la "'Qlécllie perd A· tnrre .... a surfitce a' b' c' tI ""e 

quantité de chaleur égale à h '11 d", d Y !. , 
Or, Jes tennes du premier- ordre qw eatrent dans. l'ex­

pression de' la quantité totale de chaleur acquise par 1. 
molécule, doivent .. délnlin, afi" que 1. nriation des tem-



CHAPITRE Il. 

pémtures ne soit pas à chaqueiA&taD1: ~ q1J3lltité finie, 
on doit donc lIToÏr l'Otfuan..-n 

kd~"'dd, dx.dy + kddv·dJ. da;.dy-lddv tl.xd:r-"v~J..dJ "" 
Z"Z )''..T ~ Il 

la a Bvaz Q"'az av 
ou l'V';; = d,r'h + dy"ifi-;r.. 

153. 

En mettant pour ~; et ;; leu ... valeurs til'ée. Ite l'équa. 

tian mdx + ndy + pd. = 0, et désignant par q la quan-
, 

tilé (m' +,,' + p')' GD a 

dv av av 
km dr+knd.r +kpdi+h'/Jq=o, (B) 

on connalt ainsi d'une manière distincte ce que représente 
chacun des termes de cette équation. 

En les prenant toua avec de5 lignes contraires et lei mul­
tipliant par le rectangle d tE d y, le premier· exprime com­
bien la molécule reçoit de chaleur par les deux faces per­
pendiculaires aux tE, le aecond combien elle en reçoit par 
ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisième combien 
eUe en reçoit par la race perpendiculaire aux z, et le qua­
trième combien elle en reçoit du milieu. L'rquation exprime 
donc que la somme de tous ces termes du premier ordre 
est nulle, et que la chaleur acquise ne peut être représentée 
que par des termes du second ordre. 

154. 
Pour parvenir à cette équation CB) il faut considérer une 

des molécules dont la base est à la surface du solide,'comme 

19' 
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un vase qui reçoit ou perd la chaleur par ses différentes 
faces. L'équation signifie que tous les· termes du premier 
ordre qui entrent dans l'expression de la chaleur acquise 
se détruisent mutuellement j en sorte que .cet accroisse­
ment de chaleur ne peut être exprimé que par des termes 
du second ordre. On peut donner à cette molécule, ou la 
forme d'un prisme droit, dont l'axe est perpendiculaire à la 
surface du solide, ou celle d'un prisme tronqué, ou une 
forme quelconque. 

L'équation générale CA) suppose que tous les termes du 
premier ordre se détruisent dans l'intérieur de la masse, ce 
qui est évident pour des molécules prismatiques comprises 
dans le solide. L'équation (B) exprime le même résultat pOUi' 

les molécules placées aux 'limites des corps. 
Tels sont les points de vue généraux sous lesquels on peut 

envisager cette partie de la théorie de la chaleur. 

L" . av K (d'v d'v d'V) , 1 
equatlOn dt=C.D dZ'+ij+ dz' represente e 

mouvement de la chaleur dans l'intérieur des corps. Ce 
tbéorême fait connaître la distribution instantanée dans 
toutes les substances solides ou liquides; on en pourrait 
déduire l'équation qui convient à chaque cas particulier. 

Nous ferons cette applicatio'n dans les deux articles sui· 
vants, à la question du cylindre et à celle de la sphère. 
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SECTION VIII. 

Application de.! . équations cénérales. 

155. 
Désignons par r le rayon variable d'une enveloppe cylin. 

drique quelconque, et supposons, comme précéd~ment 
dans l'3rt. 118, que toutes les molécules également éloignées 
de l'axe ont à chaque instant une température commune; 
'V sera une fonction de r et t; r t'st une fonction de y., z, 
donnée par l'équation r'=z' + f. Il est évident, en premier 
lieu que la variation de 'V par rapport à :& est nullej ainsi 

le terme 'f;, doit être omis. On aura maintenant, auivant 

les priocipes du calcul dilTérentiel, les équatioo', : 

donc 

~_ dv.'!.!. et J-'V = d'v. Cd ')' + dv.t/' r 
d.-Trdz tr;j d,.. dr. drJz,' 

d' v d'.. d'v [Cd,)' Cd')' dv [d'" d' ')) r.'+dr=;r;; d, + dy + d, d.'+ dr ,(a) 

Il mut remplacer dans le second membre les quantité. 
d,. d,. 11",. "'r 
d:.' dy' d'1." dT 

par leurs valeurs respectives; pour cela on tirera de l'équa­
tion z'+ y' = r 

d, Cd,)' d', 
z=rdzct 1 = dr. +r dz.> 

d, Cdr)' d', y = .r dy et 1 = dy + r dr 



J 
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et parcOllSéquent 

z'+y'=r' ((;;')'+ (;;)"l 
2 = (;;)' + (;;)' + r (~;. + ~;l 

Ja pcemière équation, dont le premier membre eat ésal à r', 

dom>e 

( dr)' + (Jr)'_ 1 
dz d.r- (b ); 

1. secoode donne, lorsqn' on met pOlIr 

(;:)' + (;;Y 
sa valeur 1 

à',. d'r '1 

d,' + dr=' (c). 

Si maintenant on substitue dans l'équation Ca) les valeurs 
données par les équation. (b) et (c), on aura 

d'v d"v d'v . 1 J'V -+-=-+--. dz· d,r d~ rd,. 

Donc l'équation qui exprime le mouvement de la chaleur 
dana le cylindre, eat 

dv K (d"v 1 d'V) 
dt=C:D À,.·+r"dr t 

comme on l'a trouvé précédemment, art. 1 1 g_ 

On pourrait aussi ne point supposer que les molécules 
également éloignées de l'aIe, ont reçu une température ini­
tiale commune; dans ce cas on parviendrait à une I!quation 
beaucoup plus générale. 

156. 
Pour déterminer, au moy.en de l'équation (A), le mouve-
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ment de la chaleur dans une sphère qui a été pIo~ de ... 
un liquide, on regardera 1J comme une fonction de r et t~· 

,. eat une fonction de :e, Y, Z, dOllnée par l'équation 

,'=z' +y~+Z', 

r étant le rayon variable d'une eJJTeloppe. On aura ensuite 

d v _avd,. tti"v_d- v (dr)" QvtJor 
"h-Z;:Z;e dr-V tlz +T,'dr 

J 'V d'Vtlr td"v tl'V(dr). dvd"r 
dT = drdj-' dT =r;; dy + drdT 

d v d 'li tir etd"-v d'v (d.r)" d,, · tl'r 
dz,=ïï;:;[i dz,'=d~ dr. +;r;.'H 

En lOi .. nt les substitutions dans ("équation 

dv II. (d"1J d'v d'V) 
n=·~ dij+dr+dz.· , 

on aura 

dv 
dt cll.u (~;\(~~)' +Œ)" +(~i),l+ ~:(~;'+ ~;+~Dl (") 

L'éqU&Iion ;z:' + r · +-z' = ,.. roumit les nisuhalo .ui. • ...u : 

d.r (~r)'''· r :e='iii etl = tix +'dZ' 

,Ir (dr)' d', :r = r dy et 1 = Il)' + r d? 
,Ir (dr)' d' r 

z=rd .. etJ= di +1"4:." 

Les trois équations du premier ordre donnent: 

.,' +r +.' =,. \(iH+ C:)' + (~n 
Let tnJio, équatiOlll doo seoood om .. do ....... ! : . 

3 = (~;)" + (~;J + C~:), + r \ ~;. + ~;+ ~l ; 
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et mettant pour 

(d ')' (d,)' (b)" 
d.z + dy + d:. 

la valeur 1, on a 

tf> r tf>r d"r " 
ax' + dT + r:l6.'="" 

Faisant les substitutions dans l'équation (a), on aura l'équation 

dv K (d'V > dV) 
di=C.D dr'+-':Tr ' 

qui est 1. même que ce\le de l'art. 114. 

L'équation contiendrait un plus grand nombre de termes, 
si l'on ne supposait point que les molécules également 
éloignées du centre ont reçu la même température initiale. 

On pourrait aussi déduire de l'équation détenninée (B), 
celles qui expriment l'état de la surface dans les équations par­
ticulières,o.ù l'on suppose qu'un solide d'une forme donnée, 
commwlÏque sa chaleur à l'air atmosphérique; mais le plu. 
.souvent ces équations se présentent -d'elles-mêmes, et la 
fonne en est très - simpl~, lorsque les coordonnées sont 
choisies convenablement. 

SECTION IX. 

Remarques générales. 

157' 
La. recherche des lois du mouvement de la chaleur, dans 

les solides consiste maintenant à intégrer les équations que 
nous avons rapportées; c'est l'objet des chapitres suivants; 
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nous tenninerons celui-ci par des remarques générales sur 
la nature des quantités qui entrent dans notre analyse. 

Pour mesurer ces quantités et les exprimer en nombre • 
.on les compare à diverses sortes d'unités, au nombre de 
cinq, savoir: l'unité de longticur, l'unité de temps, celle de 
la température, celle du poiw, et enfin l'unité qui sert à 
,mf'..6urer les quantités de chaleur. On aurait pu choisir pour 
cette dernière unité la quantité de chaleur qui élève un 
volume donné d'une certaine substance, depuis la tempéra­
ture .() jusqu'à la température, 1. Le choix de cette unité 
serait préférable à plusieurs égards à celui de la quantité de 
chaleur nécessaire pour ·convertir une masse de glace d'UD 
poids donné" en ,une masse pareille d'eau, sans élever la tem­
pérature o. Nous n'avons adopté cette dernière unité, que 
parce qu'elle était en quelque sorte fixée d'avance dans plu­
sieurs ouvrages de physique; au reste, cette supposition 
n'apporterait aucun changement dan!i les résultats du calcul 

158. 
Les éléments spécifiques qui déterminent dans chaque ' 

corps les ëfkts mesul1lbles -de la chaleur, sont au nombre de 
trois, .su'oir : la. conducibilité propre , la conducibilité rela­
tive à l'au. atrnosphérique, 'et la capacité de chaleur. 

Les nombres qui expriment ces quantités sont comme la 
pesanteur spécifique autant de caractères naturels propres 
aux diverse.s substances. 

Nous avons déja remarqué, art. 36, que la condueibilité 
de la surface 5erait mesurée d'une mani,ère plw exacte , si 
l'on avait des observations suffisantes sur les effets de la cha .. 
Jeur rayonnante dans les espaces vides d'air. 

On peut voir, comme nous l'avons annoncé dans la pre .. 
:10 



;mière section du chap. l, art. [r, qu'il n'entre dans le 
calcul .. que trois coëfficients spéci6ques le 1 h, C; ils rloivenr 
être déterminés par des observations, et nous indiquerons 
par la"'6uite les expériences propres il les faire connahreavec 
précision. 

159. 
Le nombre C, qui entre dans le calcul, est toujours 

multJplié par la densité D, c'est-À.dire, par le nombre 
d'unités de poids qui équivalent au poids de l'unité de vo­
lume; ainsi ce produit C D peut -être remplacé par le coëffi· 
cient c. Dans ce cas on doit entendre, par capacité spécifique 
de chaleur, -la quantité nécessaire · pour élever de la tem­
pérature 0 à la température 1 l'unité de volume d'uue 
substance donnée, et non l'utlité de poids de cette substance. 
C'est ponr ne pas s'éloigner des dMinitions communes, que 
l'on a rapporté dans cet ouvrage la capacité de chaleur au 
poids et non au volume; mais il serait préférable d'employer 
le coëfficieDt c tel que nous venons de le dé6nir; alors il 
n'entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur 
mesurée par l'unité de poids: on aura seulement à considérer, 
1° la dimension linéaire x, la température 'V, et le temps fi 
2° les coëfficient c, h, et le. Les trois premières quantités sont 
des indéterminées, et les trois autres sont 1 pour chaque 
substance, des éléments constants que l'expérience fait con­
naître. Quant à l'unité de surface et à l'unité de volume, 
eUes n'ont rien d'absolu, et dépendent de l'unité de longueur. 

160. 

Il faut maintenant remarquer qu.e chaque grandeur indér 
terminée ou constante a une dimension qui lui est propre, et 
que les termes d'une même équation ne pourraient pas être 
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compares, s'ils n'avaient point le même e3:posa1lt de dimension. 
Nous avons introduit cette cO,nsidération dans la t~orie de la 
chaleur p~r l'C!Idre-nos définitions plw Mes,. et servir à ~ri-
6er lecaleul ; elle tlérivedes notions primo~diales sur les quan­
tités; c'est pour cette raison que t dans la géométrie et dans 
la mécanique, eUe équivant aux lemmes fondamentaux que 
les Grecs DOua ont lailioSés sans démqll6tratÎon . 

• 61. 

Dan. la' tbioMe analytique de la chaleur, toute équa­
tion (E) exp~ime \lJle relation IléceS6aire entl:"e des grandeurs 
subsistantes:D, t, 'V, c, A, k. Cette relation ne dép6nd. point 
du choix de l'unité de longueur, qui de sa nature est contin­
sent, c' .. t-à-<iire q,ue, si J'on l'''enait une unité différente pour 
mesurer les dimensjons linéaires, l'équation (E) serait encore 
la même. Supposons 4,0[10 'lue l'unité de longueur 60it 
changée, et '1""" 6& sècoode valeur lIOit équival ... te à la' pre­
mière, . divisée par m. Une quantité quelconque x qui dans , 

l'équation (E) repréoente une certaine ligne lib, et qui, par­
conséquent, 'd~ un certain nombre de fois ~ 'de 
longueur, deviendra ;-~:z, afin de correSpondre à . -même 
grandeur .. b; la valeur tdu temps et ~ valeur 'V de la , t~R1-

pérature ne seront point changées j il n'en .sera pa.s de même 

de.s éléments spécifiques '\': A, c: le premier h deviendra ~.; 
car il exprime la quantité 'de chaleur qui sort pendant l'unité 
de temps, de l'unité 'de surface à Ta ternpératÜ{e 1. Si rOD 
examine avec attention là-nature du coëfficient k, tel que 
nous l'avons défini dans tes art. 68 et 135, on reconnaltra , 

qu'i.l d~"ient f; car :11 iJ~x de chali'ur est en ra,isQoD directe 

20. 
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de l'étendue de la surface, et en raison inverse de la distanre 
des deux plans infinis (art. 72 ). Quant au coëfficient c qui 
représente le produit C D, il dépend aussi de l'unité de Ion. 

gueur et devient ~l ; donc l'équation (E) ne doit subir aUCUD 

changement, si l'on écrit, au 1ieu de Z J In% J et en même 

temps ~, ~" ~n au lieu dei, h, Ci le nombre m disparattra 

de lui- même après ces substitutions: ainsi la dimension de 
x 1 par rapport à l'unité de longueur est 1 j celle de k est - • , 
celle de h est-2, et celle de c est - 3. Si ron attribue à 
chaque quantité son exposant de ,ù:mension 1 l'équation sera 
homogène, parce que chaque terme aura le "même exposant 
total. Les nombres tels que J, qui représenteraient. des sur­
faces ou des solides, ont la dimension :1 dans le premier 
cas, et)a dimensiotl. 3 dans le second. Les angles, les sinus 
et autres fonctions trigonométriques, les logarithmes ou 
exposants de puissance sont, d'après les principes du calcul, 
des nombres absolus qui ne changent point avec l'unité de 
Jon~ 00 doit donc ~uver leur dimension égale à 0, 
qui est ·.e de tous les nombre abstraits. 

Si l'unité de temps, qui étaÎt d'abord l , devient.!.., le 
. " 

nombre 1 6E!ta nt, et les nombres z et 'li ne changeront 

. Le "ffi' , h k A A" 1 d' pomL s coe Clents /(, ,c seront - , -, c. mSI es lmen-
n n . 

sions de x, t, 'V, par rapport à l'unité de temps, sont 
0,1,0, et celles de k, h, c, 80nt-l, -., o . . 

Si runité de température était changée, en sorte que la 
température 1 devînt celle qui répond à un autre eifet que 
l'ébullition de l'eau; et si cet effet eJ..igeait une température 



CHAPITRE II. 157 

moindre, qui fût à celle de l'eau bouillante dans le l'apport 
de 1 au nombre p,. 'V deviendrait 'V p, x et t conserver'aient 

1 1 1 ""m" 'oh "kh. eursvaeurs,et escoe CJenSIf, ,c5eralent -, -, _. 
ppp 

Le tableau suivant représente les dimensions des trois 
indéterminées et des trois constantes, par rapport à chaque 
sorte d'unité. 

LOJIIGUZUa, DuaBII. TII •• IiIl"'-TU ••• 

bJ_t .. climt .. io. cl... '.' • , • • 
, • , • .. • • , 

-, -, - , 

-. -, - , 
L. upacit4.1.e ç~ ••..•.••• , -, • - , 

i62. 

Si l'on conservait les coëfficients C et D, dont le produit a 
été représenté par c, on aurait encore à considérer l'unité 
de poids, et l'on trouverait que l'exposant de dimension, 
par rapport à l'unité de longueur, est -3 pour la densité D, 
et 0 pour C. 

En appliqua~' la r.g1e precéd.nte aux dilTérentes équations 
et à leurs transformées, on trouvera qu'elles sont homo­
gènes par rapport à chaque sorte d'unité, et que la dimen­
siol1 de toute quantité angulaire ou exponentielle est nulle. 
Si cela n'avait point lieu, on aurait commis quelque erreur 
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·n paru plus propre qu'aucune autre à faire connattrc les 
(:léments de la méthode que nous avons suivie . 

• 64. 
Nous tiupposons qu'une masse solide homogène est con~ 

tenue entre deux plans verticaux B et e parallèl~ et infinis, 
et qu'on la divise en deux parties par un piao A perpen­
dicnlaire aux deux autres ('VOj . .fiG. 7); nous allons con­
sidérer les températures de la masse BAC comprise entre 
les trois plans infinis A, B, C. 00 suppose que l'autre 
partie B' A C' du solide infini est une source constante de 
chaleur, c'est-à-dire que tous ses points sont retenus à la 
température 1, qui ne peut jamais devenir moindre, ni plus 
grande. Quant aux deux solides latéraux compris l'un entre 
le plan C et le plan A prolongé, l'autre entre le plan B et le 
plan A prolongé, tous leurs pointa ont une température 
constante 0, et une cause extérieure leur con&eTYe toujours 
cette même température; enfin les molécules du solide com­
pris entre A, B et C, ont la température initiale o. La chaleur 
passera successivement du foyer.A dans le solide BAC; elle 
.y propagera dan. le sens de la longueur qui est infipie, et 
en même temps elle se détournera vers les masses froUies 
B et C <lui en absorberont une grande partie. Les tempéra­
ture.du solide BAC s'éleveront de plus en plus; mai. elles 
ne pourront outre-passer ni même atteindre un maximum 
de température, qui est différent pour les différents points 
de la masse.Us'agit de connaftre l'état final et constant dont 
l'état variable s'approche de plus en plus. 

Si cet état final était connu et qu'on le formât d'abord, il 
subsisterait de lui-même, et è'est cette propriété qui le dis­
ti~gue de tous les autres. Ainsi la question actuelle consiste 
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à dét~rminer les températures pennanentes d'un solide rec­
tangulaire infini, compris entre deuK masses ùe glace B et C 
et une masse d'eau bouillante A; la considération des ques­
tions simples et primordiales est un des moyens les plus cer­
tains de decouvrir les lois ùes phénomènes naturels, et nous 
voyons, par l'histoire des sciences, que toutes les théories se 
sont formées suivant cette méthode. 

165. 
Pour exprimer plus brièvement la même question, on sup­

pose qu'une lame rectangulaire BAC, d'une longueurinfinie, 
est échauffée par son extrémité A, et conserve dans tous les 
points de cette base une température constante 1, tandis que 
chacune des deux arêtes infinies B et C, perpendiculaires à 
la première, est aussi assujétie dans tous ses points à une 
température constante 0; il s'agit de détenniner qu'elles doi­
vent être les températures stationnaires de chaque point de 
la lame. 

00 suppose qu'il De .se fait à la superficie aucune déper­
dition de chaleur, ou, ce qui est la même chose, on considère 
un solide formé par la super-positio,? d'une infinité de lames 
pareilles à la précédente; on prend pour l'axe des x la droite 
o x, qui partage la lame en deux moitiés, et les coordonnées 
de chaque point m ~ont x et y; enfin on représente la lar­
geur A de la lame par 2 l, ou, pour abréger le calcul, par ~, 
valeur de la demi -circonrérence. 

Concevons qu'un point In de la lame solide BAC,quia pour 
coordonnées x et y, ait la température actuelle 'V, et que les 
quantités 'V, qui répondent aux différents points, soient telles 
qu'il ne puisse survenir aucun changement dans les tempé­
~tures, pourvu que celle de chaque point de la hase A soit 

21 
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toujours l, et que les côtés B el C consel'Ventdllns ta", leu~ 
points la température o. 

Si l'gn élevait en-chRque'point "" une coordonnée verticale 
égale à la. température 'V, 00 fonnerait une 8UJ1faee COtU'be 

quÎ s'étendrait au-dessus de la lame ct 5e pNlloagfmflit à l'in­
IIni:. Nous chercherons à cooliairre la nature de ceUie 841.1faœ 
qui passe par une ligne paralli-Ie élevée au-deSMlS de J'ne 
des y, à une distance égale à l'unité, et qui coupe Je plan 
horizontal, suivant les ùeux. arête! iu6Aies parallèles aux.r. 

166 . . 

Pour appliquer l'équation générale 

il1! "(d' 'V d' 'V d' 1') 
dt = C.D dx' + dJ' +;r;:> , 

on considérera que, dans le cas dont il s'agit, on f.rit abstrac· 

tian d'une coordonnée., en ~rte que le terme ~ doit être 

omis; quant au premier membre ~:' il , 'évanouit 1 puis~ 
qu'on veut déterminer les rempén.tures stationnaires; ainsi 
l'équation qui convient à. la qut'stion a('ro·elle", et détermine 
If's propriétés de la surface courbe cherchée est celle~ci, 

d'v d'1' 
oz> + dT > =0 (a ). 

La fonction de x et.r, f (x,.r) qui représente l'état penna­
nent du soude BAC, doit f O satisfaire à l!équatiOD Ca); i:a 0 de-

,-erur nulle lorsqu'on substitue - ! 'It. ou + ~ "1r au lieu de j', , . 
quelle q.ue soit d'ailleurs la wlew- de :c; 3° e1J& doit être 
égale il l'uaité, si l:on. suppose x= 0 , et si l'OD . attfibue à y 
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une valeur quelconque comprise entre -;. 'lt et + ;'ft'o Il faut 

ajoute-r que celte fonction I? (x,y) doit devenir extrêmf'mcnt 
petite lorsqu'on dOline à x une valeur très:"grande, puisque 
toute la chal_ &Ort da oeullOyer A_ 

,60]. 
Afin de consUiérer la question dans ses éléments, on cher~ 

chera en premier lieu les plus simples fonctions de z et y , 
qui puisseDt satisfaire à l'équation (a); ensuite on donnera à 
cette valeur de 'V une expression plus générale., afin de rem­
plir toutes le coRditions énoncées. Par ce moyeu la solution 
açquerra toute l'étendue qu'elle doit avoil',et l'on démontrera 
que )a question proposée ne peut admettre aucune autre 
solution. 

Les fonctions de deux variables se réduisent souvepl à 
une expression moins composée, lorsqu'on attl'ibu~ à l'une 
d('s variables ou à toutes les deux une valeur infinie; c'est ce 
que r on remarque dans les fonctions algébriques qui, dans 
ce cas, équivalent au produi.t d'une fonction de z par une 
fonctio,?, de y. Nous examinerons d 'abord si la valeur de 'V , 

peut ê~ repr~tée par UI1 pareil produit; car cette fonc­
tion 11 doit représenter l'état de la lame dans toute son 
étendue, et par conséquent celui des points dont la coor­
donnée x t!st infinie. On' écrira donc v=F x .fy, substituant 

dans l'équation a et désignant d~j=:r) par F x et d'J~r) 

par f';r, OD aur> FO/" , + f/".1'= 0; on pourra donc sup-z y 
Pz r 

pOSCf"F":r = m et f: = - m J m étant une constante quel-

conque, et comme on se propose seulement de 'trouver une 

21. 
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valeur particulière de 11, on déduira des équations précé­

dentes F x = e -m.r, fy=cos. my. 

168. 

On ne pourrait point suppose." que m e5t un nombre né­
gatif, et l'on doit nécessairement exclure toutes les valeurs 

particulières de 'V, où il entrerait des tf'rmes tels que em,r, m 
étant un nombre positif, parce que la température 11 ne peut 
point devenir infinie, lorsque :J: est infiniment grande. En 
effet la chaleur n'étant fournie que par la source constante 
A, il ne peut en parvenir qu'une portion extrêmement petite 
dans les points de l'espace, qui sont très·éloignés du foyer. 
Le reste se détourne de plus en plus vers les arêtes infini~ 
B et C, et se perd dans les masses froides qu'clles tenninent. 

L'exposant m qui entre dans la fonction e -mz . cos. my 
n'est pas déterminé, et l'on peut choisir pour cet exposant 
un nombre ~ositif quelconque: mais, pour qu~ v devienne 

lIuUe en faiuot y =-; 1t ou y = +; T, quelle que soit x, 

on prendra pour m un des termes de la suite, 1, 3\ 5, 
7,9, etc.; par ce moyen la seconde condition sera remplie. 

169. 

On fo~mera facileme:nt une valeur plus générale de 'V, en 
ajoutant plusieurs termes semblables aux précédents, et l'on 

-x -3% -S.,r 5 aura v=a e cos. y + be cos. 3y+ ce C08. y 

+ de -, x .. cos. 7 y + ..... etc. (b). n est évident que 
cette fonction 'V désignée par f (te, y) satisfait à l'équation 
d' v d· v , 1 d· . (±.) Il dz. + d7~ = 0, et a a con Itlon If x, .. 'If =0. reste 
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à remplir une troisième condition, qui est exprimée ainsi: 
if (0, y) = 1 , et il est nécessaire de remarquer que ce ré-­
sultat doit avoir lieu lorsqu'on met pour y une valeur quel .. 

• 1 1 0 . conque, comprise eotre -;: 'Ir et + ;- 1C'. n ne peut en TIen 

·inférer pour les valeurs que prendrait la fonction <p (D,y), 
si l'on mettait au lieu de y une quantité non comprise entre 

les limites - ~ '" et + ~.,... L'équation (b) doit donc être as-• • 
sujétie à la condition suivante: 

r =acos.y+ beos. 3y+ ceos. 3y+ dcos. 7Y+ etc. 

C'est au moyen de cette équation que l'on déterminera les 
coëfficients a, b, c, d, ... etc. dont le nombre est infini. 

Le second membre est une fonction de y, qui équivaut à 
l'unité, toutes les fois que la variable y est comprise entre 

-.; 'Tr et + i 'IC'. On pourrait douter. qu'il existât une pareille 

fonction, mais cette question sera plein'ment éclaircie par Iii 
suite. 

'7°· 
Avant de donner le calcul des coëfficients, nous remar-

querons l'etTet que représente chacun des termes de la série 
dans l'équation (h). 

Supposons que la température fixe de la base A, au lieu 
d'être égale à l'unité pour tous ses points, soit d'autant 
moindre que le point de la droite A est plus éloigné du mi­
lieu 0, et qu'elle soit proportionneHe au cosinus de cette 
distance; on connattra facilement dans ce cas la nature de la 
5urface courbe, dont l'ordonnée verticale exprime la tempé­
tature 'V ou teX, y). Si l'on coupe cette surface à l'origine 

, 
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par un plan perpendiculaire à l'axe d ... 3:, la courbe qui t .. -
mine la section aura pour équation v =a cos.y: les va.leur"I 
dt's coëfficients seront les suivantes : 

a=a ) b'=o~ C=O, a=o, 
ainsi de suite , fOt l'équation de la. 6urface courbe sera 

-z 
'V = a e . COLS. y . 

Si l'on coupe cdte surface perpendiculairement à l'axe des 
Y, on aura une logarithmique dont la convexite est tournée 
vers t'axe; si on la coupe perpendiculairement à l'axe des x, 
on aura une courbe trigonométrique qui toume sa ~oDcavité 

~ers l'axe. Il suit de là que la fonction ~~: a toujours une va-

leur pœitive 1 et que c~Ue de ~:. ~ est toujours négative. Or 

la quantité de chal~ur qu'une molécule acqulertà raison de &a 

place entre deux aul~5 dans le sens des.z 1 est proportionnelle 

à la valeur de ~~:. (art. 123); il 'ensuit donc que la molé­

cule intermédiaire reçoit de celle qui la précèdf", dans le S\'ns 
des %} plus de chaleur qu'elle n'en communique'" celle qui 
la 3uit. Mais, Iii l'on considère cette même molécule corinne 
placée entre deux autres dans le sens dC5 y J lOi fonction 

~. ~ étant négative, on voit que la molécule intermédiaire 
T . 

communique à celle qui la liuit plus de ch.,leur qu'dIe n'cn n;:P 

~oit ùe celle qui la précède, Il arrive ains.i que l'e~c.édent ~echa~ 
leur qu'elle acquiert dans 1. sen. des z, COmpense exactement 
l'C qu'elle perd daus le sens des y, comme l'exprime l'cqua-
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. d'v d'v On 1" 1 . 1 tlOn d%~ + dy" = O. conna t amsr a ronle que SUIt a 

chaleur qui sort du foyer A. Elle se propage dans le sens . 
des x, et en même temps elle se-décompose en deux parties, 
dont J'une lie dirige vers une des arêtes, tandis que rautre 
partie continue de s'e1oigner de l'origine , pour être décom­
posée comme la précédente et ainsi de suite à l'in6ni. La 
surface que nous considérons est engendrée par la courbe 
trigonométrique, qui répond à la base A, et se meut perpen­
diculairement à l'axe des oz; en suivant cet axe, pendant que 
chacune de ses ordonnées décroît à l'infini, proportionnel­
lement aux puisaances successives d'une même fraction. 

On tirerait des conséquences analogues, si les tempéra­
tUI'es fi.x.es de la base A étaient exprimées par le terme 

b cos. 3y ou c cos. 5y etc.; 

et l'on peut, d·après cela, se former une idée exacte du mou­
vement de la chaleur dans les cas plus généraux; car on 
verra par lil suite que ce mouvement se décompose toujours 
en une multitude de mouvements elémentaires, dont chacun 
s'accomplit comme s'il était seul. 

SECTION II. 

Premier exemple di! l'UIaff" tUs série. trigonométriques. dans 
la théorie de la chaleur. 

171. 

NOU5" reprendrons lIlainteoant l'équation 

I=a cos.y+ b COll. 3y+ c cos, 5y+ 4' cos. 7Y+ etc., 

• 
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dans laquelle il faut détenniner les coëf6cients a, h, c, d, et 
Pour que cette équation subsiste, il est nécessaire que 1 
constantes sittisfassent aux équations que l'on obtient p 
des différentiations successives, ce qui donne les résulu 
suivants : 

1 = a cos.y+b cos.3y+ ccos.5y+ dcos'7y+ft' 

0= a sin. y+3 b siQ.3y+ 5 csin. 5y+ 7 d.in. 7 y+et, 

0= acos.)'+3'bcos.3y+5'ccos.5Y+7'dcos. 7y+et. 

0= a sin. y+3'bcos.3y+5'ccos.5Y+7'dcos. 7y+et. 

ainsi de suite à l'infini. 

Ces équations devant avoir lieu lorsque x=o, on aura 

1 =a+ b+ c+ d+ e+ f+{J+ ... etc. 

0= a + 3'b + S'c+ J'd+ 9'<+ Il'f+ ... etc. 

0= a+ 3'b + 5'<: + 7'd+ 9'e + ... etc. 

0= a +3'b + 5'c+ 76d + ... etc. 

o = a + 3' b + S'c + . .. etc. 

etc. 

Le nombre de ces équations est· infini comme celui 4 

indéterminées a, h, c, d, e ... etc. La question consist;. 
éliminer toutes les inconnues, excepté une seule. 

172 • 

Pour •• former une idée distiQcte du r.sultat de ces eli, 
nations, on supposera que le nombre des inconnues a, b 
d . • . etc., est d'abord d.?fini et égal à m. On emploiera 
m, premières équations seulement, en effaçant t0U51es terJ 
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où se trouvent les inconnues qui suivent les m premières. Si 
l'on fait su~cessivementm "2, m=3, m=4, m = 5, ainsi de 
suite, on trouvera dans chacune deces suppositions,les valeurs 
des indétennink. La quantité a, par ex:emple, recevra une 
valeur pour le cas de deux inconnues, une autre pOUl' le cas de 
trois inconnues, ou pour le cas de quatre inconnues, ou succes­
sivement pour un plus grand nombre. Il en sera de mèm!!de l'in­
détenninée b, qui recevra auumt de valeurs différentes que l'on 
aura elfectué de fois l'élimination; chacune des autres 'indéter­
minées es~ pareiIJement susceptible d'une infinité de vale~rs 
différentes. 01' la valeur d'une des inconnues; pour le cas 
ou leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent 
continuell~mcnt les valeurs qu'elle reçoit au moyen des éli­
minations successives. Il s'agi~ donc d'examiner si, à me~ure 
que le nombre des in~.onnues augmente, ~.hacuI?-e des v~leurs 
a, h, c, d" .. etc. ne converge point ters une limite· finie, 
dont elle approche continuellement. 

SupjXlOOo. que rOD emploie les septéq)latioD16uivant61 ; 

1 = a+ b+ c+, o d+ e+ f+ .. K. 
0= a+3' b+ 5' c+ l' d+9' e+ Il' f+ ,)' ~ 

0 - a+ 3' b+5' c+,' d+9' e+ Il' f+ ,3' ~ . 

0= a+3' b+5' c+7' d+9' e+ ,,' f+ ,3' ~ 

0= a+3' b+5' c+,' d+9' e+ ,,' f+ ,3' K 

0= a+3"b+5"c+7'"t!+9"e+""f+,3"K 

o = a + 3" b + 5" c +," d + 9" e + ,,"f + ,3" K· 

~~ 
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Les six équations qui ne contiennent plua g, sont: 

.3' =.(.3'-,')+ 6(.3'-3')+ • (.3'-5')+ d(.3'-7')+ ,(.3'-9')+ / 

0=. (.3'-.')+3' b( .3'-3')+5'. (.3'-5')+7' d( .3'-7')+9' , (.3'--9')+,,'/ 

o =a (13'-1')+5' h Cl 3'-3')+51 C (13'-5')+7' d (13'-;')+94 e( t3'-lt)+ll t/ 

o =a( 13"----1')+3& h (13'-3')+5~ c (13'-5')+75 d (13'-7')+gG e(I3'---9')+I l'f 

0=. (.3'-.')+3' h (.3'-3')+5' • (13'-5' )+7' d( .3'-7')+9' c( .3'--9')+ ,,' f 
0=.( .3'-.')+3" 6 (.3'-3')+ 5", (.3'-5')+7" d( .3'-7')+9'" (.3'--9')+' • "f 

En continuant l'e1imination, on obtiendra l'équatio 
finale en a, qui est : 

a( 1]'-1') (11'-1')(9'-1') (,'----l') (5'- .')(3'-1')= 13'.11"9'.,'.5'.3'.: 

'73, 
Si l'oD; avait emlllayé un nombre d'équations plus gnn 

d'une unité, on aurait trouvé, pour déterminer a, une équ, 
tion analogue à la précédente, ayant au premier membre u 
facteur de plus, savoir: 15'-1', et au second mt'm~ .5 
pour nouveau facteur. La l~i à laquelle ces différentes V~ 
leurs de a sont 3S5Ujéties est évidt'nte, t't il s'ensuit que 1 
valeur de a, qui correspond à un noml»:-e infini d'équation, 
est exprimée ainsi: 

3s 5" 7" 9' ~l' 
a - --'.,--'--'--' 

- 3"- 1 :»"- l " - 1 9' - 1 li' 

.3' 
l'd' 

. etc. 
• 

_ 3.35.5 ,., 9.9 Il.1I .J.13 
ou a - --'-46'6-8'8·-'--'--'" etc. 

2.4 • • .(0- 10.12 J:iI.14 

Or œtte duuière ~xprcssion est ConQue et,_ suivant 1 

théorême de Wa11is., on en conclut a = ~. Il ne s'agi 
" 
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donc maintenant que de conna1tre les valeurs de$" autres 
indéterminées. 

174. 
la SÎ1 éqQltiOIlS qui restent après l'élÎ'mÎnBtion de G 

peuvent être comparées aux .i~ é'l""tio ... plus simples que 
1'00 aurait employées, s'il n'y avait eu qüe ail. inconnues. 
Ces dernièret équations difT'erent des équations (c ) , en ce 
que, dans celles-ci, les lettres /, e, d, C J h, a Ile trouvent 
multipliées respectivement par les facteurs 

13'-u' 13'-9' t3'-t 13'_5' 13'-3' ,3'-1' 
13' , -I~' 13' , .3i'.' 13- , .3' 

Il suit de là que si on llVait résolu l'cs si. équation. 
linéaires que l'on doit employer dans le cas de six indéter'- · 
minées, et que l'on eût calculé la valeur de chaque inconnue, 
il serait facile d'en conclure la valeur des indéterminées de 
même nom, correspondantes au cas où l'on ~urait employé 
"pt équations. Il suffirait de multiplier les valeurs de /, e, 
d , c, b, a, trouvé6 dans le premier cas par des facteurs 
connU&. Il sera ai5é, en général, de passer de la valeur- de 
"l'une des quantitéfi, prise dans la supposition d'un certain 
nombre d'équations et d' inconnues, à la ~aleur de la même 
quantité, prise dans le cas où il y aurait une inconnue et 
une équation de plus. Par exemple, si la valeur de/trouvée 
dans l'hypothèse de six.' équations et six inconnues, est repré­
sentée par F, celle de la mê'me quantitê prise dans 'le ca, d'une 

inconnue de plus, liera F. 13.
13

-11" Cette m~me valeur, prise 

dans le ClS de huit inconnues,: sera, par la même raison, 
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et dans le cas de neuf inconnues, elle sera 

[3' 15' l" 
F .3' 11,'.5' 1''''1'' Il'' 

ainsi de suite. Il suffira de même de connaitre la valeur de b 
correspondAnte au cas de deux inconnues~ pour en condur 
celle de la même lettre qui correspond au cas de trois 
quatre, cinq inconnues, etc. On aura seulement à multiplie 
cette première valeur de b par 

0' " 9' Il' 

5-;---3" ..........--:'r. ~. • 3'" • etc. - 'J"-y 9-,J Il 

Pareillement si l'on connatt la valeur de c pour le cas dl 
trois inconnues, 'on multipliera cette valew- par les facteur: 
successifs " 

" 9' 11-
--;---;r,.' '--5' . • 5" .. etc. 
'}"-o' 9 - Il 

on calculera de même la valeur de d par le cas de quatn 
inconnues .seulement, et on multipliera cette valeur par 

9' Il' 13' 15' 
9' ,5" Il' ,,' .3' ,.' .15' , •••. etc . 

. Le calcul de la valeur de a est assujéti à la même "règle, cal 
si on prend cette valeur pour le cas d'une seule inconnue, 
et qu'on la multiplie successivement par 

3' 5', " 9' 
3' l'" 5' l'" ,'-1'" 9'-1'" 

', .. 
o~ trouvera la valeùr finale de cette quantité. 

'75. 
La question est donc réduite à déterminer la valeur de a 

dans le cas d'ùne inconnue, la valeur de b dans le cas dE 
deux inconnues, celle de c dans le cas de trois inconnues, et 
ainsi de suite poru- les autres inconnues. 
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Il es.t facile de juger, à l'inspection seule des équations et 
sans aucun calcul, que les résultats de ces éliminations suc­
cessives doivent être 

.. 
b = -'--3' . -

I~ 3' 
e = 1'-5~'3'-5" 

l' 3' 5" d---------- '~-7' :5'-,' 5'-,' 

1° 3' 5' " e - -- ----------- f-9' 3'-9~ 5'-9' ,'-9' 

176-
ri ne reste qu'à multiplier les quantités précédentes par 

les séries des produits qui doivent les complétt!r et que nous 
avons donnés (art. 174). On aura en conséquence, pour les 
valeurs .finales, des inconnues a, b,c, d,e,f, etc., les ex ... 
prel5ion~ suivantes: : 

3' 5' " 9' Il' 

3'-1"5'-1'~7'-1.'9'-1.'1I' "etc. 

b ___ '_'__ _5_'_. ~.~. Il' etc 
- )'-3' S'-3' ,:-3' 9'-3' Il' 3' . 

• ' 3', 7' ~ II' 
C = ------ __ --. etc. 

1'-5' j'-5' :,.-5' 9'-5' Il'-5' 

.' l' 5' 9' IJ' d=--------- --- etc_ 
.'-,' 3'-,' 5'-,' 9'-,' 11'-7' 

l' 3' 5' 'J' 
e =----...---------,'-9' 3'-9' 5"'-9' ,'-9' 

Il' 13" 
li' 9'· J3' 9' etc. 

J' 3' 5' " 9'L3' 15' f = ---- ---- . etc "-J l' 3'-11' 5'-1 J' ,'-JI' 9'-J l' 13-'-11' J 5'-11' . 
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_ 3.3 5.5 ,., 

oua_ + I.. 2..3 . 4.6' G.8 etc. 

b--~ . ~ . 2:.1... ~·9 etc 
- l.4 2.8 4.10 6.12 . 

1.1 3.3 7·7 9·9 Il.11 te c-+-.-·-_· __ ·-- e 
- 4.6 21.8 1.1:ll 4.14 6 .• 6 . 

d--~. 3.3.~. 9·9 .~. 13.13 etc 
- 6.8 4.10 :lI.UII 2.16 4.18 6 .. 20 • 

e-+!...:!..' 3.3 .~ . .1:2... ~.13.13.15.I5 etc 
- 8.10 6.1:1 4.14 2.16 2.20 4.:u 6.24 . 

f l.I' 3.3 5.5 ,., 9·9 .3.13 15 .• 5 '7. 1 ' 

=-ï'Q":ï';"S.I4'6.16'4.1S·WO· :<1.24 '4.26' 6.28 etc. 

La quantité i 1t ou le qua1't de la circonférence équivau 

suivant le théorême de Wallis, à 

~.4.4.~.~.~.r2.n.l~.I~eoc 
1.2 3'.5 5., ,,9 9.11 11.13 .3.1:5 • 

Si l'on remarque mainlenant quelles sont, dans 1 .. valto 
dea,b,.o,dJ(J,etc~,les facteurs qua foodoit écrire lM 

numérateurs et aux dénominateurs, pol,ll" y compléter 
double série des nombres impairs et des nombres pairs, ( 
trouvera que les racteW"s à- suppléer sont: 

pour b 
3.3 
"6 
5.5 

pour c 
JO • 

pour d 
,., 
'4 

pour e 9·9 
ï8 

f .-•. 11 pour --
" 

et l'on en couclut 

" a= .2. 

b -.2'3
2

.". 

• C=:l'5'K' 

> .• =--'.-, ~ 
• e =!l. -

9 " 
.f _ •. 2:.-

"K 
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177· 
C'est ainsi qu'on est parvenu à effectuer entièrement les 

éliminations et à déterminer les coëfficients a, b, c, d, etc., 
de l'équation 

J=acos.lI'+ b cos.3.z+CC08. 5 x+dcos. 7 z+ e cos. gz, + etc. 

La substitution de ces coëf6cients, donne l'équation 
suivante: 

w '3' 5 ' -4 = cos. y- :3 cos. y+ 5 cos. y- - c08·7 y 
. 7 

1 1 + - cos. 9Y- - COS.lly+ etc. 
9 .. 

Le second membre est une fonction de y, qui ne change 
poiot de· valeur '108Dd on donne à la variahle y une valeur 

'comprise entre - i '/t'et + ';'" D-serait aisé de prouver que 

cette série est loujoW'S convergente, c'est .. à .. dire que, en 
mettant au lieu deY,un nombre quelconque, et en pour­
s-uiVant le calcul des coëflicients, on approche de pins en 
plus d'une valeur fixe, en sorte que la différence de cette 
valeur ~-la. somme des tenues calculés, devient moindre que 
toute grandeur assignable. Sans nous an'~tcr à cette démons­
tration, que le lecteur peut suppléer, nons (erons- remar­
quer 'l"" la .. 1 ...... li.", d.mt on approehe continuellement, 

est ~ '" si la valeur attribuée à y est comprise entre 0 et 

1 . 'Il 1. • 1 3 - '/t', maiS qu e e est- -4 ~, Il j' est compnse entre - ~ et - ~; . , , 
car, dans ce second intervalle, cbaque terme de la série 
change de signe. En général la limite de la série est alterna­
tivemen" positive et négative; au reste, la. COIl'vergence D'est 
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poiot assez rapide pour procurer une appro~imation facile, 
mais elle s~ffit pour la vérité de l'équation. 

178. 
L'équation 

, 3 • 5 ' y=cos.z-'3cos, x+ 'Scos. x-,cos'7x+ctc., 

appartient à une ligne qui, ayant z pour abcisse" et y pour 
ordonnée, est composée de droites séparées dont chacune 
est para 11èle à l'axe et égale à. la demi-circonférence. Ces 
parallèles sont placées alternativement au-dessus et au-des-

sous de 11axe, à la distance ~ r., et jointes par des perpendicu­

laires qui. font elles-mêm.es partie de la ligne. l\oùr se fomaer 
une idée exacte, de la Duture de ·cett«t ligne:; il faut S\ipposer 
que I,e nombre des ~erines ~e la foncti,on 

cos. x - ; cos, 3 x + i C05. 5 x - ett. 

reçoit d'abord .une valeur déter~née, Daos ce derner. cas 
l'équ,ation 

y = cos x - i cos. 3 x + i cos. 5 :c - etc .. 

apputient ~ une ligne courbe qui passe alternativement 
a\1..dess",s et au-des;sous de · l'a.:e., en ,~ coupa.n~ : toutts 1er; 
fois , qu~ l'abcisse x devient égale à l'un.e des quantités · 

, 3 5 
0, ± - 'Ir, + -~,± -'!t'.·etc., 

• 2 • 

à m~sure que le nombre des termes de l'équation augmente, 
la courbe dont il s'agit tend de plus en plus à se confondre 
avec la ligne précédente, compo5ee de ilroites parallèles et 
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de droites perpendiculaires; en sorte que cette ligne est la 
limite des différentes courbes que l'on obtiendrait en 
augmentant successivement le nombre des termcs. 

SECTION III. 

llema.rques sur ces séries. 

'79, 
On peut envisager ces mêmes équations sous un autre 

point de vue, et démontrer immédiatement l'équation 

w • 3 • 5' • 
4=C06·%-3C08. % +5 c05. %-7c05. 7x +iicos.gx-etc. 

Le cas ou z est nulle se vérifie par la série de Léibnitz, 

~ 1 1 1 1 
:4 = , - 3 + 5 -7 + ii - etc. 

Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série 

• 3 • 5 • cos. X -3cos. x + 5" cos. x - - cos. ? x + ete. 
7 . 

au lieu d'être infini est déterminé et égal à m. on considé­
rera la va!('ur de c::t>tte suite finie comme une fonction de x 
et de m. On réduira la valeur de la fonction en une série 
ordonnée suivant les puissances négatives de m,. et l'on 
reconnaltra que cette valeur approche d'autant plus d'être 
constante et in~pendante de x ~ que m est un plus gran~ 
nombre. 

Sojt y la fonction cherchée qui est donnée par l'équation; 

• 3 • 5 • • y=cos,x-lcos. x+scos. x-7cos.?x+ .... +
211t 

Icos.2m-lz, 

23 
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,le nombre m des tennes étant supposé pair. Cette équatio 
différenciée par rapport à :e, ùonne 

dy. . 3 . r. . -dz=sln. x-sm. x + sm. ~ x- sm. 7 x .. .. 

+ sin . :1 m - 3.x - sin. !I ln. 1..1 

. . 
- 2. 5111.2. m-I x.sm !lX. 

Chaque terme du second membre étant remplacé par la di 
féreDce de deux cosinus, on en conclura: 

-2~;sin. 2,X=COS.(-X)-C08.3x 

- cos. x + cos. 5 :r 
+ cos. 3X-C05. 7 Z 

- cos. 5 X+C05. 9 x 

+005.7.%-005. Il X 

+C05.2m 5.r-cos. :1m IZ 

-cos. !lm 3x + cos. 2m + 1 X. 

Le second membre se ~éduitàcos. 2. m+ ( X-COS.2m-l . 

ou - 2 sin. 2 m x.sin. x; donc 

- 'J(d .ôn. '''Z) y_- x.-_. 
2 éoa.z 

• 
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,Bo. 

'79 

On intégr.... le second membre par parti .. , en distin­
guant dans l'intégrale le facteur sin . .2 mx .dx, qui doit être 

intégré succestrivement, et le facteur -'- ou. sec. % que l'on 
COS.z 

doit différencier successivement; désignant les résulta~ de 
ces différenciations par sec: .x, &eC •• .x J sec. '" .x 1 • o' etc., on 

, 
aura~y=const. - -·cos . .2mx.sec . .2: , .. 

1. , 1 • + --a sm . .2 m.x sec .x - -,--. cos . .2 m x sec. .x + etc. 
2". na :1 • na 

ainsi la valeur de y ou 

, 3 ' 5' , cos. X -"Ii cos. ;z: +i?:C05. .r--cos. 7x ... +--cos . .2tn-rx, 
. .;) '1 7 :lm-l 

qui est une fonction de x el m, se trouve exprimée par Wle 

série in6nie ; et il est manifeste que pIns le nombre m aug­
mente, plus 1. voleur de y approche de celle de la con­
stante. C'est pourquoi, lorsque Je nombre m est in6ni, la. 
fonction y a une valeur déterminée qui est toujours la 
même, quelle que soil la valeur positive de .x, moindre 

que;' 'Ir. Or, 6i l'on suppose l'arc.x nuI, on a 

• 1 1 1 
y= I- 3 +S-'+9- etc., 

qui équivaut à ~ '1f. Donc on aura généralement i 'Ir = cos . .t: 

'3'5' , (b) -"3 cos. z + 5 cos. z - -cos. 7 z +- cos. 9z-etc. . 
79 . 

23. 



,80 THÉORIE DE LA CHALEUR. 
,8,. 

Si dans cette équation on suppose x= ~. ~...on trouvera 
> > 

'Ir 1111111 -- = 1 + -----+ -+ -----+ ... etc. ::aV' 3 5 'J 9 11 13 J5 

En donnant à l'arc x d'autres valeurs particulières, on trot: 
vera d'autres séries, qu'il est inutile de rapporter, et dot 
plusieurs ont déja été publiées dans les ouvrages d'Eule1 
Si on multiplie l'équation (h) par d x, et que l'on intègr. 
on aura 

ft'or, 1 • 3 1. 5 1. 
T=SlD,X- 3,510. x +5.sm. x-,.sm. 7 x + etc. 

En faisan t dans cette dernière équation x =.; tt, on trouve 

1. 1] II 

8 'ft = 1 + 3' + 5' + " + ~ + etc., 

serIe déja connue. On pourrait énumérer à l'infini ces ca 
particuliers; mais il convient mieux à l'objet de cet ouvrag 
de détenniner, en suivant le même procédé, les valeur 
de diverses séries formées· de sinus ou de cosinus, d'arc 
multiples. 

,8 •. 

S · . 1. '.3 1 •
4 olty=sm,x-ism.:lx+3slD. X- 4SlD. x .... 

r • r • 
+--sm.m lX--Sln.m% 

m-l m 

m étant un nombre pair quelconque. On tire de cette équatiol 

d.r 
dx = cos. x - cos. 2 X + cos. 3 x - COB. 4 x ••••••• , 

+ cos. m-lx-cos.mxJ 
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multipliant par 2 sin. x, et remplaçant chaque terme du 
iecond membre par la différence de deux sinus, on aura: 

. dl' . -- . --
:lsm. x dx=SJD.x+x-sln.x-x 

-sin. 2x+x+sin. 2X-X 

+sin.3x+x sin. ~3-:x::----'x'" 

+sin.(m-I.x--x}-sill. (m+ IX-X) 
-sin. (mx+x) +sin. (mx-x); 

et, en rédu~sant 

2 sin. x ~~ = sin. x + sin. m x - sin. (mx+x), 

1 .,. '( )'( , ') a quantlte SID. mX-&D. m.x+x OU51O. m.v-+ - X--x , , 
. ( , ') -sm. mx+-x+-x , , 

,. , ., ( ') d eqwvauta-.2SlD-x.COS. m.x+-x j ona one , , 

on en conclut 

. , 
sm.-x 

.::1 cos. (mx+ ~x), 
SIO. x . :J 

, 
tly 1 cos.(mx+;.1:.) 

ou d-z-=;:- ----"C,:-=--
2 cos. -x , 

f cos, (mx+- x) 
y= i x-f dx. . l:l 

2 COS. i.x 
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Si l'on intègre par parties, en distinguant le facteur 

ou sec . .!. x, qui doit êtl'e successivement di tTérencié, et 
2 

facteur cos. (m x + ;. :r) que l'on intégrera plmieurs fois 1 

suite, on formera une série dans laquelle les puis5ances 1 

m + .!. entrent aux dénominateurs. Quant à la constante,e 
2 

est nulle, parce que 1. valeur de :r commence .vec celle de 
Il suit de là que la valeur de la suite finie 

• 1. 1'31 •. - 1. 1. sm.x - - SlD.:lX + -35111. x- r.SlD.JX + -sm. 7X'" __ sm. 
2 ~? m 

• 
difT'ere extrêmement peu de ; x, lorsque le nombre d 

termes est très-grand,et si ce nombre est in6ni, on à l'équ 
tion déja connue 

On pourrait ainsi déduire de cette dernière série, celle q 

nous avons donnée plus haut pour la valeur de ~ n . 

• 83. 

S .. • ',' 6 Olt mamtenanty= 2: C05.2X- 4 cos. "IX +6 cos. :r 

+ =-:;':-'"--;:' COS.:l m-. %- -'- cos. :l m 
:lm :l :lm 

Différenciant, multipliant par 2 sin. 2 ... , substituant les d 
férences de cosinus et réduisant., on aura: 

dy tan .sin. ~ 111:+ 1 .r 
':>-d =- g. X + .r co, . .r 
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/d /d sin. 2 m+1 x 
OU2y=C- xtang.x+ x. . 

CO~. x 

intégrant par parties le dernier terme du ~econd membre, ct' 

supposant m infini, on a y = c + ;. log. cos. x. Si dans 

l'équation 

, . , 4 ' 6 ' 8 y =;: cos. 2X-4C05. X + 6 cos. x-8 cos. .x + ... etc. 

on suppose x nulle, on trouve 

1 r JIll 
y= 2 - 4 + 6 - 8 + ... etc. =; Og.2; 

donc y = !. log. :l +!. log. cos. x. On parvient ainsi à la • • 
série donnée par Euler: 

, , '3' log. (.2 cos. 2" x) = cos . .x - i cos. 2. X + 3 cos. X-4C05. 4,x + etc . 

• 84· 
En appliquant le même procédé à l'équation 

. 1·3 '·5 ,. y= sm. x +3 sm. x+ SSlll. x+ 7sm'7 ~+ etc . ., 

on trouvera la série suivante, qui n'avait pas été NlIlar· 

quée J 

1 • 1. 3 '·5 r. 1. 4'K'=sm.x+ 3"Slll. x+ s:Sln • .x + ,sm. 7x+ !ism. gx+etc. 

II faut observer à l'égard de toutes ces séries, que les 
équations qui en sont formks n'ont lieu que lorsque .Ia 
variable x est comprise entre certaines limites. C'est ainsi 
que la fonction 
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• 3 • 5 • cos . • l: - i cos. x + '5 cos. x - , cos. 7 ;1; + etc. 

n'est équivalente à ~ 1'l", que si la variable x est conten 

entre les limites que nous avons assignées. Il en est de mê. 
de la série 

. ( . 1'3 '· 4 , .. 5111. x-;sm. '2x+ 35111. x - 4sm. :r+ sSIl1.:>x-etc 

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne 

valeur ;- x toutes ,les fois que l'arc x est plus grand que 

et moindre que 1':'. Mais clle n'équivaut plus à i x , si ra 
surpasse r.; elle a au contraire des valeurs très~difTércn1 

de ; x,. car il est évident que dans l'intervalle de x = ":"; 

X=2 1'l", la fon ction reprend avec le signe contraire toutes 1 
valeurs qu'clic avait eues dans l'i.ntervalle précédent, dep\ 
x=o, jusqu'à :r=7;. Cette série est cOllnue depuis Ion 
temps, mais l'analyse qui a servi à la découvrir n'indiq 
pas pOUl:quoi le résultat cesse J 'avoir lieu lorsque la varial 
surpasse To . 

Il faut donc examiner attentivement la méthode que no 
venons d 'employer ct y chercher l'origine de cette limitatio 
à laquelle les séries trigonométriques sont assujéties. 

185. 

'Pour y parvenir, il suffit de considérer que les valeu 
exprimées par les suites infinies , ne sont connues. avec UI 

entière certitude, que clans les cas où l'on peut assigner l , 

limites de la somme des termes qui les complètent; il fal 
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donc supposer qu'on emploie les premien termes seule ... 
ment de ces suites et trouver les limites entre lesquelles le 
reste .. t compris. 

Nous appliquerons cette remarque à l'équation 

, 3 ' 5 1 coa,~", 3z y=cos. x-leos. z+5cos. z-,cos·7 x ... + :lIIn 3 

COS. :J '" 1 or 

le nombre des tenne8 est pair et représenté par m j on en 

dé<! . ;. dy sin.2m.r d" l" • Ult cette equatlon !1 d- = ,ou on peut 
:r cos . .r 

tirer Il valeur de y ~ en intégrant par parties. Or J l'intégrale 
f U.'V d z peut être résolue.en une série composée d'autant 
de termes qu'on le voudra, u et 11 étant des fonctions 
de z. On peut écrire, par exemple: 

fu.vd",-c+uJ vd",-~;;-d", J vd", + ~:. fd"'jd"'fvd", 

-f(d(~;)jd"'f d"'fvd",), 

équation qui .se vérifie d'en~même par la différentiationa 

En désignant sin . .2 m x par 11 et sec. z par u, on trouvera 

1 1 ,. 
!1y=c- - sec.zeos. ~mx+............-: sec. z sm. ~ m z :a la :JM 

1 sec " .r + :r=I sec,- :e cos. !1 m z - f (d --:i-=r. cos. !l mz)-
11 .rn 2. • m 

186. 
Ils'agit maint."ant de oonnaitre les limite. entre lesqueU .. 

est comprise l'intégnole ".'m,j(d(sec.') cos. 2m",) qui COlU-

~ 
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piète la suite. Pour former cette intégTale il faudrait dODO. 

à. l'arc;c une infinité de valeurs, depuis· 0, terme où l'int 
grale commence, jusqu'à .x, qui est la valeur Snale de l'a,.. 
déterminer pour chacune dei valeurs de z ceUes de la diff 
l'enlieHe d (sec: x), et celle du facteur cos. 2m,x" et ajout· 
tous les produits partiels: or le facteur varia·ble cos. :1 m­

est nécessairement une fraction positive ou négative: p 
conséquent l'intégrale se compose de la somme des valeu 
variables de la différentielle d (sec.' x), multipliées ""1"" 
tivement par de~ fractions. La valeur totale de cette int 
gt'31e est donc moindre que la somme dea difTérentiell 
d (sec.~ .x), prises depuis x=o jusqu'à x 1 et elle est ph 
grande que cette même somme prise négativement: ca 
dans le premier cas, on remplacele facteuïvariable cos. :l m 
par Ja quantité constante J, et dans le second cas ( 
remplace ce facteur par - J : or cette somme dl?s différel 
tieUes d (sec·. x), ou ce qui est la même chose, I"intégra 
1 d (sec: x ), prise depuis x=o, est sec.~ x-sec." 0; sec." 
est une certaine fonction de x, et sec." 0 est la valeur de cet 
fonction, prise en supposant l'arc x nul. 

L'intégrale cherchée est donc comprise entre 

+ ( sec: x-sec: 0) et - (sec." x-sec." 0) i 

c'cst.à..dire , -_qu'en repréaentant par A: une fracti~~ inconn[ 
positive ou négative, on aura toujours 

f (d (sec." x) cos. 2 m x) = k (sec." x-sec.' 0). 

On parvient ainsi à l'équation 
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. ", d'où il suit que le même 
, l' , l' au l'as ou arc x n est pas 

analyse pour les séries qui 

') ~. cos. x, et 'l'on pourra di50-

~ cn tre lesquelles la variable 
I ~s ultat du calcul soit exempt 
... ·Ii mèmes questions seront 
,dt:' fondée sur d'autres prin-

, tIlp~ratures fixe6, dans une 
11Jœ de l'équation 

, . 
-;; ('os. 7 x + 9 cos. 9,r-etc . 

. lt'nil' cette équation: , 

, li t au quart de la circon­

utes est l , on a donc en 

, (c); lesignearc.tang.u 
" 
la ngente est u, et l'on 
iu i donne la valeur de 
. ;Iut : 



·88 THÉORIE DE LA CHALEUR. 

quantité qui est toujours comprise entre 1 et -J.m e 
égal au nombre des termes de la suite 

, 3 '5 ' cos. x--
3

cos. X+ -
5

C05. z .. . --CO&. !lm-LX, 

dont la somme est désignée par :r . 
• 88. 

"'.-, 

On ferait usage de ces équations, si le nombre m éta 
donné, et quelque grand" que fût ce nomb.:.e, on pourra 
déterminer aussi exactement qu'on voudrait, la partie Vi 

riable de la valeur de y . Si le nombre m est infini, comme ( 
le suppose, on considérera ~a première équation seulemen 
et il est manifeste que les deux tennes qui suivent la COI 

stante, deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2 

a dans ce cas pour valeur exacte la constante c,. on déte 
mine cette constante en supposant %=0 dans la valeur ( 
YJ et l'on en conclut 

w '3' 5 ' r 4= cns·.x-3 C06. x + 5 005. %-,005' 7%+ 9 cos. 9x - et, 

Il est facile de voir maintenant que le résultat a néœ 

sairement lieu, si l'arc x est moindre que ;, 'Ir . En effet, att. 

huant à cet arc une valeur détenninée X aussi voisine c 
~ 1t qu'on voudra le supposer, on pourra toujours donner . . 

m une valeur si grande, que le terme .!.. (sec. ~ - sec. ( .. , 
qui complète la série, devienne moindre qu'une quanti1 
quelconque; mais l'exactitude de cette conclusion est fonde 
sur ce que le terme sec. x n'acquiert. point une valeur 'Il 
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excède toutes les limites possibles, d'où il suit que le même 
raisonnement ne peut ,s'appliquer au ca~ où l'arc z u'est pu 

. d ' mom re .que;"I'r. 

On fera usag~ de la même analyse pour les série, qui 

expriment les valeurs de i ;z:, log. cos. x, et ' l'on. pourra dis.­

tinguer par ce moyen les limites entre lesquelles la variable 
doit être comprise, pour que le résultat du calcul soit exempt 
de toute incertitude; au reste, ces mêmes questions seront 
traitées ailleurs par une méthode fondée sur d'autres prin­
cipes. 

,89' 
L'expression de la loi des températures fixes, dans une 

lame solide, suppose la connaissance de l'équation 
, 

~ '3' 5' , 4=C08.Z-3'C08. %+5C05., x-,cos·7z+9cos.gx--etc. 

Voici le moyen le plus simple d'obtenir cette équation : . 

Si la somme de deux arcs équivaut au quart de la circon­

férence i '!l', le produit de leurs tangentes est l, on a donc en 

genéral ; 11 = arc . tango u+arc. tango ;(c)jle signearc.tang.u 

indique la longueur de l'arc dont la tangente est u , et l'on 
connatt depuis long-temps la série qui donne la valeur de 
cet arc; on aura donc le résultat suivant: 

-1t=U+ --- u+- +- u+- -- u'+-, • 'C' ') 'C' ') 'C ') ~ "3. u J 5 US , u' 

+ ~ Cu' + :. ) - etc. (dl 
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si maintenant on écrit e Z v=; au lieu de " dans l'équ, 
tion (c) et dans l'équation (tl) on aura: 

!.1'1' =arc.tang. ezv=-i' + arc.tang. e - zv=t 
2 

, '3'5' , et 41r=cos.z-3cos. z+scos. z-,cos. 7:1; +gcos.gx-

la série d. l'équation (d) est toujours di.ergente, et celle' 

l'équation (b) est toujours convergente; sa valeur est ~ 'K' ~ 
, 

-:i 'Ir. 

SECTION VI. 

Solution gé"érak. 

'go. 
On peut maintenant former la solution complète de 

question que nous nous sommes proposée; cllr les coëf 
cients de l'équation (b) (art .• 68) étant déterminés, il 
reste plos qu'à les substituer, et l'on aura: 

'K'V -~ 1 -3z 3 t -5z 5 T = e C05.y-'3 e cos. y+ '5 e cos. 

t -, Z 1 -9.3t --e coo.7y+-e cos.gy+etc. (, 
7 9 

C 1 d . fi' , l" . d'v d'" 11 d etteva eur evsahsaIta equatlondz~+ dr=o;e e 

. Il' 'd' 1'1'" VIent nu e lorsqu on onne aynne va eurega e a - .. ou--, . 
enfin, elle équivaut à l'wùté, toutes les fois que oZ éta 
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nulle, y est comprise entre - !. 'K' et +! 1r. Ainsi toutes les , , 
couditions physiques de la question sont e~actement rem­
plies, 'et il est certain que, si l'on donnait à chaque point de 
la lame la température que l'équation (a;) détermine., et en 
même temps si l'on entretenait la b~e A à la température l, 
et les arêtes infinies B et C à la température 0, il serait 
impo.sible qu'il ~urvlnt aucun changement dans le .ystème 
des températures. . 

19 (. 
Le second membre de l'équation (<<) étant réduit en une 

série extrêmement convergente, il est toujours facile de 
déterminer en nombre la température d'un point dont les 
coordonnées x et y sont connues. Cette solution donne lieu 
à diverses conséquences qu'il est nécessaire de remarquer, 
parce qu'elles appartiennent alissi à la théorie générale. 

Si le point m, dont on considère la température 6xe, est 
très-eloigné de l'origine A, le second membre de l'équa. 

tion (Cl) aura pour valeur extrêmement approchée, e -z. cos.y; 
il se réduit à ce premier terme, si x est in6nie. 

L'équation v = ~ e-
x 

cos.yreprésenteaussi un état du so--
~ . 

lidequi se conserveraitsans-aucun changement,s'il était d'abord 
formé; il en serait de même de l'état exprimé par l'équation 

1) = 3:' e - 3 x . cos. 3 y, et en général chaque tenue de la sé­

rie correspond à un état particulier qui jouit de la même pro-­
priété. Tou& ces systêmes partiels existent à-la-fois dans celui 
que représente l'équation (Cl);,i1S se superposent ,et le mouve­
ment de la chaleur a lieu pour· chacun d'eux de la même 
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manière que s'il était seul. Dans l'état qui répond à l', 
quelconque de ces tennes,les"températures fixes des poir 
de la base A difièrent d'un point à un autre, et c'est la sel 
condition de-la question qui ne soit pas remplie; mais l'é1 
général qui résulte de la somme de tous les termes satÎs[ 
à cette même condition. 

A mesure que le point dont on considère la températu 
est plus eloigné de l'origine, le- mouvement de la chale' 
est moins composé: car, si la distance x a une valeur ass 
grande, chaque tenne de la série est fort petit, par rappc 
au précédent, de sorte que l'état de la lame échauffée t: 

sensiblement représenté par les trois premiers termes, c 
par les deux premiers, ou par le premier seulement, pol 
les parties de cette lame qui sont de plus en plus éloigné 
de l'origine. 

La surface courbe, dont l'ordonnée verticale mesure 
température fixe 1), se forme en ajoutant les or:.donné 
d'une multitude de surfaces particulières, qui ont' ~ 
équations 

1"I'V, -~ 1"I''V. 1 -3.% 3 'lC'1I, -5~ T=e cos'Y'-4-=-3 e. cos. Y'7=e cos. 

La première de celles-ci se confond avec la surface général, 
lorsque 3: est in6nie, et elles ont une nappe asymptotiq1 
commune. 

Si la différence 'V-'V. de leurs ordonnées est considén 
comme l'ordonnée d'une s.rNce courbe, cette surface : 
confondra lonque ~ est infinie, avec celle dont l'équation e 
1 1 -3... 3 1 4 'X' 11, =-3 e cos. y. Tous es autres termes de 

série donnent une conclusion semblable. 
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On trouverait encore les mêmes résultats si la section, à 

l'origine, au lieu d'être terminée comme dans l'hypothèSe 
actuelle par une droite parallèle à l'~e des y, avait une figure 
quelconque f~mée de deux parti08 symétriques, On voit 
donc que 108 valeu ... particuliè ..... 

-'" b -3", -5", 5 a e C08. Y, e cos. 3 Y, C 6 COS. y, etc. 

prennent leur origine dans la question physique eile-même, 
. et ont une relation néc~saire avec les phénomènes de la 
chaleur. Chacun d'eu,!t exprime un mode simple suivant le 
quel la chaleur ~'étahlit et se propage dans une lame rec­
tangulaire, dont les côtés infinis conservent une température 
constante. Le systême général des températures se compose 
toujours d'une multitude de systêmes simples, et l'expres­
sion de leur somme n'a d'arbitraire que les coëfficients 
a, b, c, d, etc. 

19'" , 
On petit employer l'équation (.) pour déterminer toute. les 

circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans 
une lame rectangulaire échauffée à son origine. Si J'on 
demande, par' exemple, queUe est 1. dépense de la source 
de chaleur, c'est-À-dire, quelle est la quantité qui, pendant 
un temps donné, pénètre à travers la base A et remplace 
celle qui s'écoule dans les masses froides B et C j il faut con­
sidérer que le flux perpendiculaire à l'axe des y a pour 

expression - k~, la quantité qui, pendant l'instant J t 

s'écoule à travers une particule d y de l'axe, est donc 

-k~:,J;rJt; 
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et, comme les températures sont pemianentes,le produit e: 

flux, penda.nt l'u~ité de temps, est - k ~; dy. On intégre 

cette expression entre les limites y = - ~ ~ et y= +.! • • 
afin de connaître la quantité totale qui traverse la base, 0' 

. ce qui est la même chose, on intégrera depuisy=o ju.sqt 

y =; ~, et l'on prendra le double de la somme. La quanti 

~; est une fonction de x et y, dans laquelle on doit rai 

x = 0, afin que le calcul se rapporte à la base A, qui coi 
cide avec l'axe des y. La dépense de la source de chaleur 

d~nc poUl' expression 2J(-k~;.dy). L"intégrale d( 

être prise depuis y = 0 jusqu'à y = ~ ~; si dans 

fonction ~; on ne suppos~ point X=O, mais x=,x, l'int 

grale sera une fonction de x qui fera connaître combien 
s'éc;.oule de chaleur pendant l'unité de temps à travers w 
arête transversale placée à la distance x de l'origine. 

193. 

Si l'on veut connaltre la quantité de chaleur qui, pend. 
l'unité de temps, pénètre au-delà -d'une ligne tracée sur 
lame parallèlement aux arêtes B et C, on se servira 4 

l'expression -lr. =;, et, la multipliant par l'élément dx de 

ligne tracée, on intégrera p.r rapport à x entre les tenu 

donnés de· 1. ligne; ainsi l'intégrale! (- k ~;. dx ) fe 

connattre combien il s'écoule de chaleur à travers ton 
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l'étendue de la ligne; et si avant ouaprèa l'intégratioD on 

fait]" = ;. 1t 1 on connaîtra la quantité de chaleur qui, pen­

dant l'unité de temps, sort de la lame en travei-sant farête 
in6nie C. On pourra en!uite comparer cette dernière quan­
tité à la dépense de la source de chaleur; car il est néœs· 
.. ire que le foyer supplée continuellement la chaleor qui 
s'écoule dans les masses B etC. Si cette compensation n'avait 
pu li~u à chaque instan~ · le sy6~ême des tempéra~res serait 
v~riable. . 

'94. 
L'équation (.) donne 

4'V ~K( -z _ -3z 3 -5z r:. -K;r;=1f" e ·'cos.y-e 'cos. y+e cos.oy 

-e -~.r'OO.' 7Y+CIc.) 

multipliant par dy, ·intégrant depui. y=", on • 

4 JI. ( -.r . 1 -3.... 3 • -3.. . 5 '7 e sm,y-. 3"e sm. Y+'5e , ,, ~m . . y 

- ~ e -, .. ·.in. 7 :r+ eté.} 

Si l'on faity=! '7t, et.·si ' l'oD double l'intégrale, on "trouvera: . , 

; 8 X. ( . -z 1 .:.-lx l' -5~ "1 :'-']Z : ~. 
-;- e +3 e +5 6 +7~ ' + e~ . .ï 

pour l'expr ... ion de l~ quan~té de chaleu." qui, pend~rit 
l'unité de temps, traver~ upe lilWc parallèle à la base et 
dont la distance à cette b"'!".est . .., .. 
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On déduit ..... i de l'équ.tion (.) 

a 'II -iK ( -,r . -3,r. 3 -5,r . -K-=- e 8m.y-e sm. y+e sm. ~ 
dJ' 'K'. ~ 

.., -7:e . 
-e slD.7Y+' 

donc l'intégralef- K (~;) d z, prise depuis 

, ~ K ( -") , - ( -3,,). 3 .x=oest-;- (I-e SlD.y- I-e sm. ~ 

+ (1_.-5,,) sin. 5y-' (1-'-''') sin. 7Y+ etc 

Si l'~n retranche cette qu.ntité de la v.leur qu'elle prel 
lorsqu'on y fait.x infinie, on trouvera: 

4K( -" . , -3", 3 ,-5". 5 ' -;r e, s.m·Y-3~ SlD. Y+5e J SlD. y-etc .. 

et, en faisant y=; 'K, on aura l'expresSion de la quanti 

totale de chaleur qui mverae l'.rête infinie C, depuis 
point dont la distance à l'origine est z, jusqu'à l'eJ.trémj 
de la lame: cette quantité est 

~K( -,% 1 -3.% 1 -5~ ~ -7& ) - e +-6 +-6 +-6 + etc . . 
'K 3. 5, ' 

, on voit qu'elle équivaut à 1. moitié de celle qui pénètre pe 
dant le même temps au-delà de la ligne b'ansversale traci 

sur la lame à la djstance z de r<?rigine. N01l8 avons d~ 
remarqué que ce résultat est une ~onséquence nécessaire d, 
conditions de la questionj s'il n'avait pas lieu, la partie de 
lame qui est pl.cée .u-delà de 1. ligne mnsversale et se p~ 
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longe à l'infini, ne recevrait point par ses bases une quantité 
de chaleur égale à ceUe qu'eUe perd par ses deux arêtes, 
eU. ne pourrait donc I;-0int conserver son état, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

[g5. 
Quant à la dépense de la source de chaleur, on la trouve 

en supposant z=o dans l'expression précédente; elle acquiert 
par-là une valeur infinie, et l'on en connattra la raison si r on 
remarque que,d'aprèsl'bypothèse, tou.le. points de la ligne 
A ont et conservent la températnre [; les lignes parallèles 
qui 50nt très-voisines de cette base ont 3UBSi une température 
extrêmement peu différente de l'unité; donc les extrémités 
de toutes ces lignes qui sont contiguës aux masses froides B 
et C leur communiquent une quantité de chaleur incompa­
rablement plus grande que .i le décroissement de la"tempé­
rature étai.tiou et insensible. Il existe dans cette pre­
inière partie de la lame, aux extrémités voisines de B ou de 
C, une cataracte de chaleur ou un flux infini. Ce résultat 
cesse d'avoir lieu lorsque la distance x reçoit. une valeur ap­
préciable. 

[g6. 
On a désigné par,.!a longnenr de la base. Si on lui attribue 

une valeur quelconque 2 l, il faudra écrire, au lieu de y J 

; 'K'. f, et mult~liant aussi les valeurs de .x par :t' on écrira 

; ~ '7 au lieu de x. Désignant par A la température constanté 

de la base, on remplacera 1.1 par ~. Ces substitutions étant 

faites dans l'équation (a) on a 
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"x .. wz ,W".y 4A( -- 1:y 1 -~- '/ry 1 - - - -'11=-;- e loIC08'~t-3e "I,tOS.3;Y+'5e "t.cos.SiI 

-r 
, -7-- "1 ) -? e ,,1. COS. 7 27 + etc. . (B). • 

Cette équation représente exactement le système des tempé. 
ranues permanentes dans Wl prisme rectangulairt" in6ni, 
compri'J entre deux masses de glace B et C, et une &Ource de 
chaleur constante. 

. , 
'97 , . 

Il est facile de ,voir, soit au moyen de cette équation, soit 
d'après l'art. l71, que la chaleur se propage dans ce solide, 
en s'éloignant de plus en plus de l'origine, en même temps 
qu'elle se dirige vers les faces in6nies B et. C. 'Chaque section 
parallèle à c~lle de la base est traversée par. une onde de 
chaleur qui se renouvelle à ch,'que instant , ~*onserve la 

. même intensité; cette intensité est d'autant ~dre, que la 
section est plus distante de l'origine. n s'opf-re un mouve­
ment semblable, pàr rapport à un plan quelconque parallèle 
aux faces infinies j chacun de ces plans est traversé par une 
onde constante qui porte sa chaleur aux masses latérales. 

Nous aurions regardé comme inutiles les développements 
contenus dans les articles précédenb, si-'nous n'avions point 
à exposer une thëorie entièremént nouvelle, dont il est ~é­
œssaire de 6xer les priricipes. Cest dans· cette même VUe qu_ 
nous ajouterons les remarques suivantes.; 

Ig8. 
Chacun de. termes de J'équation (.) correspond à un sebl 

systême particulier de températures, qui pourrait subsister 
dans une lame rectangulaire échauffée par soo extrémité, et 
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dont les arretes jnfinies sont retenues à une température , 
constante. Ainsi l'équation 'V = e -% cos. y représente les 
températures permanentes, lorsque les points de la base A 
sont assujétis à une température fixe, désignée par cos. y. On 
peut coircevoir maintenant qu~ la lame échauffée fail partie 
du plan qui se prolonge à l'infini dans tous les sens, et en 
désignant Jl~r z el)' les coordonnées d'un point quelconque 
de ce plan , ct par 'V, la température du même point, on 

app.Iiquera au plan tout entie~ l'équation 'V = e -z cos. Yi 
par ce moyen l les arêtes B et C auront la température con· 
stante 0 j mais il n'en sera pas de même des partie; contiguës 
BB et CC; elIcs reCevront et conserveront une température 
moindre. La base A aura dans tous ses points la température 
permanente , désignée par cos. y, et les parties contiguës AA 
auront une température plus élevée. 

Si l'on construit la surface courbe dont l'ordonnée vertiJ 
cale équivaut à la température permanente de chaque point 
du plan, et si on le coupe par un plan vertical passant par 
1. \jgne A, ou parallèle à cette ligne, la figure de la section 
sera cene d 'une ligne trigonométrique dont l'ordonnée re­
présente la suite infinie et périodique des cosinus. Si l'on 
coupe cette même surface courbe par un plan vertical paral­
lèle à l'axe des z, la figure de la section sera dans toute son 
étendue celle d'une courbe logarithmique. 

199, 
On voit par-là de quelle manière le calcul satisfait aux 

deux conditions de l'hypothèse, qui assujétissent la ligne à 
Wle température égale à cos. y, et les deux côtés B et C à la 
température o. Lorsqu'on exprime ces deux conditions, on 
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résout en effet la question suivante: Si la lame écbauff 
faisait partie d'un plan infini, quelles devraient être les tet 
pératures de tous les points de ce plan, pour que le SYStêIl 
fût de luiNmême permanent, et que les températures fil: 
des côtés du rectangle infini fussent celles qui sont donne 
par l'hypothèse1 

Nous avom supposé précédemment que des causes eIl 

rieures quelconques retenaient les f.ces du solide recta 
gulaire infini, l'une à la température l, et les deux autres 
la température o. On peut se représenter cet effet de difl 
rentes manières; mais l"hypothèse propre au catcul, consu 
à regarder le prisme comme une partie d'un solide do 
toutes les dimensions sont infinies, et à déterminer les tel 

pératures de la masse qui l'environne, en sorte que les co 
ditions relatives à la surface soient toujours observées. 

~oo. 

Pour connaître le systême des températures permanenl 
dans une lame rectangulaire dont l'extrémité A est entreten 
1. la température l, et les deux arêtes infinies à la temF 
rature 0, on pourrait considérer les changements que sub 
sent les températures, depuis l'état initial qui est don 
jusqu'à l'état fixe qui est J'objet de la question. On détem 
nerait ainsi l'état variable du solide pour toutes les valet 
du temps, et l'on supposerait ensuite cette valeur in6nie. 

La méthode que nous avons suivie est différente, et co 
duit plus immédiatement à l'expression de l'état 6nal, pu 
qu'elle est fondée sur une propriété distinctive de cet ét 
On va prouver maintenant que la question n'admet aucu 
autre solution que celle que nous avons rapportée. Ce' 
démonstration résulte des propositions suivantes. 
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201. 

Si l'on donne à tous les points d'une lame rectangulaire 
infinie les températures exprimées par l'équation Ca), et si 
l'on conserve aux deux arêtes :s et C la température 6xe 0 

pendant que l'extrémité A est exposée a une source de 
chaleur qui retient tous les points de l~ ligne A à la tempé­
rature 6xe 1; il ne pourra survenir aucun changement dans 

1" . d l'd E " 1" . d'v d'v , . etat u SOle. fi euet, equauon dx. + dY"=O etant sab&-

faite, il est manifeste que la quantité de chaleur qui déter­
mine la température de chaque molécule ne pourra être ni 
augmentée ni diminuée. 

Supposons les différents points du même solide ayant 
reçu les tempoiratu .... exprimées par l'équation (.) ou 
v=cp (~,y), qu'au lieu de retenir l'arête Aà la tempéra­
ture 1; on lui donne ainsi qu'aux deux lignes B et C la tem­
pérature 6xe 0; la chaleur contenue dans la lame BAC 
.écoulera à travers les trois arêtes A,B,C, et d'après l'hypo­
thèse elle ne se1'3 point remplacée, en sorte que les tempé­
ratures diminueront continuellement, et que leur valeur 
finale et commune sera zéro. Cette conséquence est évidente 
parce que les points infiniment éloignés de l'origine A ont 
une température in6niment petite d'après 1. manière dont 
J'équation (.) a été formée. 

Le même efTet aurait lieu en sens opposé, si le systême 
d .. températu .... était v = -, ("', y), au lieu d'être 
v=, (:z:,y); c'est-à-dire que toutes les températures ini­
tiales négatives varieraient continuellement, et tendraient 
de plWl en plu. vers leur valeur 6nale 0, pendant que 1 .. 
trois arêtes A,B, C conserveraient la température o . 

• 6 
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202. 

Soit v if(:x: 1 y ) une équation donnée qui exprime 
température initiale dtl6 poin'" d. la lame BAC, dont : 
base A est retenue à la température l, pendant que !t 
arètes B et C cOn8enent la température o. 

Soit 11= F (x , y) une autre équation donnée qui el.pria: 
la température jniti~le de chaque ·point d'une lame IOlK 
BAC parfaitement égale à la précédente, mais dont 1 .. 
trois arêtes B, A, C·sont retenues à la température o. 

Supposons que dans le premier solide l'état variable 'l' 
succède à l'état initiàl soit déterminé par l'équation 

v =, ("" , y, t), 

t désignant le temps écoulé, et que l'équation 11=41 (x,y, 
détermine l'état variable du second solide, pour lequel J. 
températures initiales sont F (x, y). 

Enfin, supposons un troisième solide égal à chacun d 
deux précédents; soit v f(z,y)+ F(z,y) l'équation q 
représente son état initial,' et soient 1 la température CQJ 

stante de la ba.., A, 0 et a celles des deux aretes B et C. 
On va démontrer que l'état variable du troisième soli. 

sera déterminé par ["équation v=t(z,y, t) +4>(z,y, t). 
En effet, la température d'un point m du troisième salit 

varie, parce q~e cette molécule, dont M désignera le volum, 
acquiert ou perd Une certaine quantité de chaleur 4.. L'a. 
croissement de la température pendant l'instant 

dt est ,"~M dt, 

le coëfficimt ·e d~.nt la capacité ~péoilique rappo~ée • 
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volume. La variation de la température du même point, 

, dans le premier ioOlide, sera c ~jlf dt, et ell~ sera c ~M d t 

da". le second, les lettres d et D représentant la quantité 
de chaleur positiTe ou négatiTe qne la, molécule acquiert en 
verlu de l'action de toutes les moléeules voisine!. Or il est 
facile de rectmnatrre que A. éqUiT81lt À. d+ D. Pour s'en con· 
v";ntre il suffit de consid"rer la quamit<' de chllieur que 1. 
point m reçoit d'un autre point m' ffPpmenant il l'intérieur 
de la lame, on aux a~tes qui la limitent. 

Le point m" d"ont ta température initiale est désignée par f., 
transmettra, pendant l'instant dt, à la molécule m, une quan· 
lité de ch.leur eXp<imée pa_ q. (f.-f) dt, le facleur q. re­
présentant une certaine fonction de la distance des deux 
molécules. Ainsi la quantité totale de chaleur acquise par m 
sera % q. (f.-f)dt, le signe l exprimant 1. somme d. tous 
les termes que l'on trouverait en ~considérant les autres points 
m., ml' m4• etc. qm agisseJlt sur m; c'est-à-dire, en mcttant 
q.,/., ou qllA, ou q".I., ainsi de suite, à la place de q.,/.. 
On trouvera de même l q. (F.-F)d t pour l'expression de 
la quantité totale de chalenr acquise par le même point m 
du second solide; et le factenr q. est le même que dans le 
terme l q. (f.-f)<lt, puisque les"deux solide. sont formés 
de la "même matière, et que br situation des poirrts est la 
mê-me; on a donc 

d= 19. (f.-f) dt et D = l q. (F. -F}dt. 

On trouvera par la même raison 

4=1 q. Cf. + F. -(/'+1") )dt; 

.6. 
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donc .:1= d+ Del c."M = c~M + c~M' Il suit delà que cha­

que molécule m du troisième solide acquerra, pendant rins­
tant dt, un accroissement de température égal à la somme 
des deux accroissements qui auront lieu pour le même point 
dans les deux premiers solides. Donc à la fin du premier 
instant, l'hypothèse primitive subsistera encore, puisqu'une 
molécule quelconque du troisième solide aura une tempé­
rature égale à la somme de celles qu'elle a dans les deux 
autres. Donc cette même relation aura lieu au commence­
ment de chaque instant, c'est-à-dire que l'état variable du 
troisième solide sera toujours représenté par l'équation 

'lJ=f(Z,y, t) + 4>(Z, y, t). 

203. 
La proposition précédente s'applique à loules les questions 

relatives au mouvement uniforme ou varié de la chaleur • 
Elle fait voir que ce mOUvement peut toujours être décom­
posé en plusieurs autres dont chacun s'accomplit séparément 
comme s'il avait lieu seul. Cette superposition des effets sim­
ples, est un des eléments fondamentaux de la théorie de 
la chaleuJ:. Elle est exprimée dans le calcul, par la nature 
même des équations générales, et tire son origine du principe 
de la communication de la chaleur. 

Soit maintenant 'lJ=~(z,y) l'équation (.), qui exprime 
l'état permanent de la lame solide BAC, échauffée par son 
extrémite A, et doot les arêtes B et C conservent la tempé­
r<rture 1; l'état initial de cette lame est tel, d'après l'hypo­
thèse,que tousses points ont Wletempérature nulle, excepté· 
ceux de la base A, dont la température est 1. Cet état initial 

• 
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pourra donc être considéré comme formé de deux autres, 
savoir: un premier, ponr lequel les températures initiales • seraient -'P(x,y), les trois arêtes étant maintenues à,la 
température 0, et un second état, pour lequel les tempéra­
tures initiales sont + f( x, y), les deux arêtes B et C con­
servant la température 0, et la hase A la température 1; la 
superposition de ces deux états produit l'état jnitial qui ré­
oulte de l'hypothèse. Il ne reste donc qu'à examiner le mou­
vement de la chaleur dans chacun des deux états partiels. 
Or, pour le second, le systême des températures ne peut 
subir aucun changement; et pour le premier, il a été remarqué 
dans l'article 201 que les températures varient continuelle­
J;!lent, et finissent toutes par être nulles. Donc l'état final, 
proprement dit, est celui que représente l'équation (ct.) ou < 

v=,(x,y). 
Si cet état était formé d'abord, il subsisterait de lui-même, 

et c'est cette propriété qui nous a servi à le déterminer. Si 
l'on suppose la lame solide dans un autre état initial, la dif­
férence entre ce dernier état et l'état fix~ forme un état par­
tiel, qui disparalt insensiblement. Après un temps considéra­
ble, cette différence est presque évanouie, et le systême des 
températures fixes n'a subi aucun changement. C'est ainsi 
que les températures variables convergent de plus en plus 
vers W1 état final, indépendant de l'échauffement primitif. 

204. 

On reconnaît par-là' que cet état final est unique; car, si 
l'on en concevait un second, la différence entre le second et 
le premier fonnerait un état partiel, qui devrait subsister de 
lui-même, quoique les arêtes A, B, C ~nt entretenues a 

• 
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la température o. Or ce dernier effet ne peut avoir lieu 
n'en oerait pas de même si l'on supposait une autre SOUl 

de chaleur indépendammenl de celle qui .écollie à 1'0 
gine A : au reste cette hypothèse n'est point celle fie 
question que nous avons Iraitée, et pour laquelle Ses: tel 

pérattires i'IlitiBles sont nulles. Il est manifeste que 
parties très - éloi~n~8 de l'origine ne peuvent aequé 
1'Ùl'ne tempémtur. ext~m.ment petite. 

Puisqu. l'état final qll'il f.llait déterminer est liniq\le 
s'ensuit q~ la question proposée n'admet attf:Wle autre 50 

lion que celle qui- résulte de l'équation (.). On peut dom 
une autre fonne à ce même résultat, mail on ne peut 
érendt-e, ni restreindre la sohttioo, 8UI8 la rendre inexae 

La méthode que nous- avons. exposée dans ce chapit: 
consiste à fonner d'abord des valeurs partit:ulières très-si 
pIes, qui- conviennerrt à la queBtion, et à rendrp la solan 
prus génépale, jusqu'à ce que la fOllclÎon ,. ou t.( '" ,y) sai 

fasse à trois- cOlldi~& , savoir: 

d''V d' v 
;r;;-fr- dy.::t=::o, ,Cz,o: , l, !,(r, *,~'!C)'=o. 

Il est visible que l'on pourrait suivre une marche contrah 
et la solution ,que l'on obtiendrait serait néces.sairement 
même que la précédente. Nous ne nous arrêterons poin1 
ces détails, qu'il est facile de suppléer, dès qu'une fois 
solq.tion est connlU. Nous donneroll6 seulem.ent dans 
section 5uivante une eXprei8Ü;ID remarq~abie 'de la 'foncti 
'P (x, y) dont la valeur est développée en série c~nv.ergel 
dans l'équation (.). 
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SfCTIONV. 

205. 

On pourrait déduire ,la solution précédente de l'intégrale 
" . d' '" d""" . ' . . . , de l equatlon :;:-; + '-d = 0, quI 'conuent des quantltes 

~z . :T 

imaginaires, soUs le signe ·des fonc-tions arbitraires. Nous 
nous bornerons ici à faire remarquer que cette intégral~ 

v=~(", + yV=t) + 4(x-yV;::< ), 

a une 'relatiou manifeste .... c la 'valeur ,de '" ·dOOBé .par ·"l'é. 
quation 

S"I1 _Ir 1 -3.r ~ 1 - 5% ' ~. T=e 'COS • .r-,.e COS4 ..... Y+'5e · . . dQ/i~' ;;Jy-ett:. 

En effet, en remplaçant les co.sinw pal' leurs expreBSions 
imarinairts, on a 

- (z-r v=i) ,-3(z-r v=i ) • - 5 (z-r v=i ) 
e -le + 5" -etc . 

. , 
La première série est une fonction de x-yv=ï, et la se­
conde est la même fonction de x + y V=ï . . 

En com,parant ces séries au dévelo~-pement connu de réU:C 
.TC. tango z; en fonction de oZ sa tangente, on voit sur-le-
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champ que la première est arc. tang e - ( .. - .r v' =i) ,et q 

la seconde est arc . tango e - (z+.rv=r ) j ainsi l'équation 

prend cette ronne finie , 

~=arc.tang. e -(z+.rv=t) + arc. tango e -(z-.rv"=ï 
2 

C'est de cette manière qll'elle rentre dans l'intégrale générl 

la fonction t (.z) est arc.tang. e - \ et il en est de même 
la fom:tion Hz). 

Si dans l'équation (B) on désigne le premier terme ' 
second membre par p et le second par 'l,on aura 

• -("+.r""=O) -("-.r 
-~'" p+q,tang.p=e , tang.q=e 
2 

donc tan~. (p + '1) ou tang., + u.llJ·g jI .-Jl, 00 •. .1 
1 taD8'.p.tan'·9 I-e'" 

>Co 

.'-

d 'd·l .. ·• (2oo, . .r) on en e wt equatJon - w 'V=arc.tang. 
:1 .Ie_il le 

C'est la forme 1. plus simple sur laqllelle on puisse p""';'nl 
la solution de la question. 

206. 

Cette valeur de 'V ou fi (z 1 y ) satisfait aux conditio 
relatives aux extrémités du solide qui sont f ( ... , ± ~ ~)= 
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et , ( 0, y) = 1 j elle satisfait aussi à l'équation générale 
J'. v a'v . ·1" . ( ) ,. 
d:ct + dyo=o, pUisque equatJon c est une tranSlormee 

de \' équation (B). Donc elle represente exactement le sys­
tême des températures permanentes; ct comme ce dernier 
état est unique, li est impossible qu'il y ait aucune autre 
501UtioD t ou plus générale ou plus restreinte. 

L'équation (c) fournit, au ';'oyen des tables, la valeur de 
l'une des trois indéterminées v, .x 1 y 1 lorsque les deux 
autres sont données; elle fait connaitre trooairement -la 
nature de la surface qui a pour ordonnée 'Verticale la tem­
pérature permanente d'un point donné de la lame solide. 
Enfin on déduit de cette même équation les valeurs des 

"'" . d ·"'· . 1s av av. 1 • COeU.lCICOts lUerentJe di et dj qw mesurent a Vitesse 

avec laquelle la chaleur s'écoule dans les deux directions 
orthogo~aIes; et l'on connattra par conséquent la valeur 
du flux dans toute autre direction. 

Ces cOëfficienu 80nt exprimés ainsi 

On remarqoera que, dans l'article '94 la valeur de ~;, 
el celle de ~; sont données par des séries infinies dont 

il est facile de trouver la IIOmme, en remplaçant leo 
quantités trigonométriques par des exponentielles imagi-

.. è al d av t av naires. On obtient 31051 ces m mes v eurs e dz e doT que 

noua venons de rapporter. 
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La question què l'on vient de traiter est la première cr 
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plut 
dans la partie de cette tbéorie qui exige l'empl9i de l'an 
lyse. Elle fournit des applications nwnériques tres-facile 
soit que l'on fasse usage des tables trigonométriques ou d 
séries convergentes, et elle représente exactement tout 
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous pas.s 
rons maintenant à des considérations plus générales. 

SECTION VI, 

Déveklppement d'une flnctùm arbitraire en séi"W 
trigonométriques. 

207, 
La question de la propagation de la chaleur dans 1 

l 'd gui , d ' '1" ' d' v d' v SO 1 e rectan aire a con Ult a equatlOn~ + dy' = 1 

et si l'on suppose que tous les points de l'une des faces ( 
solide ont une température commune, il faut déterm.in 
les coëfficienti a, b, c, d, ,e, etc. de la série 

a cos. x+ beo!. 3x+ ecos. 5x+ d cos. 7x + ... etc., 

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale à UI 

constante toutes les fois que l'arc :c fst .compris ent 
- ~ 'Ir et + î 'Ir. On vient d'assigner la valeur de ces coëfl 
cieots; mais on n'a traité qu'un seul cas d'un problême pll 
général, qui consiste à développer une fonction quelconql 
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en une suite infinie de sinus ou de cosinus d'arcs multiples. 
Cette question est liée à la théorie des équations aux diffé­
rences partielles et a été, agitée dès l'o~igine de Ct'tte analyse. 
Il était nécessaire d~ la résoudre pour intégr ... f'r convenable­
ment les équations de la propagation de la ,chaleur j nous 
allons en exposer la solution. 

On examinera, en premier lieu, le cas où il.s'agit de 
réduire en une série de sinus d'arcs multiples, une f()JK1.ion 
dont Je développement ne contient que des puissances im­

. paires de la Tariable. Désignant uue telle fonction par 'P x, 
on posera l'équation 

fx=asin.x + bsin. 2X + csin. 33: + dsin. 4x + ... etc. 

et il s'agit de déterQliner la valellr descoëŒcientsa, b, c, d, etc. 
On écrira d'abord l'équation 

, ,:t" '.. :c' 11/ .:r4 I~ r ~ 
f.x=.x~o+-. o+-.~ 0+-3 ,f 0+ 3' 5~ o+, .. elc. 

::1 ~ ~... .::1. ," 2. ,", 

dans laquelle t' 0, ,,·0, f'" 0 , f'· 0, etc. désignent les valeurs 
que prennent les coëflicieots 

lorsqu'on y suppose ",=0. Ainsi en représentant le déve­
loppement selon les puissances de .x par l'équation 

D z1 + E """,,-i"..,'"-=-.:--:---e •. 3.4.5.6., ,.3.4,5.6.,.8'9 etc. 

~7' 
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f- 0=0 

,"0=0 

tT'l'o=o 

etc. 

If'" o=B 

" o=C 
, .... ·o=D 

etc. 

Si maintenant on compare l'équation précédente à 
celle-ci 

,.r=asin . .r + hain.!lx + cain. 3x + JsÏn. 4.r + Bsin. 5z + e,tc. 

En développant le second membre par rapport aux puia­
sances de x, on aura les équations 

A=a+" b+3 c+4 d+5.+etc. 
B =a + ,,'b + 3'c+ 4'd + 5'. + etc. 

C=a + 2
5 b + 35 c + 4sd + 5'e + elc. 

D=a + ,,'b + 3'c+ 4'd + 5'.+ etc. 

E =a + ,,'b + 3'c + 4'd + 5', + etc. (a) 
etc. 

Ce. équations doivent seJ"Vlr à trouver le. coëfficients 
a, b; C J d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y 
parvenir, on regardera d'abord comme détenniné et égal à 
m le nombre des inconnues, et l'on conservera un pareil 
nombre m d'équations; ainsi l'on supprimera toutes les 
équations qui suivent les m pre~ières, et l'on omettra dans 
chacune de ces équations toua les termes du second membre 
qui suivent les m premières que l'on conserve. Le nombre 
entier m étant donné, les cQëfficients a, h, c, d, B .... etc. 
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ont des valeurs fixes que l'on peut trou ver par l'élimination. 
On obtiendrait pour ces mêmeo quantités des v.leu ... diffé­
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues 
était plus grand d 'une unité. Ainsi la valenr des coëffi.cients 
varie à mesure que l'on augmente le nombre de ces c0ëf6-
cients et celui dis équations qui doivent les déterminer. 
Il s'agit' de chercher quelles sont leo limites vera lesquelles 
les valeurs des iocoq.nue8 _c::onver~nt continuelleJl1ent . à 
mesure que le nombre des équations devient pins grand. 
Css limites -60nt 'les 'vérilables valeûrs des :inconnuea qui 
satisfont aux. équations précédentes lorsque leur nombre 
est infini. 

208. , 

On considérera donc successivement les tas où l'on ~uraif 
à déterminer une inconnue ~r_ Wle équation, deux incon. 
nues par deux équations, troÎo!I inconnues par trois équa­
tions. ainsi de suite à l'infini. Supposons que l'on design. 
comme il suit différents systèmes d'équationo analogues à 
celles dont on doit tiret les ·valeurs des coëfficients : 

a,=A, a.+!l h,=A, a,+!l h,+3 c,=A, a,+2 h,+3.c,+4 d,=A, 
a,+2'h,=B. a,+!l'h,+3'c,=B, a,+2'h,+3'c,+4'd,=B. 

aJ+25h~+35cJ=Cl G4+2
Jh .. +3sc,+4'd4=C" 

a" + 2' b4 +37c,,+ 4' d,=D. 

a,+2 h.+3 c.+4 d.+5 e.=A. 
a s + !lIb, + 31 

Cs: + 4J d$ + 51 es=Bs 
a s+ l5bs+3sc,+:4'ds +5'e,=C, 
as + :l' hs + 3' Cs + ·4'ds + 5' e.=D, 
as + 2,'b, +: 3' cs + 4'ds + 5'e,=E. 

etc. Ch) 
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Si maintenant on élimine la dernière inconnue es-, 

moyen des cinq équatiQIIS qui contiennent As B5 Cs DsEs, e 
on trouvera 

a,(S'-I') +. b,(S'-2') + 3 c,(S'-3') + 4d,(S'-4')=S' j 

a,(S'-I) + 2'b,(S'-2') + 3'c,(S'-3') +4'd,(5'-4')=S' ) 

a, (5'- 1 ) + 2' b, (5'-,') -+ 3' c, (S'-3') +4' d,(S'-4')=S' ( 

a,(S'- 1 )"+ 2' b,(S'-2') + 3' c,(S'-3') +4' d, (S'-4')' 5'[ 

On aurait pu déduire ces quatre équations des quai 
qui forment le systême pr:écédent, en mettant clans c 
dernières au liell de 

a, (S'-I)a, 

b, (5'-2') b, , 
c, (5' .,-3') c' .. 
d. (5)-4') d, 

et au lieu de A. S'A,-B, 

B. S' B,-C, 

C, S, C,-D, 

D, S, D,-E, 

On pourra toujours, 'par des substitutions 8emblable~ 
passer du cas qui répond à un nombre m d'inconnues 
celui qui répond à un nombre m + 1. En écrivant par ord. 



CHAPIT1lE III. 215 

toutes ces relations entre les quantités qui répondent à l'un 
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura 

"2'-1) (e) 

:2'-1) h. h,(3'-,') 

4'-,) h,=-,(.'-") Cl=~6(4'''':''3') 

5'-,) h,=-,(S'-,') c4=Cs(5'-3~) d,=d,(S'-4') 

6'-,) 6,=6,,(6'-2') c,=c8(6)-3') d,=J,(6'-4') e,=.(6'-5') 

7'-') b.=iJ,(7·-2 ·) c.=ei7·-3·) d. 1b'-4') e.=el7·-S·) f. };(7"-6") j 

etc. 

on aura awsÎ 

. A.=2A.-B. (d) 

A,=3 A, -~ B,= 3 B,-C, 

A3:::;:4A,j.-B4 Bl -4 B,-C, C]=4C,-D, 

A.=5Aj-B, B,=5 Bs-Cs C,=5 C,-D, D,=S Dj-E5' 

etc. 

On conclut des équation.. (c) qu'en representant ptr 
a, b, c ~ d, e, . . . etc., les inconnues dont le nombre est 
infini, on doit avoir 

a 

b 

c 

d 

" (,'-.)(3'-')(4'-' )(6' ,) ..... 

h, 
(3'-,') (4'-") (S'-,') (6'-") ..... 

(4'-3')(S'-3')(6'-3'](7'-3') .•... 

(5'-4')(6'-4')(7'-4')(8' 4·)····· 
etc. (c) 
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209. 
Il reste donc à déterminer les valeurs de a, b, c) d~ esetc 

la. première est donnée par une équation, dans laquel 
entre A, j la seconde est donnée par deux équations dat 
lesquelles en~rent A~ B.; la troisième est donnée par tro 
équations, dans lesquelles entrent AIB)CH ainsi de suite. 
suit de là que si 1'011 connaissait les valeurs de 

on trouverait facilement a, en résolvant une équation, a. ~ 
en résolvant deux équations, a J b. Cl en résolvant trois éqUl 

tions, ainsi de suite; après quoi on déterminerait a, b, c, d, • 
etc. n s'agit maintenant de calculer les valeurs de 

A, A,B, A,B,C, A,B,C,D, A,B,C, D,li, etc., 

au moyen des équations (d). [0 on trouvera la valeur de Il 
en A, et B,; 20 par deu,. substitutions on trouvera cette va 
leur de A, en. A, BJ C,; 30 par trois substitutions on trouver 
la même valeur de AI eD A~ B~ C, D~, ainsi de suite. Ces VII 

leurs successives de A. sont: 

AI=A. :a'-B. 

A.=At ~'.3·-B, (2'+3·)+C) 

A,=A. ,'. ~'.4'-B.(,'.3'+".4'+3' .4')+C. (,,+ 3'+4')-D, 

A.=A, ,,'.3' .4'. S'-D, (2' .3" .4'+ 2' .3" .5"+ 2".4". 5~+ 3' .• f". 5') 

+C, (,'.3'+".4·+" .5'+ 3'.4'+3'.5'+4'. 5')-D,(,'+3'+4'+ I 

etc., 

dont il est aisé de remarquer la loi. La dernière de ces va 
leurs, qui est celle que 1'00 veut détenuiner, contient le 



CHAPITRE III. 21 7 
quantités A,B,C, D, E, etc. avec un indice infini, et ces quan­
tités sont connues; elles sont les mêmes que celles qui en-
trent dans les équations (a). _ 

En divi .. nt cette dernière valeur de A.par le produit infini 

on a 

~·.3·.4·.5·.6· .. ; ': etc., 

+ D (:. •. 3
1

'.4' + :J' .3
1

, .5' +3',;' .s' + etc.} 

+ E (, .. 3.:, .. 5' + ".3':".6' + etc.) 
+ etc. 

Les coëfficients numériques sont les sommes des llroduits 
que l'on formerait par les diverses combinaisons des frac-

• tllllI ,, ' , 

IlOns " ;: 3- 4' ·5" 6" ' .' . • et, apres aVOir separe la p ..... 

mière fractio~ : •. Si l'on représente ces différentes sommes 

de produita par p. Q, R, S. T, . " etc., et si l'on emploie la 
première des équations (e) et la première des équations (b), 
on aura, pour exprimer la valeur du premier coëfficient a J 

l'équation 

,("-') (3'-.) (4"-.)(5'-')", =A-BP CQ -D R ES -F'F . 
. :!l' '.3",4' .S',.. . . .+. .+. .+etc· 1 

or les quantités P,.Q,:R, S, T, •.. etc., peuvent être meilement 
dét~nninées comme on. le verra: plus bas; dODeIe :premier 
coëfficient a &en. eotièrement conDu.. , ~ , 
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:uo. 
Il faut passer maintenant à la recherche de. coëffici. 

suivants bedef." etc" qui d'après les équatiOD8 (e) 
pendent de. quantités b, c, d,.Jo, , , etc. On reprendra p 
cela les équations (b); la première a déja été employée p 
trouver la valeur de a;; les deux suivantes donnent la 
leur de b.; les trois suivantes la valeur de Cl; les quatre ~ 

vantes la valeur de d4, ainsi de suite. 
En effectuant le calcul, on trouvera, à la seule illSpect 

des équations, pour les valeu~ de b~c)d4e, . .. etc, les ré 
tats suivants : 

3 Cl (1"-3') (:1'-3') = AI J·.2·-~ (1'+ 2') + Cl 

'd, (0'-4') ("-4') (3'-4')=A, ,',,',3'-B,(o',"+o',3'+,',3')+ C, (.,+ ,'+ 3 

5" (0'-5') (,'-5') (3'-5') (4'-5')=A, .',,',3',4'-B, (.',,',3'+ 0',,',4'+ 0',3' .. 
+C, {l'.:a'+ J'.3'+ 1·.4~+20·.3·+ :1~.4'+3".4·)-D, (t'+~' 

etc. 

La l(li que suivent ces équations eAt mcile à saisir; il 
reste plus qu'à déterminer les quantités 

A,B, A,B,C, A,B,t, etc, 

Or, les quantités A. B. peuvent être exprimées en Al BJ 
ce. dernière. en A, B, C, D, et<:. Il sWlit pour œIa cl' opé 
les substitutions indiquées par les équations (d); ce. ch, 
semena auooeosn. niduiroot le. second& ulemb .... d .. éq 
tÎOD8 pn!<édtntes Il ne contenir que 1.,. quantitio AB4 
etc., avec un indice infini, c'est..t.--dire, la quantités. CODD'I 
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ABCD etc. qui entrent dans les équations (a); les coëffi­
cients seront les différents produits, que l'on peut faire en 
combinant les quarrés des nombres .,' 2' 3' 4' 5' à l'infini. Il 
faut seulement remarquer que le premier dé Cel quarrés l' 

n'entrera point dans les coëfficients de la valeur de a,; que 
le second quarré 2" n'entrera point dans les coëfficients de 
la valeur de b.; que le troisième quarré 3' sera seul omis 
parmi ceux qui servent à ror~er les roëfficients de la valeur 
de Cs, ainsi du reste 8: l'inJini. On aura donc ponr" les valeurs 
de b. C3 d,es etc., et par conséquent pour celles de btdeetc., 
des résultats entièrement analogues à celui que l'on a trouvé 
plus haut· pour la valeur du premier coëfficient a,. 

211. 

Si maintenant on représente 

P 1 .• (' • •• l par • esquantltés ï-'+F+ 4" +S--+ ... 

Q, ( ' , , , , l 
..:30+""'+".5' +3'."+3'.5'+'" 

'~~. -, 
R, t l' 0)1. -4- + " .3

1

'.5' + 3' .3
1 

•• oi" + 3' .4
1 

•• 5" + ... } 
. . 

s, (1 •. 3·~4·5~ + ·1·.4·~5·.~· + .. ~1 
etc., 

que l'on fonne par les combinaisons des fractions . 
.. 1.1.'.1· · 
j>;> 3" 4"S" .. etc., 
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à l'infini, en omettant la seconde de ces fractions :.; 

3:ura, pO~Ir déterminer la valeur de b. l'équation 

En représentant en général par p. Q. R. s. T •.. . .. 
sommes: des produits que ~ 'on peut faire . en combinant 

1 1'. · 11111 • 
versement-tputes es Iracbons ~ ~ ~ 4- ;;;- ... .. • l'iDfi: . - 1 2,3- 01 

après avoir seulement omis la fraction ~. ; OD aura en 1 

Déra}, pour déterminer les quantités a, b~ CI d, e, . . '. etc., 
équations suivantes: 

A,-BP,+CQ,-DR.+ES.- etc.= a. , •. 3 •. ; •• 5 •••• 

. . . . (" -" ) 
A.-BP.+CQ.-DR.+ES.-etc.=3h •• '.3.,' .. 5." . 

. ( ,'-3') (, '-3') 
A,-BP,+CQ,-DR,+ES,-etc.=3c, , ', ,',4',5',6' .. , 

(, '-4') ("-4~ (3'­
A.-BP.+CQ.-DR.+ES.~etc,=4 d. ,'. ,',3'.5' .6' .. ' 

. etc. . c . " 

,,' . .. . .. . .. .. , 
Si l'on considère maintenant les équations (e) qui d, 

nent les valeurs des coëfficients ahcd., .. etc., on aura 
résultats suivants: 
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("-l') (3'-,') (4'-") (5'-,') ... 

~·.3·.4··5· . .. A-BP,+CQ,-DR,+ES,-FT,+ etc. 

(,'-,')(3'-,') (4'-") (5'-,,) ... 
, ,",3'",4",5' A-BP,+CQ,-DR,+ES-etc. 

. (,'-,')(3'-")(4'-,')(5'-,') ... 

. 1··~··4··5· 
A-BP,+CQ,-DR.+ES,-etc. 

/ ("-4~ (,'-4') (3'-4') (5'-4') ... 
1·.2·.3~.5· 

A-BP.+CQ.-DR.+ES.-etc. 

etc. 

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux 
numérateurs et aux dénominateurs pour y compléter la 
double série des nombres naturels, on voit que la fraction 

'd' dl" , . ," d la se re Ult, am a premlere equatlon, a (' i ; ans se-

d ' ,. dl'" à 3 3 dl" à con e a - i' 4 ; ans a trOISleme '3' li ; ans a quatl"leme 

_ ~. ~; en sorte que les produits qui multiplient 

a, !). b, 3c, 4rl, etc., 

1 . l 'II ,. sont a ternatlvement - et --. ne s aP"lt 
'l.!l D-

donc plus que 

de trouver les valeurs de . 

P,Q"R,S, P,Q,R,S, P,Q,R, S,. ,: etc. 

Pour y parvenir, on remarquera que l'on peut faire dépen­
dre ces ,valeurs de celles des quantités P Q il ST". etc., 
qui représentent les différents produits que l'on peut former 

. •• 1111 
avec les fracuons?, 'i" ::1' 'T-" S; 6-"'" etc., sans en omettre 



THÉORIE DE LA CHAI:.EUR. 
aucune. Quant à ces derniers produits, leurs va.leurs 
données par les séries des développements de sinus. r 
représenterons donc les séries 

1 1 1 1 1 

.. + ,~ + 3"'+ 4'+ 5- +.etc. par 

1 1 • 1 1 J 
- ,-, +--;--<-;-+-;--4' +,--.r,+-;-4' + 3' 4' + etc. par 1.2 I·.~· 1. 2·.~· 2. . 

1 J 1 1 

l ', 'l' .3' + ,' ,2' ,4' + 1',3' ,4' + !l',3' ,4' + etc. 

ainsi de s'Qite. 

.. . ~'.»' ~, 
La sene sm.z=JC--3 + 3" 5+ 3 5 +eu 

~. 2... 2 .. 4 . . B., 

DOUS fournira les quantités P Q R S T etc. En efTet, la va: 
du .iDUS étant exprimée par l'équation 

oin.=x(l- 7.)('- :' ,)(I-~)(I-~)(I-~ 
1 .'Ir ~.'K' ~-.'K" 4','1'1" 5'~ 

~ .,. 
,on aura 1-2:1+ 2.3.4.5 

z' 
3 + etc . •. . 4.5.6., 

~(I-1~1r')( 1-2.~:') (1-2~1f') (1-2~tf')'" etc 

d'où l'on conclut iaunédiatement 
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p-~. -,.3 

Q 

R 

s 

,.3.4.5.6., 

,.3.4.5.6·7· 8·9 

etc. 

~13. 

Supposons maintenant que p. Q,R,S ..... tc., représentent 
les sommes de produits différents que l'on peut faire avec 

.11111 d ' les fractions .. ;; 37 r- 5" .. etc.; ont on aUra separe la 

fraction III. , 1& étant 1:1.8 nombre entier q"uelconque j il s'agit 

de déterminer p. Q. ft. S •... etc. , au moyen de P Q R S ... etc. 
Si l'on désigne par, -qP.+q'Q.-g' ft. +q'S.-etc.; les 
produits .fe!I r .. teUr& 

(I-n (1-;.) (1-;.) (1-1.) ... etc., 

. parmi leMjllelson aurait omis le .. w facteur t -~: il fAU· 

dra qu'en multipliant par 1 - :. la quantité 

l-qP.+q'Q.-· q'R.+g'S.-etc., 
- . 

on trouve l-qP+q'Q-q'R+q'S-etc. 
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Cette comparaison donne les relations suivantes ~ 

p.+ ..!,=P 
n 

Q + P . .!..=Q • • n" 

etc. 

ou p.=p-..!, 
n 

'Q , P 1 R.=R-- +- --n" . n' n· 

etc. 

En employant les valeurs connues de P Q R S, et faisant 
.uccessivement n = l ,2., 3, 4,5. . . etc., on aura les. valeurs 
de P,Q,R,S, ... etc.; celles de P,Q,R,S, ... etc.; celles de 
P, Q, R, S, ... etc. 

214· 
n résulte de tout ce qui précède que 1.. valeurs de 

abc de . .. etc., déduites des équations 

a+2 b+3c+4d +5. +etc.=A 
a+ 2' b + 3'c+ 4'd + 5'. + etc.=B 
a+2'b+3'c+4'd +5'. +elc.=C 
a+2'b+3'c+4'd +5'. +etc,=D 
a+2'b+3'c+4 d>+5 .'+etc.=E 

etc. 
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sont exprimées ainsi, 

, a=A-B(~'3-'!')+ C ( 3~'4 5-.!,· ~'3 +.!,) 
:a ". 1 2. . . 1 2. 1 

-D ( ~. 

2.3.4-5.6'1 
l 'It~ l ",,' 1 ) . +_._--
l' ~ .4 2.:1 " 

,..5 

+E( ~. 
2.3.4.5.6.1.8'9 

l '!t' l 'Jt4 • 'It" 1) . +-. --.-+-
1" 2.3.4.5., 1 ~ 2.3.4's- l' 2.3 l' 

-

-etc. 

E( ~. 
+ 2.3.4.5.6.1.8.9 
-etc. 

'3 B(~") C (~. ,'~. , ) '2 c=A- 2.3-30 + ~~·;.3+F 

3" ) 

l '!t' l ",,4 l 'It" 1) 
4"' 2.3.4.5., + 4" 2..3.4.5- 44 ''3.3 + ,,'. 

ole. 
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2.5. 
Connaissant les valeurs de ahcdef~ . . etc., on les sub­

stituera dans féq ... tion propolée 

fz=asin. z + bsin. 2X.f-- dsin .. 3:c + esiu.4z .... de.; 

et mettant aussi au lieu d .. quantités ADCDE, etc. leu ra 
-.a1mrs ,'0 , '.-:.0, f~ , ,-0, ,·0 . . . etc. , aD aura )·équatioD 
générale 

1 • n ' 'II: 1 • 'L . .. 1 ( ' , (' ') ' (' ',' ) i 'K"f.z:=sm.,x , ' o+tp;'o 2.3-? +f 0 ~-~2']+ïi" 

+ <f'lg --'--+:'7'--- +etc ( :8 t s' • 'Ir' 1) l 
2.3.4.5.6., 1" 2.3.4.5 1 2.3. 1 • 

, '. ' 1 ' (~"')' (tI' " ; 'w' , ) --&ID. 2.% cp'o+cp'''o -3-' +<fo ~5--:-' ---:;+-; 
2. 2. 2. 1II • .l.4.::I 2. 'li • ." a 

( 
",,' t 'If' l 'It" r ) , l +,"'0 -_. +_. -- +etc 2.1.4.5.6.!J s' ~ 2' i'] li' • 

+ ele. 

On peut se servir de la série précédente pour' réduiN ·ea· 
!'érics de sinus , d'arcs multiples une , fonction proposee 

• 
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doot le dé""loppemeDt ne contient que d", p'li .. enœ. i/R­
p.ires de 1. variable. 

216: 
Le cao qui se ~nte I.e prçmier est .. lui où l'on, aurait 

,:t=Z j on trouve alors f'o = 1, ,,"'0=0, t"o=o . .. , 
ainsi du reste. On aura donc la. série 

• . , . "3 "4 ;Z=M.O.Z-;5W. 2.~+s&llL X-i8!Q: z .+ etc. , 

qui • été donnée par EuI~. , ' ,,' 
Si l'on suppose que la fonction proposée soit z', op ~IM""' , 

ce qui donoe l'équation 

, ~ ( ,,3), (, .,3).. (. ',3).. 3 et 
;:~= 'It'-I-' sm.~-. n-. "i' '2 SIP..2.%-;t- . ,1f '-"'3" . 3510. :c+ c. 

On parvieod .... t à, ce même résultat. en partallt de l'équa-
tion précédente, ' 

• . ' , . ' '" ... .:...;., 4 '. , -, , ' 
~ Z~SlD. ~-i..51~. 2~+:3~' . .7.t:-. ~~~I . ~ .+ ~(." .. :, . 

En effet, en malcipliant ahaqae rmllre parllz, et 'ÎJlUw 
grant, ou aura 

~. J: :r - 3 ' 4 c-T=C08. "-.. """' ""',:+ lf cos, ,"-~ COl. " ,"t cu,,; 
• • " 

la valeQl' de 1. ';Ol\lltanll! c esl , 

29· 
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série dont on sait- que la somme est +! n"3' Multipliant par ... 
dx les deux membres de l'équation 

l 'Ir' z' 1· 1 
-. ~3-7=cOS . .x----.COS. 23: + 3~ coi;, 3.x-etc. 
~~. ~ 2. 

et intégrant, on aura 

1 K'. Z r z'. l. 1 • 3 
~ -----..-~·-=sm.x-- ·sm.2Z+~SlD. x-etc. 
:li :11.3 :li 2.3 '2' 3" 

Si maintenant on met au lieu de 'x, SI valeur tirée de l'é­
qnation 

1 • 1. 1'"3' . 4 ;x=sm.;;r:-;slO. ~x-3sJn. X- 451O. x + et(~., 

on obtiendra la même équation que ci-dessus, savoir: 

1 Z ", 'ft' 'I t. 'ft' 1 '. C'" 'C' ')" --3=sm,i: -:r,--.-)-~sm. 2.1:' --3--; 
:1 2, :lI,,)':lI :li. 2. 

+ ;Bin.3x(:'~-;.) + isiD. 4x(:.;-;' )-etc. 
Onparviendn,it de i!t Pl,ême manière ~ ,!Iévelopper en 

séries de sinus multiples') les puissances ;CS x 7 J!I • •• etc., et 
en' geoéral touto fonctiQn dont le développement ne coo­
tiendrait que des puissances impaires de la variable. 

~17' 

'L'équation (A) (art."",6) pent être' mise- sou. une forme 
plus simple que nous allons faire connllÎtre. On remarque 
d'abord qu'une partie du coeffiCient de sin. x', est la série 

• '\Ir- ru 'Ir'. tr'..... t 
f' 0 -1 2..3'P 0 + 2..3.4.5 f 0 + :1.3.4.5.6'7 f 0 + e c., 
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qui représente )a quantité ~,~, En efTet, on a en général 

_ .~ .. .r' ", ~ •• r. 
f~-'o+z,o+ - , 0+-3,0+-34 ' 0+,.,....,..,,4S'0+ ... etc. :a !J. . 1. • !II • .>.4 .a 

Or, I~ fonction 'z ne contenant.par hypothè!le que de. pni .. 
sances impaires; on doit avoir ,0=0, ,"0=0, ,"0=0, 
aillai de suite. Donc 

• X l lU .rI y 

,z=z,o+i":3f 0+ 2.3.4.5' o+etc.; 

une seconde partie du coëf6.cient de sin. z S8 trouve, en 

multipliant par -i ' la série 

u. r.. ~.. wa "' etc , .o+i":"3' 0+ :1..3.4.5,0+ !II.3.4.5.6.i' 0+ ., 

dont la valeur est!. ,"no On déterminera de cette manière les .. 
différentes partiea du coëfficient de sin. x, et celles qui com­
posent les coëffici,ents de sin"2x, sin. 3,r, sin. 4,r, sin. 5:c. 
etc. 00 emploiera pour iila 1 .. équations: 

-'," - . .. 
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au moyen de cette réduction on dODliera à l'équation (A) 
la forme suivante : 

• . 1 • ... '. • n 1 --sm.:1'% fW--'T 'lf+.~ 'If-'l' ",+etc. 
~ .2 ~ , 

+ etc. 

ou celle-ci 

;'K'tz=t ~{siD . .z:-i sio.:1z+ ; ain.3z_e.tc. j 

n[.'. '·3 1 - t 11' SlD • .2:'-;-, sm. :1 % + 3 l 811l. oZ' - etc. 

, . • . • . 3 1 + '''1f t.m'X-il8In. 2.% + !i8lD. :c- ete. 

"[. , . 0;·3 1 -li If 81n.z-;,8lD.2z-y,8lD. z-etc. 

+ etc. 

",8-

(B) 

(C) 

On peut appliquer l'une ou l'autre de ceS formules, toutes 
\"" foia que l'on aura à développer une fonction proposée, 
en une série de .inus d'arc. multiples. Si par exemple la 

fonction proposée est eZ_e-
z

, dont le développement ne 
contient que des puissances impaires de z, on aura 



z _z 
l ,-_ - ~. • • • . -. 

\ 
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C
· ,. , . 3 ) sm':X-i sm.2X+:3 sm. x-etc. 

C
· ,. ,. 3 ) 

- Sln.z-
2
.SlD.:1.X+ 3_510.. :z:-etc. 

C
· ,. ,. 3 ) + SlD·:r-2,SlD.:1.X+:vSlD. x-etc. 

C
· ,. ,. 3 ) -. SlD':Z:-i'sm. !1X+ 3,sm. x-etc. 

C
· ,. ,. 3 ) + SlD.:Z:-;tSlD.2Z+3ïsm. x-etc. 

-etc. 

En distinguant les coëf6.cients de sin. :z:, sin.!l x, sin. 3 z, 

'4 lid"" SIn. :x, etc., et mettant au eu e - - l + "5 - -; + etc. , 
""l1n 

sa valeur -;.-, on aura 
n +, 

( z -.) 
1 6 -e 

--~ • • • . -. sin . .f x 
-,--. + etc. 
"+1 

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plu. 
sieurs séries remarquables. On a choisi l'exemple précédent 
parce qu'il se présente dans diverses questions relatives à la 
propagation de la chaleur. 

21 9, 
Noua avon. IUppooé jaoqu'ici 'lue la limccion doot on de­

_ode le développement en série. de oim", d'arcs muItipl .. , 
peut être développée en une série ol'doDnée, suivant les puis­
sances de la variable :x, et qu'il n'entre dlilw cette dernière 
série que des puissances impaires. On peut étendre les mêmes 
conséquences à des Conctions quelcooques, même a celles 

• 
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qui seraient discontinues et entièrement arbitraires. Pour 
établir clairement la vérité de cette proposition, il est néces­
saire de poursuivre l'analy .. qui fournit l'équation précé­
dente (B) et d'examiner quelle est la nature des coëfficents 
qui multiplient sin . .x, sin.2x,sin.3z, sin.4x. En désignant 

par!.. la quantité quïmultiplie dans cette équation! sin. n.:r:, 
• n 

• •• 1 • • • 
61 n est ImpaIr, et - - 510. nz, SI n est pw.rj on aura 

n 

Considérant s comme une fonction de 'It, différentiant deux. 
, ' 1 • 1 1 d', 
lOIS, et comparant es resu tata, on trouve s + -; d-; = il 'It; . ~ 
équation à laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire. 

O 1", • d', d 1 II 'dO • r, equatlon I+n-dz~=t.x, ans aque esestconSl eree 

comme une fonction de "', a pour intégrale 

s=acos. n.x + b sin. n;c + n sin.n.xfcos. nx.f;c .d.x 

-" n cos. n.x Jain. n.x.,:C d:c. 

n étant un nombre entier, et la valeur de:c étant égale à 'It, 

on a s= ± nft.x .sin. n.x d.x. Le signe+ doit ~ choisi lors­

que n est impair, et le signe -" lorsque ce nombre est pair. 
On doit supposer:c égal- à la demi~cil'Conférence 'It, après 
l'intégration indiquée; ce résultat se vérifie, 10l'qU'on déve­
loppe au moyen de l'intégration par parties, le tenne 

[t:cain.nzodx '. 
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enremarqnant que la fOliction foX ne contient quç des puis­
saUCai -impaires de la var,iable et QU· pr,enant, l'intégrale cle-

o "!\ 

pm. "'=0 Jusqu. ",=". 
On en conclut Îm'médiatement que ce terme équivaut à 

+( Il l , .. l 'ri r .Uf 1 ) _ m,.._m 'n'.-+m "" __ 11) 'It.-+m no- + etc .. 
. T T /1' T. ,,4 T. n,S T n' 

Si l'on substitue cette valeur de ~ dans l'équati~n"(B), en 

prenant le signe· + lorsqae le terme de cette équation est de 
rang impair, et le signe·.- lorsque n est pair; on aura en 
général S(ipx.sin. nx.d:c) pour le coëflicieot de sin. nXi on 
paryient de cette ·manièr.e à.ml résultat très. remarquable 
exprimé par l'équation suivante: . 

i'K"ipx=sin • .rS (sin. z.!pz.d z) + sin. 2ZS (s.in. 2ztz dz) 

+sin. 3 z S lsin. 3 z .«pz d z) ..... +sin. i;e oS (sin. i z!pz dz) +elC.; 

(D) 

le second membre donnera toujours le développement cher­
ché de la fonction !pX, si l'on effectue les 'intégrations de-
puis x=o, jusqu'à x=~. " 

~20. 

On voit par-là que les coëfficients abcdef ... etc., qui 
entrent dans l'équation 

.!.~,.r=d sin. z+ /J &in. :..r+c sin. 3 z+dsin. 4.r+etc. 
> 

et que nous avons trouvés précédemment par la voie des éli­
minations successives, sont des valeurS" intégrales définies 
exprimées par le terme général S (siq. ix.,"x dx), i étant 
le numéro du terme dont on cherche le coëfficient. "Cette " 

30 
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'remarque es~importante{en·.e,...e1kf';t oonnaltre com­
-'lD.tntl;les fonl'tÎons entièrem.entJ.arbitrures peu.vent aussi 
être développées en ""ries de sinus .d'an:scmnltiples, En effet, 
si la: fonction f'X est 'représentée 'par,:rordonnée vatiable 
d'une courbe quelconque dont l'abscisse s'étend depuis .1:=0 

jusqu'à OZ-""l et si l'on constrilit -snr cette même ,partie de 
l'axe la courbe trigonométrique connue, dont l'ordonnée est 
""""sin. :r:; il. sera racilede se représenter>'la valeur d'nn 

·-terme-intigra!. n·faut CIlIlClWoirquc pour obaquePlbscisse z, 
t à ~aqueHe répond: une RIeur de if oZ, et upe valeur.de s.i.n~z ~ 

""D'multiplie œtteide",ift-e nleur par la pr.emière, et qu'au 
. mfm"i"'int.de rue on ,élève, .Ulle, ordonnée pl'QportiMllelle 
au produit 11' x.sin. x. On_fonmera(per cette o~ration OOIlti­
Duelle, une troisième courbe, dont les ordonnées sont celles 
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement 
aux ordonnées 1 de la courbe arbitraire qui représente,:c. 
Cel. PO"", l'aire de la courbe réduite étant prise depuis :r:=o 

. ·jUfJqu'àz=w, dounera la,v.aleurexacte.ducoëf6cientde 5in~:e; 
et quelle.qu,epw..e être 1. conrbe donné<;quirépolld il ,z, 
soit qu'on puisse lui assigner une ~quation an~lytiqu~ • .$Oit 
qu'elle ne dépende d'aucune loi régulière, il est évident 
qu'elle servira toujours à· rOOuire d'une manière.quelconque 
la courbe trigonométrique; en sorte, que l'a.ire de la courbe 
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée 
qui donne. ci.U., du coiiflicient d" sin. ,",dan" leodéveloppe­
ment de la fonction. Il en est de même du coëf6cient sui­
.. ant 6 ou S (,z;sin. 2:r: d:r:). 
, Il fout en général , pour construire 1.,. ... leur!·d •• roëf6-
cients abcde .. . etc~,imagiDeJ' que les 'Courbes',·do'- les 
équations sont 
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y=sin. Z,) sin. '.2:&, y=lIÏn. 3z, y=sin. 4:e, etc .. , 

ont -été .. illCées .peUl' \IR même jntervalle ailr rue des z ., .de­
puia ~::c::.o juequ',à $; ~; et 'lu'eDSIlite .(lD a challié cu 
c:ourbea en .. ..Jtipliant tou",," 1 ...... or.do ........ par te. I>r­
dOR ...... correspondant .. d'une même courbe, dont l'équa­
tion eat.r=fz. Les équations des courbee rédw.te.s, 8Ont : 

.r=oin. z . for,)=in. ~ z . fz,y=sin.3z. fZ,J'=in. 4Z.f,r .. etc. 

Les aires de ces dernières courbes, prises depuis :&=0 jua­

qu'à :i: =", .. rom'" · .... euro dm oaiifficiants "'. c.l,jl\C., 
dan. l'équation 

1 •• . • 3 J', -1ffz=a ND.~+u 'ID.::!IZ+t: 'ID. ;:+a; &lD,.%+ ete . • 
221. 

On peut awsi vérifier l'équation précédente (D) (art. 220), 

en détermiDant immooiatement ... ·'P"ntité& ...... a, ..... , elc., 
dan. l'équation 

,.%=a., 8În.z+ Q • • in. 231: +tIJ ain.3~+ .. .:ai:$n.j,z+ •.. etc. ; 

pour oela on mu1tipliera cbaCUD d .......... br .. de 1. d.mi ..... 
équatÎon, .par sin. iz .dz, i étant un nombre entier, et l'oD 
preDdra l'in.le depuio z=o ill6'l":à Z=., on aura 

S (,z.lÛ.n. iz .clz)=", S{tio.z un. iz.d %)+4. s (.iD. ~ z ..• m. ':~...i.) 

,+ ... "jS(.in.jz.&ÏD.iz.dz )+ .. • etc. 

Or on peut facilement prouver, .0 que tOllt.. 1.. iDté­
grales qaieutrmt daD' le.eoorul.membre, 'tDt une valeur 
nulle, excepté le seul terme a, S(oin. iZ.oiD. i,r d,r); 2° que 
la valeur de S(oiD. i., .• io. iz.d.,) .. t ~ .. ;d·où l'OD COD-

30. 
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1 1 1 d . S (p .• in. i.,.dz) T . 
cura a va eur e ai' qUI est ~",' out se re· 

duit à con$idérer la valeur des intégrales qui entrent dans 
le second membte, et à démontrer les deux propositions 
précédentes. L'intégrale "S(sin.jx.sin. ix.dx), prise d.,. 
puis x = o· jusqu'à x = ,.., et dans laquelle i et j sont des 
nombres entiers, est 

.,-!...,.in. (i j.x)-~sin. (i+jx)+C. 
l-J '+) 

L'intégrale devant commencer lorsque X=O, la constante C 
est nulle, et les nombres i etj étant entiers, la valeur de l'in­
tégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x=.; il s'ensuit que 
chacun des termes tels que 

a, S (sin. z sin. i z.d x), a~ S (sin. 2; x.sin. i .r.d.r) , a, S (sin. 3 .r sin. i .r.d.r) etc.. 

s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les rois. que les nom­
bres i et} seront différents. Il n'en est pas de même lorsque· 

les nombres i etj sont égaux, car le terme i Ii sin. (i jx) 

auquel se ~réduit l'intégrale, devient~, et sa valeur est "". Ou 

a parconséquent 2S(sin. ix.sin.ix.dx)=""i on obrientainsi 
de la manière la plus briève, les valeurs de a, a~aJ a" ... aietc. 
qui sont: 

a. 
S(for.sin.or.dor) 

, , a. 
'. -: 'S" . 

S(for.sin.2Z".dor) 
;T; 

a, S (f or .• in. 3 or.d or) 
.; 'S" . 

En! les· substituant' on a: 

S(for.si •. ior.ds) 
:'1\" . 
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~1'I'm z=lin • .r S (f.t: .sin • .t:.d.r) + sin. 20z ~(.,.r.~ip. ~ _,,",·.a(tr) li • • • 

+ sin. 3,rS(, . .r.iD.3.2'.dz) .... +.in. i~S(,.::t- sin,' i:c.d,r) 

+ etc." 

2.22. 

. Le cas Je p~?S simple, est cel~i< o~ la fonc~on. ~onnée a 
une, valeur constant~ ~u~ ~outes l~s vale~rs, ~e l,a, variable z 
comprise~ entre Q et -ft' ~. da~s ce ca.5, l'intég'rale,fsin. i x d x 

. . . . -, '" (, , 

-a~~,égale il -lsi 'le nombre' i 'est impair,;;~t.,'ég.ar.~;lo si ~e 

nombre î èstpair. On en déduit l'équation 
" . J, , ; '.. \ 1 .. '. • , i i 

1 . 1. 3 1. 5 1. • .. 'te ;1t:::::=:::SlD . .r+'3sm. x+ 5 sm. x+,Sln.!]z+g:Sl.n.gx-.f- e,. 

que fon a trouvée précédemment.; ., " '1 

,Ufailtremarquer que lorsqu'on a .dovcl.oppé AAeJol'ctioq. 
f '" en une suite de sinus d'arcs multipl"1l la vale.ur,.de \;l 
série asin.z+ bsin.2Z + csin.3,x + {lsin.4z+ etc. est fa 
même que œlle de la fonction ~ x tant qué la variable x "';t 
comprise entre 0 et 'Ir j mais cette égalit~ cesse -en;· géoérâl 
d'av~ir lieu IÇtrsque la v~eur d~ x ,surpasse le nombre 'te. 

Supposons que la fonction dont on demande le dévelop­
pe~ent soit x~ on aura, d'après,le théorême préc:éd~nt, 

;~x=sin.xfsiD.:rJd~+sin.'2.xJxsin~2xd.:x ! • ,'n :~. 

+ sin. 3x f.r si~ .. 3x d'x -+- ·~iD.'4::if'.1:Sin: '4'x:d~,~ ,etC. 
. _, r·· , , 

• 
L'intégrale!x'sin: i,~ d.i: équivaut ,à ±1' 'f~.r~dKe&. o·et ... ~ .. 
qui san't Joints 'au ~igne'j'fo~ cannaitre les limites de l'in-. , 
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,(C' ,). (' . ') . 4 ou cos. z =; . ï + 3" 8ID.2X + 13+ 5: &lD • .% 

+ (!.+ ~).sin.6z.+ (~+~) liin.6x + (! +2...) sin. roz + etc. a l' . '". 1 9 "l'r;- -' g.' II ,1",., 

Ce résultat a œla,de remarquable qu'il offre le développe­
ment du cosin\l.lJ en une s.pte de fonctiqns dont cba,cune ne 

, ' . .' , - , . l " • , 1 • ~ • " , " • ,. , .: '. . t' .,' t 

contient.qued~s puissances impaires. Si l',on fait dans l'équa. 
tiçn·p~cédente ~=± '!e" on trouvera: . . 

,~ '(1 1 1 1 1 1 • 1 ) 
4 v;~; i;+.'i-·-5~'+9+·tï-. -.11-· .IfiI~j~·tc. 

Cette dernière série est connue (introd. ad analysin. infinit. 
cap. X). . .. 

224. 
On peut employef,Une.analyse ... mblable pour dévelop­

per une fon~oD quelconque en série de cosinUs d'arcs mul­
tiples. Soit,,,, t. fonction dont on demande le développe­

,~nt,,.,~)J:~ .ç:c\r;.ra: 

fz=a.cos. oz+a. co~. %+a~ros. 2x+al .co8. 3x+ ... a,cos.ix"4+etc. (m) 

.. Si l'oQ, DIHltjpli" 1 .. dellli,'1\""!!lres ,d~œtte,,~tion par 
; cos. j z et que ,l'on ,int~<;h~cun 4~ ten,lle .• d~.se\'Ond 
membre depuis "'=0 i~'Lu'à ."'-:-"; jlf8t,f:a,cil~.,d,eiassurer 
que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté pour le 
seul terme qui contient déja côs. j x. Cette re~rque donne 
immédiatement le co~·flici~nt· aj; il' ~uffi~a en, général de 
considérer la valeur de l'intégrale f cos.jx éos. iz à'%, 

,prise 4epuîs .x = 0 jusqu'à .x = 'If, en su,pp~sa~tque j et i 
sont des nombres entiers. On a . 

fcos. j.x 1 cos.i x d,X 
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Cette intégrale, 'prise .. depuis x = 0 ju~~à .x = 't', est 
évidemment nulle toutes les fois que jet lsont deux nom­
bres différents. ij n'eu est pas de mê,wdorsqne' ces. deux 

.n?robre.~qpt é,aux· .. ~ cùrnier t{:rme,U' i) sin. j ix 

, d~vi~~t ~; ~'t sa ~alêiIr est i ~ _, lorsque: l'a'rt,.x est égal' à 1r. 

,;,. l'. '. ,; •. '_ . . 

si' donc on multiplie .les de\lx te~es de l'équatioIJ précé-
dente (m) par cos. i.x, et que r on intègre depuis 0 jus-

qu'à~, on a~a-:fix cris.zx. dx. = ~.,; a" équation qui fera 

·connaitre la valeur ducoëfficient 4 .. 0 Pour trouver le premier 
coëfficient ao , on remQ,rquera que dans l'intégrale 

1 ••. 1· -.-. 

:aU+i) Slfl..J+'~~ :lU i)smoJ-'x, 

sij-:;r::;.o et i=o .cbacull des- termes,dev,iet:tt ~, et la valeur 

de chaque tenne est ~'t'; ainsi l'intégralefcos.j:z cos. ix dx, 
pri.e depuis .:r:=o jusqu'à .:r:=~ est nu.\le lorsque les deux 
nombres entiers jet i sont différents; elle est ~ ft' lorsque les 
deux nOIribres j et i. sont égaux; mais différents de zéro, 
elle est égale à "" lorsque jet j;' sont l'un et l'autre égaux à 

.. zéro, o~ obtient ainsi l'équation suivante: 

• • 
-~'PX=- 'Pzd,x+cos.x 'P,xcos..zd,x , 'J . J . 
2 ~ .. ' . 

• o 

. . . ~ 

+ COS. 2~',xCOS. ~',x'dx+ co:s. 3,xfi,xcos.3,xd,x + etc. (0) 

o 0 

Ce théo'rême et le précédent conviennent à toutes les fODe .. 
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tiOJ;lS possibles, soit que l'on en puisse exprimer la nature 
par les moyens connus de l'analyse, soit qu'elles correspoo­
dent à des courbes tracées arbitrairement. 

,,25. 
Si la fonction proposée dont on demande le développe­

ment en cosinus d'arcs multiples_est la variable z elle-même; 
on écrira l'équation 

~~x=a.+a.cos.;e+a.cos. 2x+a)cos.3x+ ". +Oj cos.ix+ etc. 

et l'on aUfa, pour déterminer. un coëf6cient quelconque a;, 
• 

l'équation a. !,;cCOB. ixdz. Cette intégrale a une valeur 
o 

nulle lorsque i est un nombre pair, et est· "égal à - ~ lorsque 

i est impair. On a en même temps ao = ± 'Ir'. On formera 
donc la série suivante, 

, 4cos.z 4C05,3Z 
X=-'!r- ---

~. 'Ir 3' 'Ir 4cos. 5z 
5'~ 4 COS·7.X 

,''If etc. 

On peut remarquer ici que nous sommes parvenus à trois 
développements différents de .; x J savoir: 

1 . x •. 1'3 "4 "5 -.x=sm.,x--sm.2.X + -3 sm. x--
4

sm. x+ F.SlD. x-etc. .. , 
J 2. 2'3 "5" t -x=- sm.x + -3~ sm. X+ 5-.-SlD. x +-,-sm. 7x+ e c. 
2 ~ 7r "" 7"". 

1122 3' 5 -x=-4'--cos.x--3, cos. x--5> cos. ;;t'-etc. 
2 ~ ~ K . 

Il faut remarquer que ces trois valeurs de ~ x ne doivent 
point être. considérées comme égales, abstraction faite de 

3. 
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toutes les valeurs de .x; les trois développements précédents 
n'ont une valeur commune que lorsque la variable .x est 
comprise entre 0 et -;. 'Ir. La construction d~.s valeurs de ces 
trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment 
les ordonnées rendraieQt sensibles la coïncidence et la dis­
tinction alternatives des valeurs de ces fonctions. 

Pour donner un second exemple du développ...-oment d'1Ule 
fonction en série de cosinus d'arcs multiples, nous choisi­
rons la fonction sin. x qui ne contient <tue des puissances 
impaires de la variable, et nous DOUS proposerons de la 
développer sous la-forme 

a+ bcos.x+ CC08.!JoX+ dcos. 3'x + etc. 

En faisant à ce 'cas particulier l'application de l'équ8:tidD 
générale, on trouvera, pour l'équation cherchée, 

• • 4' 'Ir SIll.,x • , 
COS.2,X 

•. 3 
cos . .{ .r 

3.5 
cos. 6 or cos. 8.x 

5'.7 7·9 
etc. 

On parvient ainsi à développer une fonction qui ne contient 
que des puissances impaires en une série de cosinus' dans 
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si 

d '1 1 . 1" , OD onne a x a va eur parbcu lere .. 'K' 1 OD_ trouvera: 

, r 1 r 1 r 
î-"'-=-+ ----::i-3 5+-5 -- + etc. 
"1 ~...... • ·9 '7·9 

Or, de l'équation connue 

J 11111 
-r.=l-- +---+---+etc. 
4 3 5 79 Il 
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0/\ tire 

J l' J J, J 
-,..=-+-+-+--+etc. 
8 1.3 ~'7 9.11 r3.15 

et aussi 

r 1 I . r 1 l. . - ,,= - - ------ ------ -ete 8 ~ 3.5 ']-9 ILI3 d.J5 , . 

en ajoutant.ces deux résultats, on a , comme'précédemment, 

• , 1 . 1 1 1 1 1 1 ,w= - + -,,-,.-, + ---- + - .-----. + etc. 
4 2 ' ' • .3 .l.5 5., .,.9 9.11 1.1.1,] 

•• 6. 
L'analyse pl'écédeote. <l90n~llt le moyen de dùelopper 

une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinua 
d'arcs multiples, nous rappliquerons facilement au cas où 
la fonction ,à dévd.Gpper a des valeurs déterminées ', lorsqpe 
la variable CSoJ co~pr.iae ,entre de certaines limites et a des 
v.aleurs nulles, ,lorsque. la var.iable est comprise ep..tre . d'au­
tres limites. NoUJ nous arrêterons à l'examen de ce cas 
particulier, parce qu'il se présente dans les qUe.itions phy­
siquesqui dépeooentdeséquations aui. différences p"rtiellts, 
et qu'il avait été propo~ autrefois comm~ un e.1mlple des 
fonctiqos qw nc peuvent êtredévelop~s. en sinus 011. 

cOliDUJ d'ara. lllllitiples. SUpp9IiOOS donc que l'on .it à 
réduire eq une série de c~tte Conne une fonction dont la 
v~~r est ~tante " lotsque x ~ QQ,Ulr.r~e entre Q et 01., et 
d.qflt tQv~ 1 .. valeuf. S9nt nullco lorsque x est coDlprise 
<;!lire . ~ et .,On, emek>iera. l'équation g'inérale (m) dans 
1''I'~lIe le, illtégrale. "'oivent êtr" prises depuis '" = ° 
jusqu'à .1:=1'1'. Les valeurs de 'PX qui entrent sous le ~jgnel 

31 . 
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étant nulles depuis X=œ jusqu'à X="K'j il suffira d'intégrer 
depuis x=o jusqu'à X=cr.. Cela posé, on trouvera, pour la 
série demandée, en désignant par h la valeur constante de 
la fonctlon, 

• h(l-cos.!l . I-C05.~CI. • -'I;'l'X= sm . .x+ _ Stn.!lX 
2 > > 

+ sm. x + --- sm. x + etc. l-cos.30:. 3 1-005.4«· 4 1 
• > 

Si l'on fait h=~ "" et que l'on représente le sinus verse de 
l'arc x par sin. V.x, on aura: 

fx=sin. V.Œsin . .x+~sin. V. 2Œ sin. 2x+-isiD. V.3cr:Sin.3,x 

+ i sin. V. 40:5io. 4,x + -;6io. V. 5 œsiD. 5 x + etc. 

Cette série ton jours convergente t"~t telle que si l'on donne 
à x une valeur quelconque comprise entre 0 et 0:, la somme 
de ses termes sera ~ "'; mais si l'on donne ~ x une valeur 
quelconque plus grande que or. et moindre que .; 'K' la somme 
des tennes sera nulle. 

Dans l'exemple suivant, qui n'est pa~ moins remarquable, 
les valell'fl§ de l'oZ' sont égales à sin. oZ' pour toutes les valeurs 
d.e x comprises entre 0 et CI, et sont nulles pour toukS les 
valeurs de x comprises entre li: et 'K". Pour trouver la série 
qui satisfait à cette condition, on emploiera l'équation"Cm). 
.. Les intégrales doivent être prises depuis x = 0 jusqu'à 
oZ' = 'K"; mais il suffira, dans le cas dont il s'agit ~ de prendre 
ces intégrales depuis x=o jusqu'à X=œ, puisque les valeurs 
def oZ' sont supposées nulles, dans' le reste de l'intervalle. 
00 en conclura : 
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f sin. CE sin. z sin. 2. Cl sin. 2.r sin. 3 Il siri. 3_ x 
OPX=2ct t ",' (1.' + w' ..... 2,' (J.' + 'Ir" 3'a.' 

siD, 4« sin. 4.r 1 
+ ,'IC' .4'(J.' + etc. 

Si l'on \SUpposait Œ~'It', tousles ,termes de la série s'évaBouÎ­

raient, excepté l~ premier qui deviendrait ~, et q~i a pour 

valeu~ sin . .x 1 on aurait donc cp .x = sin. x. 

227· 
. On peut étendre la même analyse au cas ou-rordo~née 
représentée par f..x. serait celle d;une ligne cOmposée d~ 
différentes parties! d~nt les unes seraient des arcs de courbes 
et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction 
dont on demande .le ,développemeqt _en ,séries':de ~iDIU 

d'atcs multiplës a pour valéur (;)'-:x~~ dëp.u~s x:se'O jus.:; 

qu'à .x = ~ 1':, et est nulle dep~i~' .x"='; 1r jU:SqIi'à ~ ;1':...-. '~1 
On emploiera l"équation générale (n), et en etTectuant les 
intégrations dans les limites données, on trouvera que 'le 

terme généralf((~)·~·~·)~os. iz dz est égal à ~ lorsque i 

eat impair, à, r. ,lorsque i ~t dou:&.le d'un Bcaobre 'impair, ~t 

à - ~ lorsque i est ~adruple d'un' 'nombre i~pair. D'~ 
.1 .,' ,[. ,1 • , . 

autre côté, on trouvera -3
1 

; pour la valeur du'premier te~e . , 

; f 1'.x d z; . On .atira donc Îe déi~16ppemElnt Julvant : 

,. 'C~)~ 2 {col.r coa.3r C05.~r·: cos.,.zO+ '. 1 
.,.x=;:3; +;t-,,-+. 3J '+,5' t'-r .e~. 

aoa.2r COI • .(.r· ;COI.lir:'· (; t l ,. 

+i' 2~ ,/ ~+,~~e.~ .. : 
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Le second membre' est représenté par une ligne tOm posée 
d'arcs paraboliques et de lignes droites. 

,,8. 
On pourr~ ho~ver de la même manière le développement 

Ù'_ .tOiu:tion de .. 'q1lÎ.uprime d'P1'donmiedu, COII1our 
d'up trapè..,. Supposons que l'''' soit ég~le ;..., depuis ;<=0 

jusqu'à X=CI, que cette fonction soit .égale a « depuis x: ' CI 

jusqu'à X=n-If, et enfin égale à ",-x , depuis X=r.-. 

jusW,1" x.TT."· Pour: la réquiTe en une série de sinus d larcs 

~yl~~l~~'h~~) ~~ .se~i~.a, .~~j ~'4t~atio~,,~~n~rale(;nJ~ ~e ~rm(> 
geQ~ralÎf ~ sin. ix 1 dx sera co~p~ ,de trois pa~le5 ~fTé-
ml~. ;ct )'qJ1. allfa" ijP"", le~ fli<lu~tion., ~.in. (i.l pour le 

coëMe'ient . de sin. ix, ·.]:orst'J~ z~les:t un nombre impail;; ('t 

ztillt JI"1Ir. ce ; ooiiIIicj"'!t~ lorSqtlt>-; ~ IjA ~"",lll'e p!lir. On 

~ar.~t:r\~in~~,~y~~ati.onii ":" ,''0 j. " ~ 

~'~;. ,'; ~ .!>~ r~.i.n: ."S!~ . i ;-: ;. sin. 3« si~_. ~x -: r. sjn. 5« sin. 5x 

• - .f .' ,.: ,0> +~ sin~:z'. ~in:" ~~""etc·l (~) 

iii 1".;,,: :IDPP""'o =', ", kt"p"'" "", conFQ;,d .... it ... ec-Ie 
tr~~og~e. ~~(~, ~ l'on ~~it ~ COTDR1:~. p~~~ment , pour 
l'équ~tio? 'du co?tour de ~e trian,.gle ~ 
"Ii": " ', ' , ,' •.• , J '1: ',,; '::. , 1 • j', ' . ', "0. 

, (." 1'3 ": 5 ,. ) 
i""' x:l?: I\:H.?;:. -r, .. ·t ·d; ,~.l:? ·'l.lf_ rr- ,-g; 1il~., . f· tl7iltP~ 7. ~ + e~. 

~~r~e qui . e,~~ ,toujQ.ur~ J couv.er:-g(:n.te qlW\le que ~it.1a valeur 
d'e x. -En ~néral les suites trigonométrlqties aU:J:quelles nous 
sommes P~r.Y~DUS, en ,dFy~opp~nt ~~ ~irerses fonctions, 
sont toujours convergentes: mais il ne nous a point paru 
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nécessaire dé le démohtrer ici: car les tenDes . qui oom. 
posent ces suites De'sout que les coëfficieats' dos term." -des 

sériel qui dOIllIlf!Ü ~s. wleurs des- .pdsatnre,;.. tet ·ces 
coëfficie."'Qflectlmdesqubnti"'~ OIpoiIèotitllesl'la\ déCl'<lÎ&­

sent tre ... rap;aemenlj, et> sorte qnê,a,s'demiid"","'ries'8ont 
très-conversentes. A l'<1\ard de.elles ou' ;l',à· ... tre que :d .. 
&inus ou des co;inus -d'arcs multiples, il ~8t .lement facile 
de prouver qu'e1les sont CQnvergeotes, -quoiqu'elles rep",­
sentent les o'rdonnées de~ lignes discontÜlU~s. ·Cela ne' résUlte 
pas seulement de .ce que les valeurs des termes diminuent 
continuellement j car' cette condition ne suffit pas pour établir 
la convergence 'd'une série. Il est 'nécessaire que les valeurs 
auxqn&s on parvient.,: en augmentant, continuellement! le 
n9mbre 'des _mes, s'al'l'"",oont, de lÙllSun:ploaüluqe 
limite fixe,-et ne's'en "'art.nt que d'uoe'quiotiti.qili peia 
devenir moindre que toute grandeur donnée: cette limite 
est la valeuF de la série. Or on démontre rigoureusement 
quc les suites dont il s'agit satisfootà c~tedernièr. condition. 

229, 

Nous ... pren~rons l'''qu.tion prlkédente (~)d .. i. hqiIeUb 
on peut donner à te une valeur que:lctmque j dn'conàj'd~rer8. 
cette quantité comme UDe noa:veUe ordon~e, ce" qui 
donnera. lieu ft la const:rnction sU~8'nte.. ' 

Ayant tra"" sur le plan des ",et y (vby, fig, 8) le-rectangle 
dont la. base" '0 ~ est 'é~ale à'la demi..:ciroonfbence ,.-et dont la 
bauteur est:~ .'"te, sur le miiieu m du "côté parallèle ;\ la base 
on élever. perpendiculairement ou plàn du rectangle une 
ligne égale à .; ~, et par l'extrémité supérieure de cette 
ligne, on tirera" des 'droites aux quatre angles du Tectlmgle. 
On fonnera ain"s~" ~ge pyrawide q~dr~n8.ulaÎ:l;e~ Si .J'on 

, 
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porte maintenant aur le petit côté du rectangle, à partir du 
pOint 0, une ligne quelconque égale à CI, et que par l'ex­
trémité de cette ligne on mène un plan pa",Uèle à la bue 

·0 w, et perpendiculaire au plan du rectangle, la AeCtion co .... 
:mune ;. ce plan et au aolide sera le trapèze, dont la hauteur 

. '·"t égale à c. L'ornonnée ;"riahle du contour de ce trapèze 
. est "égal, comme nous venons de Je voir, à 

" C': . 1 • 3· . 3 • . 5 ' 5 i SlD.a.SlD'~+3"Stn. 11810. X+S-SJO. !lAID. X 

+ J~.iQ· 7cr:sin.7z+etc.); , . 

Il suit de là qu'en appelant x, y, z, les coordonnées d'un 
point quelconque de la lurface supérieure de la pyramide 
quadrangulaire qu~nbus avoD&lDrmée, OD a\ll'& pour l'équa­
tion de,l~ surface du polyèdre, entre le. limite. 
,: : ,. x=o, z=K',y=o,y==f1l': 

r · lIin"z!lin.y sin j 3zsin.3.r ain . 5zs.iD.5)' t 
"2*t= l' + 3' + 5~ +ec . 

. Cette. série ~onvergente donnera toujours la valeur de ]'or­
donpée • ou de la di.tance d'un point quelconque de 1. 
/Surface au plan des x et y. 

Les suites fonnées de 'IInu5 ou de cQsinus d'arcs multiples 
sont donc ' propres à représenter entre des . limites déter­

.lJliq.ée~, toutes ~: fonctions possibles, et les ordonnées des 
lignes ou des surfaces dont la loi est di8conti~lue. Non seu­
lewent lapossibiiité de ces développelDenta est démontrée, 
mais il est facile de calculer les termee ·des 6éries; la valeur • 
d'un coëflicient quelconque dans l'équatioJl ;. 

,~=·a. shi. a: +'a1 sin . .:;t,x+ al sin. 3z+ .... +ai'sin.'·.:r+-etc. 
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est celle d'une intégrale définie, savoir: 

~f,,;c sin. ix.dz. 

Quelle que puisse ~tré la fonction" x, ou la forme de la 
courbe qui la représente, l'intégrale a une valeur déterminée, 
qui peut être introduite dans le calcul. Les valeurs de ces 
intégrales définies sont analogues à celle de l'aire totale 
J,·x dx comprise entre la courbe et l'axe dans un illtf'r~ 

valle donné, ou à celles des quantités mécaniques, telles 
que les-ordonnées du centre de gravité de ~ette aire ou d'un 
solide quelconque. Il est évident que toutes ces quantités 
ont des valeurs assignables soit que la fignre des corps soit 
régulière, soit qu'on leur donne une forme entièrement 
arbitraire. 

23&. 

Si l'on applique ces principes à la question du mouvement 
des cordes vjhrantes, 'on résoudra les difficultés qu'avait 
d'abord présentées l'analyse de Daniel Bernou.illi. -La solu~ 
tion donnée par ce géomètre suppose qu'une fonction quel­
conque peut toujours être développée en séries de sinus ou 
de cosinus d'arcs multiples. Or de toutes les preuves de 
cette proposition la plus complète est celle qui consiste à 
résoudre en effet une fonction donnée en une telle série 
dont on détermine les coëfficients. 

Dans les. recherches auxquelles on applique les équa~ 

tions a'Ux différences parti~lles, il est souvent fa('ile de 
trouver des solutions dont la somme compose une illtrgrale 
plus générale: mais l'emploi de ces intégrales exigeait que 
l'on en déterminât l'étendue, et que l'on pût distinb'1.ler , 

3. 
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clairement les cas où elles repttésentent l'intégrale générak 
de ceux où elles n'en comprennent qu'une partie. II était 
nécessaire sur~tout d'assigner les "aleurs des constantes, et 
c'est dans la recherche des coëlDcients que consiste la diffi­
culté de l'application. Il est remarquable que l'on puisse 
exprimer pu des séries convergentes, et, comme on le verra 
dans la suite, par des intégrales définies, les ordonnées des 
lignes et des surfaces qui ne sont point assujéties à une loi 
continue. On voit par-là qu'il est nécessaire d'admettre 
dans l'analyse des fonctions qui ont des valeurs égales, 
toutes les fois que la variable reçoit des valeurs quelconques 
compri.s.es entre deux limites données, tandis qu'en substi­
tuant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un 
nombre compris dans un autre intervalle les résultats des 
deux substitutions ne sont point les mêmes. Les fonctions 
qui jouissent ùe cette propriété sont représentées par des 
lignes différentes, qui ne coïncident que dans une portion 
dêternùnée d~ leur cours, et offrent une espèce singulière 
d'osculation finie. Ces considérations prennent leur origine 
dans le calcul des équations aux différences partielles; elles 
jettent un nouveau jour sur ce calcul, et serviront à en 
faciliter l'usage dans les théories physiques. 

231. 

Les (Jeux équations générales qui expriment le dévelop­
pement d'une fonction quelconque en cosinus ou en sinus 
d'arcs multiples donnent lieu à plusieurs remarques qui font 
conna:ttre le véritable sens de ces théorêmes, et en dirigent 
l'application. 

Si dan. la série 

a+ beos. x + ccoS.:.1x+ dcos. 3x+ecos.4x+ etc. 
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on rend u4rative la ,.aleur de x, la &érie demeure la même, 
et .elle conserve ausBi 81. valeur si l'on augmenœ la variabie 
d'un multiple quelconque de la circonférence ~~. Ainu 
dans l'équation 

in 9 ~=;f'9r tI x +-cos. ~ ftp~OOS.x.tz 

+ «'Il. 2'" ff X cos. ~",dJ: + cos. 3 Xft X C05. 3.xdJ: + etc.{,) 

la fonction fi est périodique, et repr~eJ'tée par une cow-he 
composée d'une multitude d'arcs égaux, dont chacun ~ôr­
respond sur l'axe des abscisses à Wl intervalle égal à .2 'Tt. De 
plus chacun de ces arcs est composé de deux branches 
symétriques qui répondent aux deux. moitiés de l'intervalle 
, al ' eg a!l: 'Ir. 

Supposons donc que l'on trace une ligne d'une forme 
",""lcooque l' f' et qui rép""de à "D intervalle égal à " 
(voY" fig. 9)' Si J'on demanlle une série de la forme 

a+ b cOS.x+c cos . .2x+d cos.3x + etc. 

telle qu'en mettant au lieu. de ;e .ne valeur quelcon'!'l1e X 
comprise entre 0 et 'Ir, on trouve pour la valeur de la série 
celle de l'ordonnée X f" iJ ~atàcile de résfmdre cette ques­
tion: car les coëfficient& donnés par l'équation (~) sont 

!j.z d.:. ~f, .. .ooi. 2~ tlx. ~ff'Z:C05. 3x d ..t'~ etc. 
tt "1"\' • "1"\' 

Les diverses ~ntégrales qui sont prises de x=o à x=-;:, 
ayant touJDurls des valetl'l's rncsumblcs comme celle de raire 
ô ip a.,., et la série formée par ces coëfficicnts étant toujours 

32. 
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eotrepr ....... ôe par 'une litIae formée de d ... " ..... <pu 
placés .ymét;riqucm ut de part et d'autre de l'ue des:r, ciano 
l'intervalle de'- ~ à + ~ (vo)'. fig. , ',) ; cette conilitÎolJ est 
exprimée ainsi fZ=f (-x). La ligoe qui représente la 
l\incltilllii '1- x 'M~ · ~\i · ~ntra/te fannéè' doll!i le wme inm-­
vMte lI1!·deu,, '·irts:OppoOéO ; ce qS'll'qlrime r"q..oliOll 

. '.. . . .' '. ".,, : .,,; r~ .,~. r,(-. ,'7). 
TJI18.d<m<'6ooi,lIJIiftObnqoeF.." .~r_~ l'a • .me Iipe 
In~~\<,aini"ellfo·dan. i'int""'lIl.·de . .:.... .K à + ", pout 
tpi,;. .... iô .... 'pal'tag .... ,reux fohmoDs ... q_ '''' et .j.z. 

E. effet·, Bi 1a • F' F' m F F rept>éae_ 10 fonctÎ«l F "', et."". ton. ... w.,p""-le i{>oiol> o .. I·" ...... oa.;., 'o .. , .'QIl Ir.œra 
poi: œ.poiuti ,,,,l'v.droi.., de JI!.':'." .. 1'- .mffoemblable 
il. r .... c ",.F'·j1,do"'ocillUlbi> M ,!«, .. t à m""". da même 
.... ·on Inœn;. J!.." in,!' f' ·aemlJloIIleà faro .. F F; .....wte 
on fera passer par le point m uae ligne f' ,'m " <pi 
partagera en deux poarties égales la diffén:Pce de chaque 
ordonnée ... F "!l," J', .. l' QrdOQ~ .i!_i<\nd_ "f ou 
z ' F. On tracera oussUa ligne t' li 0 4 t, dQllt l'ordonoée 
mesure la différence de l'onIonnée de F' F m F F à celle de 
f f m ff. Cela posé, Ieo onIoOlllieo de 1. ligne F' F m F F 
et de la ligneff' mff étaat désignées l'une par F x et 1. 
s~~,!<!e P" j'Ii "~~ I ... ra ~vi~I'II'JllF'\Vx'CF (---:x).d~ant. 
aussi l'ordonnée çle ~'~' m n par ~ x. et celle de ~'IIo' 0 H 
p~ t.", O{l ~~r~;, 1i :1;, .': , -.'fI!i) ... ,: ' : 1 . \ 

doné' 

Fx~x+4x+ etf ... =~.r-~x=F(-x) 
, " • 1 .') _' :': • J , ,! ! " , 
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on en conclut 

px=p( ...... x) et 4x=-4(-x); 

ce que ta çon'sti'Uètltll'l .etid d'ânreùrs êvid'ehr.';' '., 
Ainsi les deux fonctions cp x et ~ x, dont la somme équi­

Taut à F.x, peuvent ~tre développées l'une en cosinus d'arCS' 
multiples et l'autn ezt !ibo.S. ' i) j ''l, 

Si l'ou applique à 1 .. première fonction l'équation (,), et à 
la seconde l'équation (f), en prenant dans l' .... et J'autre les 
iutégral ... depllio =-... j""qa:~..x,,;.et'" f-~»:-IJ" 
deux résultats, on aura 

'f . +cos.z/'fzdz+cos·~.xI'f.rcos.:J.rd.x+etc. 
'(fx+4x)=~Fx=- pxdx • 

2. + lin . .rf~zd.x+siD. :lI.xf~zsin. 2xd.x+etc. 

I.s inhigrale. doivent ~It'e' prises depuis' x .... '-" jWqU'l 
"'=n. 1/ litut l'emarquer mointlotlant que dan. l'intégftile 

+.. , ,l,.,' 

f 'f'X coS. x dx on pO.9rrlltt, sans en, changer la 'Val~ur, , 
-'1:' ',.",\ ., 

mettre ,x +4t:c all lieu'dlf ~x: &r 'Iàfôr1~tièIl cos. x \ {tant • 
composée, à droite et à gauch~ de l'axe des z, de deux parties 
semblables, et la fonction ~-x étant au contraire formée de 

, " " , ',. - 'l,' .• 

deux pqrtie.oppo~es, ,J'intégrale fi~'c~ •.. x~x~';t ~u1k. V -. , 

èn serait de mêtne si l'on mettait cbs~ 2X ou cos,gx ei'eniéné­
raI cos. lx au lieu de cos.,x/l étant un des nombres entiers de-

, +. 
puis 0 jusqu'à l'lnfiiti. A1'IJ'si Yin~gral1 px (os iidx est la 

-. 

, . 

-
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même que l'intégrale 

+~ +w 

J('f:r:+'f:r:)cos,;:r: d:r: ouJF:r: coa, ;:r:d:r:; -. . . -. 
, + • 

. On reconnaîtra aussi que l'intégraleJ~:r: ain,;:r: d:r: est égale -. 
i .+ .. ' 

à l'in~ J F:r: sin, i", d:r:, paree que l'intégrale -. 
+. 

jfx sin. ix dz -. 
est nulle, On obtient par-là l'équation suivante (P), qui 
sert à développer une 'fonction quelconque en une suite 
formée de sinus et de cosinus d'arcs multiples; 

, ;, :" +co5·.rfF.rcos . .rdz·+coso':JzfF.rcos.2.rd.r+etc. 
w F :r:=~JF :r: d:r: (p) 

• 2" +IÏQ • .fIf~li~1 oZ'doZ'+siq, ;:.z/foZ'siD.2,rd.r+etc. 

~34, 
La fonction F x ~ qui entre dans cette équation, est repre.. 

sentée par une ligne FF'FF,d'une forme quelconque, L'arc 
F'F'FF,' qui répond à 'l'intervalle de -'1'1' à+-*, est arbitraire; 
toutes les autres parties ~~ la ligne 80nt déterminées, et 

l'arc F'F'FF est répété dans tous les intervalles consécutifs 
dont la longueur est 2~. Nous ferons des applications fré­
quentes !I~ ce tréorême.? et d,e, fqu~tio~ préc~dentes (m) 
et (n), 
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Si l'on suppose dans l'équation (p) que 1. fonction F >: 

est l''f'présentee, dans l'intervali! de -'II: à + 'Ir, par une ligne 
composée de deuX arcs egaux symétriquement placés, tous 
les termes qui contiennent 16 sinus s'évanouiront, et l'on 
trou.vera l'équation (m). Si au cont~aire I~ ligne qui repré­
sente la fonction donnée F x est formée de deux arcs égaux 
de situation opposée, tolU les termes qui ne contiennent 
point les sinus disparaissent, et l'on trouve l'équation (n). 
En assujétisunt la fonction F x à d'autres conditions, on 
trouverait d'autres résultats. 

On écrira dans l'équation générale Cp), au lieu de la va-

riable :C, la quantité ~ ~, z désignant une autre variable, 

et or· la longueur de l'intervalle dans lequel est placé l'arc 

qui représente F ;XI' cette fonction sera F (r.~), que nous 

désignerons parfx. Les limites qui étaient X=-1f et :C=w 

d . d Z Z 
ev&ell ront 'J;' - =- 'If, t - = 'If; on aura 

r r 
donc, après la 

subatitution 

+r + c~. (w;)Jfxcos. ('ff,.0dz+ cos. (~1I';.)ffxcos . ( 2r.~)dx+etc. 
'>:='o;/z dz (P) 

-r + sin. ('II" ~)ffzsin.(~r:r:) dx+ SiD~ (!l'li" ;)jfxsin. (2,;;) d%+etc. 

toutes les intégra:les doivent êtte prises co",me la première, 
de z=-r à >:= + r. Si ron fait la même snbstitution daDs 
les équations (10) et (m), on aura 
r . 

.. 

';"f.r Ifxd;+co5. (11" :)ff:x cos. (Tt~) d:x +C05. (21t·;)ffx~os. (2'1\"~)d:x+etc . 
• 

33 (N), 



~60 THÉORIE DE LA CHALEUR. 

données. Cette remarque s'applique à un nombre quelconque 
de séries. 

3° La série (P) (art. 234) qui donne le développement 
d'une fonction F z en une suite de sinus el de cosinus d'aJ'C8, 
multiples , peut être m'ise sous cette forme: 

+cos . .rJF II. cos. Gr. tl «+COII. :1 zfF CI COI. !lia d.+etc. 
111' F z=!fF Il da. 

:1 + sin. orfF m,in. lia 0: +&n.:I zJf uin. 2. a: dCl+ccc. 

CI étant une nouvelle variable qui disparatt après les intégra. 
tions. On a donc 

. + K + cru. Je COlI. IX + cos. ~.r cO&. 2. /Il + 'co.. 3 ~ COI. 3 Il + etc'I 
1rF z= Fa.dll ~ f { 2 + sin. z sin. CI: + sin. 2.r sin. "11 + .in. :1.% ';D. 3 a.+etc. -. . . 

+-
ou F z= ;J(; + cos. x-=-;+ cos. 2Z=; + cos. 3.Z:::=; + etc.) -. 

Donc, en désignant par l cos. i~J la, IOmlJ1e de la série 

précédente, prise depuis i _ 1 jusqu'à. i -:-!, ~m a.W1l 
• '.. l , . 0 . 

Fz=;fFIl d. (1 cos. i%=-; + i). 
. : .. ' ", ----:..... ..; : , , " . .. 

L'expression 3" + l: cos i Z -II représente une fonction de z 

et de Il telle · que si on la multiplie 'pàr une, fonction quel~ 
cODque F Il,. et, sî après avoir' écrit ' d~J on intègre: entre les 
limites ;I=-1'i et 1I=1'i, on aura charigé la fonction pro­
posée F • en UDe parejl!e ·Jonction de z multipliée par la 
demi-circonfér,ence 'It'. On verra par la suite quelle est la na-

ture de ces quantités, telles que!. + 1: cos. iZ-=;, qw joUis-. . 
sent d. la propriété que l'on .ient d'énoncer. 
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4° Si dans les équations (M) (N) et (P) (art. 234) qui 
étant divisées par r donnent le développement d'une fonc­
tion f;c, on suppose que rinten.lle ,. devient infiniment 
grand; chaque terme de 4a· série est un élément infiniment 
petit d'une intégrale j la somme de la série est alors repré­
sentée par une intégrale définie. Lorsque les corps ont des 
dimensions déterminém,. les fonctions arbitraires quirepré­
sentent les températures initiales,'et qui entreot dans les 
intégrales d~ équations aux différences partielles, doivent 
être développées en séries. analogues à 4?elle~ des équations 
(M), (N), (P); mais œs mêmes fonctions prennent lil forme 
des intégrales défini .. , lorsque les dimen.ions· des corps 
ne sont point déterminées, comme on l'expliquera dans 
la suite de cet ouvrage, en traitant de la diffusion libre de 
la chaleur. 

SECTION VII. 

ApplictUion à la question actuelle. 

,,36. 
Nous pouvons maintenant, résoudre d'une manière g~n~ 

raie la que.ti~n de la propagation de la. chaleur dans one 
lame rectangulaire BAC, dont l'extrémité A est consta~­
ment échauffée, pendant que ses deux arêtes infinies B et C 
sont retenues à la températu~ ()' , ; 

Suppooons que la températ\lre initiale de 10". les pointa 
de la table BAC soit nune, mais que celle de chaque point 
m de l'arête A soit conservée par 'ube cause extérieure quel­
conque, et que cette valeur fixe soit Wle fonctionfx de la 
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On a 

. -(}'+pl/=; -,(}'+pl/=<) + -3 (}' +pl/=<1+~. e +8 e <;\\.. 

"F()',p)-'- . 
-(}'-pl/=; -'(}'-pl/=; ) -3 (}'-pl/_. ) eV. 

. e . " +ê . ~~ + 

0\1 

donc 

. (}'+pl/ .) 
(-e + (-e G pv=<) 

- -r eos.z+«-iJ 
f à 

C05.~-II-e 
. ,( . - -, 

1t'V= Cl" ...f .'-:-200'.%-0+' )' .~-acQl.z+lZ+e ~ 

0\1 

ou décomposant le coëfficient en deux fractioD', 

Cette équation contient SOU8 la forme Snie, et en termes 
• \ l" ~ • \ d \" . d' ~ d' v \.. • Tee 5, mtegra e e equatlon dz' + dJ' 0 = 0, app lquee a 

la question du mouvement uniforme de la chaleur dans un 
solide rectangulaire, eKposé par son extrémité à l'action 
constante d'un seul foyer. 
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Il est facile de reconnaître les rapports de œ!te intt'grale 
avec l'intégrale "géné'rale, qui a deux. fonctions arbitraires.; 
ces fonctions se trouvent déterminées par la nature même 
de la question, et il ne reste d'arbitraire que la fonctionfct, 
considérée entre les limites Ir. = 0 et IX = 'Ir. L'équation Ca) 
représente, sou,s une forme simple, propre aux applications 
numériques, cette même vale~r de 'V réduite en une série 
convergente . 
• Si l'on voulait déterminer la quantité de chaleur que le 
solide contient lorsqu'il est parvenu à son état permanent; 
on prendrait l'intégralef d:c f dy'V depuis x=o jusqu'à X='!;t 

et depuisy=o jusqu'ày= ~ i le résultat serait proportionnd 

à la quantité cherchée. En général il D'y a aucune propriété 
du mouvement uniforme de la chaleur dans unc lame rec­
tangulaire, qui ne soit exactement représentée pltr cette solu· 
tion. Nous envisagerons maintenant les questions de c'e gt'nre 
80US un autre point de vue, et nous déterminerons le mou­
vement varié de la chaleur dans les différents corps. 

34 
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DU MOUVEMENT LINÉAIRE ET VAUÉ DE LA CHALEUR. 

DANS UNE A.R1iILLE. 

SECTION PREMIÈRE. 
• 

Solution générale de la questü",. 

238. 

L'ÉQUA.TION qui exprime ·le mouvement de ta chaleur 
dans Wle armille a été rapportée dans l'article 105; elle est 

tlv K d~v Al 
Y,=CDdr'-CDSV' (h) 

Il s'agit maintenant d'intégrer cette équation, on écrira 5en~ 

1 dv Kd'v h 1 1 d ' K ement dt = dz" - 'V, a va eur e K representera CD' 

celle de h sera c:.h~S' x désigne la longueur de l'arc compris 

entre un point m de l'anneau et l'origine 0, 'V est la tempé­
rature que l'on observerait en ce, point m après un temps 
donné t. On supposera d'abord v=e-"tu, u étant une 

II . d' ., . du Kd'u Douve e ID etenmnee, on en brera dt = d%~; or cette 

dernière équation convient au cas où l'irradiation serait 
nulle à la surface, puisqu'on la déduirait de la précédente 
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en y faisant h = 0: on conclut de lÀ. que les différents 
points de l'anneau se refroidissent successivement, par 
l'action du milieu, sans que cette circonstance trouble en 
aucune manière. la loi de la distribution de la chaleur. 

E '" " 1" ' du K d'. , n euet, en mœgrant equatIon dt = d z" on trouver3.1t 

leH 'Valeurs de u qui répondent aux différents points de 
l'anneau dans un même i:nstAnt, et ronconnaftrait quel serait 
l'état du solide si la chaleur s'y propagoeait s'n~qu'il y eût 
aurune déperdition à la surface; pOlir déterminer efls1:lite 
quel aurait été l'état du solide au même instant, si cette 
déperdition eût eu lieu, il suffirait' de multiplier toutes les 
'Valeurs de u prises pour les divers points, et pour un "même 
instant, par Une même fJ'action.: qui est e-+.'. ArÎ'nsi le refroi­
dissement qui s'opère à la surface ne change point la loi de 
la distribution de la chaleur; il.en résultê 'seulement"q~le la 
température de chaque point est moindre qu'elle n'eût été 
sans cette circonstance, et elle diminue pour cette cause 
proportionnellement aux puissancçs suc~essives de la frac-
tion e-"t. "" 

,,39' 

L " 'd"" (" ' dû Kd'· a question etant re uIre a mtegrer eqU'!t1On d7= . d.t!', 

on cherchera, en premier lieu, ,16& .--v:a1eurs particulihes les 
plus simples que ron pRisse 8ttribQ~r. à. ia variable a~' on eII. 

composera ef1sllite une "Vsleur ~n6ra:le., et l'on démont'l'era 
que ceUe valeur esl aussi étendue que l'intégra le qui 
contient une fonction arbitraire en ';x, ou plutôt qu'(41~ :(,5t 
cette inœg-rale eHe-même, mise 'sous la forme qu~{'xigt'IQ 

question, en sorte qu'il ne peut y avoir aucune solution 
différente. 

34. 
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On remarquera d'abord que l'équation est satisfaite si t'on 

donne à u la valeur particulière a e'" 1 sin. n .x, m et n étant 
assujétis à la condition m=-Kn'. On prendra donc pour 

1 . 1" dl' . -h',. une va eur partlcu lere e u a lonctIOn a e sm. n x. 

Pour que cette valeur de u convienne à la question, il faut 
qU't'lie ne change point lorsque la distance .x est augmentée 
de la quantité 2 'Ir r, rdésignant le rayoD moyen de l'anneau. 
Donc 2 n 'ft' r· doit être un multiple i de la circonférence 2 'IIt"; 

ce qui don~e n = ~. On peut prendre pour i un nombre 

entier quelconque; on le supposera toujours positif parce 
que, s"il était négatif, il suffirait de changer dans la valeur 

Q, t: -le "" t sin. TI x le signe du coëfficie~ta. Cette valeurparti.~ 
-~'. ix 

~ulière a e r' SIU. r ne poqrrait satisfaire à la question 

proposée qu'autant qu'elle représenterait l'état. initial du 

solide. Or en faisant t = 0, on trouve n = a sin. i; : sup­

posons donc que les valeurs initiales de u soient exprimées 

en effet par a sin. i;, c'est-à-dire que les températures pri­

mitives des di.fférents points soient proportionnelles 8U1 

sinus des angles compris entre les rayons qui passent par 
.ces points "et celui qui passe par l'origine, le mouvement de 
la chaleur dans' l'intérieur ·de l'anneau sera exactement 

. . l'.. , 
représenté.p~r l'équation .u 1 a e -;;; sin.~, et si l'on a 

~gard il la d~perdition de 1. chaleur par la surface, on 
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1 

-(h+-)'.., 1 trouvera.1J=ae r' sm.", Dans e cas dont il s'agit, 

qui est le plus simple de tOU8 ceux que l'on puisse con­
cevoir, les températures variables conservent leurs rapports 
primitifs, et celle d'un point quelconque diminue comme 
les puissances successives d'une fraction qui est la même 
pour tous les points. 

On remarquera les mêmes propriétés si l'on suppose que 
les températures initiales sont proportionneies au sinlLS du 

double de l'arc ~, et cela ft lieu en général lorsque les tem­

pératures données sont représentées par a sin. i ;, i étant 

un nombre entier quelconque. 

On arrivera aux mêmes conséquences, en prenant pout" 

1 . 1'" dl" -h', va eur partteu tere e u a quanttte a e cos. " x: on 

a aussi 2 n '7r r=!I. i 1'1' et n = ~: donc l'équation 

-A:!:! ix u=ae r" cOS.­, 

exprimera le mouveme~t de la chaleur dans l'intérieur d~ 
l'anneau si les températures initiales sont représentées par 

ir cOS.-· , 
Dans tous ces cas, où les températures données sont pro­

portionnelles aux sinus ou aux cosinus d'un multiple de 

l'arc ~ ~ les rapPorts établis entre ces températures subsis­
. , 
tent continuellement pendant la durée infinie du refroidis-
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sement. Il en serait, de même si les températures initiales 

é . ., 1 r' .;% b ir talent representees pal' a lonctlon a 510. - + cos. _ , , , 
i étant un nombre entier, a et b des coëIDcients quelconques. 

240. 
Venons maintenant au cas général dana lequel les tempé­

ratures initiales o'ont point les rapports que ]'on vient de 
supposer, mais 600t représentées par une fonction quel-

'., conque F.x. Donnons à cette fonction la fonne fi (;:) en sorte 

qu'on ait F x = 'fi (~) , e-t concevons que la fonction f' (~) 
est décompO"sée en une série de sinus ou de cosinus d'arcs 
multiples affectés de coëf6.cients convenables. On pœera 
l'équation 

'0 

a sîn. (0 ~)+ -a,sin.( ~ ~) + a. 'sin . (2;) + etc. 

,G)= (.) 
+h.cos.(o;) + h.cos.(1 ;) +b.COS.(27) + etc. 

Les nombrt"8 a. a, a . . .. b. b, b •. .. sont regardés comme 
connus et calculés d 'avance. Il est visible que la valeur de 
"sera alors représentée par l'équation: 

u=b"+ 

• x 
a,slD,-,: 

r 
b,C05,-,: 

+ 

. r 
a,SID.2-, 

b .. r ,cos."!} -, 

., . " 
+ etc. 

En effet, 10 cette valeur de u satisfera à l'éq'uation 

du. K d " u. 
dt= li' 
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parce qu'elle est la somme de plusieurs' valenrs particu­
lières; 2° elle ne changera point lorsqu'on augmentera la 
distance x d'un multiple quelconque de la circonférence de 
l'anneau; 3° elle satisfera à l'état initial, parce qu'en faisant 
t,=o, on trouvera l'équation Ct). Donc toutes les conditions 
de la question seront remplies, -et il ne restera plus qu'à 

ul . l' -kt 1 d m. tip 1er par e cette va eur e u. 

241. 
A mesure que le temps t augr,nente, chacun des termes 

qui compose la valeur de u devient de plus en plus' petit; le 
systême des températures tend donc continueUement à" se 
confondre avec l'état régulier et constant dans lequel la 
différence de la température ~ a la constante b

G 
est re-., 

présent~ par (a sin. ~ + b cos. ~) e - ~. Ainsi les va-

lenrs particulières que nous avons considérées précédem­
ment, et dont nous composons la valeur générale, tirent 
leur origine de la question elle-même. Chacune d'elles re­
présente un état elémentaire qui peut subsister de· lui-même 
dès qu'o.n le suppose fonné; ces valeurs ont une relation 
naturelle et nécessaire avec les propriétés physiques de 1. 
chaleur. 

Pour déterminer les coëfficients a. al a. a, . .. b. b, b. bl etc. 
on emploiera l'équation (n) art. 234, qui a été démontrée 
dans la dernière section du chapitre précédent. 

L'abscisse totale désignée par X dans cette éq uation sera 
2 'K" r, .x sera l'abscisse variable, et fa: représentera l'état 
initial de l'anneau, les int6grales seront prises .depuis .x=o 
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jusqu'à X=:11r r, on aura donc 

Connaissant ainsi les valeurs de a. a,. a. al ' .• b. b, h, hJ , etc. 
on les substituera dans l'équation, et l'on aura l'équation 
suivante, qui contient la solution complète de la question 

-At C'.fr d 
8in·~f(sin.:;f%dx ) sin. ('J.;)fsin.( 'J.;)fzdx t 

+ 'ffru=e iy z . x+ 

cps.~f( cos.~fxd.%) cos. C~~)foa.C 2 ~)fzdz' 

Toutes les intégrales doivent - être prises depuis 
. " Le·· f(f" .d,,) . JUsqu a x = :1 'ft r. premIer terme , quI 

ur 

:1:=0 

sert à 

former la valeur de '1.1, est . évidemment la température 
moyenne initiale-, c'est-à-dire, celle qu'aurait chaque point 
ai toute la chaleur initiale était également répartie entre 
tous lcs points. 

242. 
On peut appliquer l'équation précédente ( E) , quelle 'l"" 

&Oit la forme de la fonction donnée f.1:. Nous considérerons 
deux cas ' particuliers, savoir: JO celui qui a lieu lorsque 
l'anneau ayant été élevé par l'action d'un foyer 1.. des tempé­
ratures permanentes, on supprime tout·à ·coup le foyer; 
2° le cas où la moitié de l'anneau écbauffée également daus 
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tous ses points serait réunie subitement à l'autre moitié qui 
aurait, dans toutes ses parties, la température initiale o. 

On · a vu précédemment (art. (06) que 1 .. températures 
permancotea ùe l'anneau sont exprimées par l'équàtion 

. .~I 

'V = a (1,% + b« -z, et la qu"antité tI. a pour valeur e-V i l, 

1 est le contour de la section génératrice, et s la surface de 
cette section. Si J'on soppose qu'il y ait un seul foyer, il':ra 

nécessaire que l'on ait l'équation ~;=o au point opposé à 

celui qui est occupé par le foyer. La condition Qa. z_b,,-z '0 

&era donc satisfaite en ce point. Regardons ~ pour plus de 

facilibf dans le calcul, la fraction ;; comme égale à l'unité t 

et prenOQIi le rayon r de l'anneau pour le rayon des tables 

trigonométriques , on aura 1J=ae
z + be-X, donc l'état ini­

tiaI de l'alloeau est représenté par l'équation 

'1.1= e e + e . b -. ( -n+.r 1I'-Z) 

/1 ne reste plus qu'à appliquer l'équation Il"nérale (E), et 
en dé5ignant par M la chaleur moyenne initiale, on aura 

-" M (1 cOS.or -let CO'.::az -2'let cos.3or -3'kt C05. 4. z -.4' lef ) ----e + e ----e + e -etc . . 
. 2 "+1 ::a'+., 3'+1 4'+, 

Cene équation exprime l'état variable d'un anneau 8olide, 
qui, ayant été échauffé paT' un de ses points et élevé li tics 
températures stationnaires, se refroidit dans l'air après la 
ouppre .. ion du foyer. 

35 
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243. 
POUl' faire une oeooru\e application de l'équation géné­

rale (E) nous supposerons que la chaleur initiale est telle­
menl distribuée, qu'une moitié de l'anneau comprise depuis 
x=o jusqu'à X=1t' a dans tous ses points la température 1 

et que l'autre partie a la température o. Il s'agit de déter· 
nijner l'état de l'anneau après un temps écoulé t. 

La fonction fx qui représente l'état initial est telle dans 
ce cas que sa valeur est 1 toutes les fois que la variable est 

comprise entre 0 et 'Ir. Il en résulte que l'on doit supposer 
f x = [ et ne prendre les intégrales que depuis x = 0 

j.usqu'à .x = 'Ir, les autres parties des intégrales sont Dunes 
d'après l'hypothèse. On obtiendra d'abo,-d l'équation sui­
vante qui donne le développement de la fonction proposée 
dont la valeur est 1 depuis x = 0 jusqu'if. x === 'JI; et nulle 
depuis X="n' jusqu'à X=:l1E' 

f • '(. '·3 '·5 •.• ) x=;+" sm.x+ 3sm. x+'5sm. x+"7sm'7x+etc. 

Si maintenant on substitue dans l'équation générale les 
valeurs qu'on vient de trouver pour les coëfficients con­
stants, on aura l'équation 

. . 

1 -ht (1 . -kt 1. 3 -3'kt 1. 5 -S'kt \ i,,"<v=e 4,,+sm.xe + 3: sm. xe . +Ssm. xe +ftC.) i 

qui exprime la lot suivant laqueltf! varie la température à 
chaque point de l'anneau, et fait connaître son état aprè& 
un terme donné, nous nous bornerons aux deux applica­
tions précédentes" et nous ajouterons seulement quelques 
observations sur la solution générale exprimée par l'équa­
tion (E) 
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~44· 
1° Si l'on suppose j in6ni, l'état de l'anneau\sera exprimé 

. . -""ff. d d' . M 1 amSl tt r'lJ = e ;: x x, ou ,eslgnant par a tem-

pérature moyenne iDitiale '»= e -ht M. La température d'un 
point quekonqu.e deviendn subitement ~ale à la tf"mIJél'a­
twe moyenne et les diflërents points conserveront toujours 
des températures égale", œ qu' est une consé'luenee nétes­
saire de l'hypothèse où rOll admet""" cond·u<ibililé intinie. 

~o On aura Le &llêlDe rés.kat si Le· rayOD ,. de l'anneaw. eat 
infiniment petit. 

3° Pour trollver la teupft-atu:re mGytlllte de I""anneau 
ap.'" l'D temp~ e il faut ,..,oo.e l'intégrale f f:r; d:r d.pui~ 

x = 0 jusqu'à:. = ~ 'Ir. r~ et diviser par 2 'Ir r. En intégr~nt 
entre ees liDi:t:es les différen'le$ parties de La' .... a:leur de u., et 

-5Upposant eBSuÎte z; =:1 'Ir r, on tronvera que les valNrs. 
totales des intégrales sont nulles excepté pour le premier 
terme; la température moyenne a donc pour valeur, après 

le temps t, la quantité e-.t t ,M ... Ainsi, la température 
moyenne de l'anneau décrott de la même manière que sila 
conducibilité était infin..ie t les "ariations occasionnées. par la 
propagation de la chaleur dans ce solide nlllfl1lent point 
sur la valeur de cette température. 

Dans les trois cas que nous Tenons de considérer la. tem­
pérature décroît 'proportionnèllemellt aux puissanc{"s de la 

fraction e -Il, QU, ce qui est la mêœe chose" à l'ordonnée, 

d'une courbe logarithmique, l'abscisse ptant égale au temps 
écoulé. Cette loi est connue depuis long-temps, mais il fàut 

35. 
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remarquer qu'elle n'a lieu en gtnéral que si les corps ont 
une petite dimension. L'analyse préeédcute nous apprend 
que si le diaqtètre d'un anneau n'est pas trÈ>s-petit, le refroi­
dissement d'un point détenniné ne serait pas d'abord 
assujéti à cette loi, il n'en est pas de même de la tempé­
rature moyenne qui décroit toujours proportionnellement 
aux ordonnées d'une logarithmique. Au n'ste, il De faut 
point pt'rdre de vue que la section génératrice de l'armille 
est supposée avoir des dimensions assez petites pour que les 
points de [a même section ne diflèrent point sensiblement 
de température. 

4° Si l'on voulait connattre quelle est la quantité de 
chaleur qui s'échappe dans un temps donné par la superficie 
d'une portion donnée de l'anneau) il faudrait employer l'in­
tégrale h If d t f 1,1 d x, et prendre cette intt'grale entre les 
limites qui se rapportent au temps. Par exemple, si l'on 

choisit 0, ~ 'R' pour les limites de x, et 0, ~ pour les li-
. 0 

mitea de t, c'est~à-dire si l'on veut déterminer toute la 
quantité q.e chaleur qu+ s'échappe de la superficie entière 
pendant toute la durée du refroidissement, on doit trouver 
après les intégrations un résultat égal à toute la chaleur 
initiale, ôu 2 'K' r M, M étant la température moyenne 
initiale. 

5° Si l'on veut connaître combien il s'écoule de chaleur 
dans un temps donné, à travers une section déterminée de 

l'anneau, il faudra employer l'intégrale - K S f d t ~:' en 

dv la 1 d ,. . . mettant pour dx va eur e cette loncbon, pnse au pOlOt 

dont il s'agit. 
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245. 
60 La chale,ur ten~. à se distribuer dans l'anneau, suivant 

one loi qui doit être remarq~ée .. Plus le temps écoulé aug­
mente et plus les termes qui .composent la v~leur de ~ dan~ 
réquation (E) deviennent . petits par rapport à ceux qui le~ 
précèdent. Il y a donc une certaine valeu~ de t pour laquelle 
le mouvement. de la chaleur commence ~,être sensiblement 
représenté par.,ljéquati~n 1 ~, ,,'.,; 

. , At 

u=a. + (a,sino; +'b.cos. ~}e-r<' 

Cette même relation eç>ntinue à sUbsister pend~nt la durée 
infinie du refroidissement. Si dans cet état OD choisit deux 
points de l'ann,eau, -situes 1 aux deux extrénntés d'nn même 
diamètre; en représentant par .. et x, leurs distances- res­
pectives à l'origine, par 'V. et 'li, leurs températures colies­
pondantes au temps t~· on aura 

" 
'V. = (ao + (a.siD.~' + b.cos . .r

r
,) e-~) e-lI.t 

" 'V.=(a.+(a.siD.:·+b.cos.~:) e-""'-) e-
ht 

Les sinus des arcs or. et or> ne different que par le signe, et 
r r 

il en est de même des quantités cos. ~ et cos.~; donc r , .r 

-ht 
Ile 

ainsi la demi-somme des températures des points opposée. 

donne une quantité a e~ht qui ·serait encore la même si 
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'l'on avait choisi deux points riblés aux extrémités d'un autre 

diamètre. ,Cette (J:11a~tité a e - A '- est, comme on l'a vu plus 
baut, la valeur de ~a température moyenne après le temps t. 
Dottt la demi,:.sômme d~s tèmpêratur'esd-~s deux points 
oppb~~ 'quelconque9 décrOit continuel~elnent av:ec ta temp~ 
rature moyenne d,e l'anneau, et en représente ra valeur 
sans erreur sensIble, après que le ref~oidissement a duré un 
certain temps. Examinons, plus particutièrement en qu.oi 

consiste ce d",nief-.état qui esl eXl'rin'l' e.r l'équ.ùon 
)', ., c')' • --. " '. , 

".,' 't(l:::::lR(a •. -ir{~!tÏJ;l,~ -4- ~e~.:;) e,-::) &-ht 

,;l ".'. 

:iij,\!1HI tMc~tl·~ )e,poiAtd~1'....,e .... JI"W' ~.L .... 
a.J,o, 'l!>AtlifjAlI .' . , 

• 
• 1.' .;. '.'~" ~~ , : . z ' 'z': .' , 6, 
a, sin. (-) + b. cos. - = o., ou. -=.- arc. t.al1i..(-\ 

r T'" G-,,) 

On voit!fUe '" te/IIp6rature.d~ ce p<>int.est à chaque instant 
la température moyelùle de l'anneau: il en est de même du 
"point dj:!métcate!llent opposé: car l'abscisse x d~ ce denuer 
point satisfénit encO('e à fëquatioa précédente 

z ( 6,) - =an:-.tang. --' 
~ a, 

Désignons par" X la distance à 
points est placé, on a",~ 

laqueUe le premier de ces 

. X 
SIn. -

h;=-. à," ~, 
cos -'­

r 
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et subotitlIIIDt cette valeur d,oe b., 6b ft 
. . '. ~~ -, - . 

11:::: (a. _+~ sit). (;, __ . ~}.1;,.:) ~~h.t ~ . ' 
cOS.­

, r ' .' . " . - , 
Si l'on prenel maintenant pour ongine des abscisses le point 
qui répondait à l'absci.sse X, et que l'" ... d ' ·s"" par ... la 
nouvelle al?~~S8~' X .- ·f',,,P·~ . 'UFfl ·'~:' : (j . ". "" ;1) .'i .. , " 1 .. . 

11=e-~ I~(~~_+b9in~ ;.e ;:} . 
A,l'origine où l'abscisse u es~, 0 et, au point 0eP0sé,la tem­
pérature l' est tQujou.rs égale à la: température ïuoYéri.tle; 
ces deux points ' divIsent ' :1a:\t~rcbhréreIicê de l'â'nneâijl. eri 
deux parti .. donqëtât'êst'p~f~i1 ~ I\\.is de slg'~è ' ~pp~~é ; 
chaque point de l'un~ ' de ' ces l pa:rtî~s ~('une ternpéra:tur~ ' 'q:\.li 
excède la température moyerrne et la q':lantité de , ~~ excès 
est proportionnelle au sinus de la distance à l'origine. 
Chaque poi.nt de l'aut~ partie ,a une. température moindre 
que la température ' inbyer/ttti et 1. différerice est ' la mêrhe 
que l'excès dans le 'point oppnst!. Cétte distribution .ymé~ 
trique de la chaleu~ subsiste 'pendant toute la durée du 
refroidissement. JI s'établit aux deux extrémités de la moitié 
échauffée, deux Rux .de chaleur dirigés vers ,la moitié frojde 
et dont l'effet est de rapprocher çontinueri~ment l'une ~ 
l'autre moitié de l'armille de"la température mOY,enne. . 

246. ' ... 

On remarquer. maintenant que dans l'équation générale 
qui donne l~ valeur de ~ chacun des termes est de la forme . " .' , , . 

( 

. . .. J l ' " . 

al sin. 'i;' + h, cos. i;) e"-* '-;v'~ ' .. . 



• 
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QO pourra donc tirer, par rapport à chaque terme., des 
conséquences analogues aux précédentes. En effet, désiw 
gnant par X !a dista,,:cè pour laquelle le coëfficient . 

. .z b . z a,Sln.l-+ .. COS.l-. , , 
. , 

uI 1,,· b .x est n , onanra equatlOn i = .- ai tango l -;, et cette 

substitution donne, pour la ".Ieur dU coëfficient, 

. . ('" -.JI.) asln.l. -,- , 

a 6iant llne "c~nstaritf!. Il suit de' là qu'en prenant pour 

l'or'j;i'.\~,A'" co~rd9~n~~s.le poin~ .d.~nt l'abscisse était X, 
~t dé~ignant par u la nou:v~l1e abs~iss:~,.21-?" .on aura pour 
~j~l?r.l,ip~, les change~~~ts d~ cette. l>~rtie da la v~leur, de 'V 

, 1 t 

t:i"fonetfori"a e~ht sin: ~ e -p. , 
. . , 

Si cette 1 mê~ partie d~ la ,valeQr de .'V subsistait seule 
en ,sorte q1l:e les coëfficienu d«:; toutes les ~utres fU&5ent llu1s, 
l~~~at d~: r~nneau serait repre.senté par la fonction 

~ht "':"i"~. (.") ".e .e r~S1D •. J.; 

et la teJl1pératU~ de chaque point se1'3it proportionnelle au 
sinus du inultiple ;, de la distance <le ce point à l'origine. 
Cet état est analogue à celui que nous avons décrit précé­
demment, il en cliffere en ce que le nombre des points qui 
ont une même température toujours égale à la température 
moyenne de l'anneau n'est pas seulement 2, mais en gé_ral 
égal à 2 i. Chacun ~e ~ points ou nœuds - sépare deux 
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portiona contiguës de l'anneau qui sont dans un état sem­
blable, mais de signe opposé. La circonférence se- trouve 
ainsi divisée en plll5ieurs partie. égales dont l'état est alter­
nativement positif ou négatif. Le Hux de la chaleur est le 
plus grand poosible d.na les nœuds, il se dirige toujoura 
vers la portion qui est dan. l'état négatif, et il e.t nul dana 
le point qui .. t à égale distance de deux nœuds consécutilio. 
Le. rapports qui existent alors entre le. températures se 
conservent pendant toute la durée du refroidissement, et 
ceS températures varient ensemble très~rapidement propor .. 
tionnellement aux puiasances sucœsaives de la fraction 

-4 -;~ 
6 e ,.0. 

Si l'on donne successivement à i les valeurs 0, [, 2, 3, 4, etc. 
on connaitra tOU8 les états réguliers. et e1émentaires que la 
chaleur peut affecter pendant qu'elle se propage dans un 
anneau solide. Lorsqu'un de ces modes simples est 'une fois 
établi, il se conserve de lui~même; et les raplJort.3 qui existaie~t 
entre les températures ne changent point; mais quels que 
soient ces rapports primitifs et de quelque manière que 
l'anneau ait été échauffé; le mouvement de la chaleur se 
décompose de lui-même en plusieurs mouvements simples, 
pareils à ceux que nous Tenons de décrire, et qui s'accom­
plissent tous à-la-fois sans se troubler. Dans chacun de ces 
états la température est proportionnelle au sinus d'un cer­
tain multiple de la distance à un point fixe. La somme de 
toutes ces températures partielles, prises pour un seul point 
dans un même instant, est la température actuelle de ce 
point. Or, les parties qui compo~nt cette SOPlme décrois-

36 
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sent beaawup plus rapidfllletlt 1 .. uoès que les autres. Il 
en·résulte que .ces états élémetlSal:l"e, de l'anneau quî cotres­
pondent aux difTér";'\eS valeurs de i;,etdon~ 1. superposition 
dëte<mmelelnoolvtimmt total de 1. chaJeur, ru..paraioaent en 
quelque sorte 1.. lID. opre. 1.. autres. Ils .,...ent hientôt 
d'avoir une .irliluellCc ~ensibie ' sur la valenr cie la ,t~mpéra .. 
ture, et laissent subsister -senIle premier d'cntre eux pour 
lequrll. v.l~a.de zl.,.d .... oiodre ·de toutes. On · ... fOrmml 

de cette 'maiiière une :idée'dade de ta loi snÎ'!'ant .lacpaeue 
lac~.tour '" di .. ribue·d .......... . lIJ'lIlille,ft se dissipe par sa 
surface. L'état ' de l'armille devieut de plus en plus symé­
trique j il ne tarde poin.,.à 5e confondre avec celui vers 
lequel il a une tendance naturelle, et qui consiste en Cc que 
les températures des . difTér~nts points doj'vent être propor .. 
tiolln cls aU:lt ' sillUs d~uri_ mê~e m~ltjple de l'ure qu:i' mes'ure 
la . distance à r~rjgirif!; ,La disposition" inÎtiale n'apporte 
~ucurÏ ëharlgeme"ni~ "cëS".'rësul'tats. ' " ", "" i " ," '' " ,' " 

,. SiCTION Ir. 
" , '. , 

De ?a " comm~icanoi; de" la chaleûr ""entre des masses 
'1 ' "" " ' "r ," li ,, " r, -. 1", : " 

" " . 
. ' ., 

""Nous' avons" maintenant à' fairé remarqu~r :la conformité 
de l'.iialysc 'prél:\ldènteavec delle que l'on doit emproyer 
pour "" determ~n"e"r lles' lois 'de fa pr(lpagation de la 'ch"ale'nr 
entré ' "qes InaSSeS "disjointes ;: nous arriverons ainsi à "une 
seconde solution de la "qu"eStion â1.(rn6uv"cment de la chaleur 
dans \l'ne" armillé'." 'La comparaiso'o·;de deux r~s-ultats fera 
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connaître les véritables (oBdements: de la méthode que nous 
avons suivie, pour intégrer les équati.ons de la propagation 
de la chalellf d8.llB les .corps contioqs. N op.$ examiJjer.ons en 
premier lieu un cas: 6~trinlerneflt s,iIqple, .q1l.i est celui de 'la 
communication de la chaleur entre deu1( DlM~_ t)ga~ 

Supposon.s que de"", o\ .... ~ ~.-biq"'sm et." d'égale 
dim.en5ion et de même matière soient iBétJalem~ntJ~cbauffées; 
que leurs températures-,respecti't'es. soient Q el b, et qu'elles 
soient d'une eondu:cibi~ infinie. Si l'pn :~ttait c,es deux 
corps en contact, la température deviendrait. subitement 
égale dans l'une et l'autre à la températUre moyenne ~ (a+b). 
Supposons que les den" n;>asses'·.oientoétJar .... par un·très­
petit intervalle, qu'une tra'nche infiniment petite du premier 
corps s'en détache ponr Se joindre au se.cond, et qu'elle 
retourne au premier immédiatement après le contact. En 
continuant ainsi de' se pOrter' altel'Inativemèilt, et dans des 
temps égaux et infiniment petits, de l'une des masses à 
l'autre, la tranche interpos.ée fait passer successivement la 
chaleur du corps le plus'éch~ufTé dans celui qni l'est moins; 
il s'agit de déterminer qnelle serait, après un temps' donué, 
lA température, de chaque corps, s'ils ne perdaient par leur­
surfa(:e .~cune partie, de ·la, ch~leur _qu'ils contiennent. On 
ne s~ppose point que la transmi.:.sion de la chaleur dans les 
corps splides continus, s'opère d;une manière seinblable à 
celle qüe l'on 'vient de décrire: on veifl"seuIcment déter­
miner par le calcul I.J tésultat d'uue telle hypothèse. 

Chacune "des.. deux, masses jouissa~lt d'une condncibilité 
parfaite, ]a quantité de çhaleur contenue d'Jus la tr~nche 
infiniment petite, s'ajoute snbitement à.celle du corps avec 
lequel elle est en contact; ct il en résulte uue température 

36, 



, ~84 THÉORIE DE LA CHALEUR. 

commune égale au quotient de la somme des quantités de 
chaleur par la somme des masses. Soit '" la masse de la 
tranche infiniment petite qui se sépare du corps le phu 
échauffé dont la température est a,. soient ct et ~ les tem­
pératures variables qui correspondent au temps t, et qui 
ont pour valeurs initiales a et b. Lorsque la trancbe (It se 
sépare de la masse m qûi devient m - w, elle a comme cette 
masse la température ct, et dès qu'elle touche le second 
corps affecté de la température ~,elle prend en même temps 

l ' , '1 ,m~+u La h que w une temperature ega e a m + w' tranc e lit re-

tenant cette ,dernière ,température, retourne au premier 
corps dont la masse est m - CIl et la température IX. On trou­
vera donc pour la température après le second contac1 

Il (rn-CIl) + (m~+«",) CIl IIm+~w 
_____ -:::-'-"'m:.+!.-:M:...::_ ou - . m+" m 

Les températures variahles • et ~ deviennent, après l'in­

stant d t, IX + (a. -~) ~ et ~ + (II-~)~; on trouve m m 

ces valeurs en supprimant les puiseances supérieures de fit. 

On. ainsi d .=-. (. - ~) ~ et d~ = (.-~) :; lamasse 

qui avait la température initiale ~ a reçu, dans un instant, 
une quantité de chaleur égale à m d ~ ou (. - ~ )w, laqueUe 
a été perdue dans le même temps par la première masse. 
On voit par-Ià que la quantité de chaleur qui passe en un 
instant du corps plus échauffé dans celui qui l'est moins, 
est, toutes choses d'ailleurs égales, proportionnelle à la 
différence actuelle des températures de ces deux corps. Le 
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tempA étant divisé en intervalles égaux, la quantité infini­
ment petite 6t pourra être remplacée par Ir. d t J Ir. étant le 
nombre des unités de muse dont la somme contient Cd au­
tant de fois que l'unité de temps contient dt, en sorte que 

l , K '0 b' "1' . on a w = dt' n 0 bent alDSI es equabons 

d.=-(.-~) K dt et de d ~=(.-~)!: dl. m m 

248. 
Si l'on attribuait une plus grande valeur au volume w qui 

sert, pour ainsi dire, à puiser la chaleur de l'un des corps 
pour la porter à l'autre, la transmission serait plus p'r~mpte; 
il faudrait, pourellprimer cette condition augmenter dans 
la même raison la valeur de K qui entre dans les équations. 
On pourrait aussi conserver la valeur, de Coll et~ supposer que 
cette tranche accomplit dans un temps donné un plus grand 
nombre d'oscillations, ce qui serait encore indiqué par une 
plus grande valeur de K. Ainsi ce coëfficien't représente en' 
quelque Borte la vltesae de la tranamission, ou la làcilité 
avec laquelle la cbaleur p"'" de l'un dea corps dans l'autre, 
c'est-l-dire leur conducibilité réciproque. 

~9· 
En ajoutant lea deux équations précédentes, on a 

d CI + d ~ = 0, et si l'on retranche rune des équtions de 

l'autre, on a d.-d~ +" (.-~)!: dt=o, et, faisaot 
m 

.-~=:r, d:r+"!::r dt=o. Intégrant et déterminant 
m 

la constante par la condition que la valeur initiale soit 
~ 

,,- b, on a:r= (a- b) e-'; '. La différence:r des tem· 
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pératures . diminue donc comme l'ordonnée d'une loga­
rithmique, ou comme les puissances successives de la frac-

~ 

tion e - 2;;;. On a pour les valeurs de Cl et ~ 

~ ~ 
, , -.-, '( h) '( -'-, o=-(a+h)--(a-h)e m ,~=- a+ +- a-h)e -
2 2 2 2 

.50. 
On suppose, dans le cas qui précède, que la masse infi­

niment petite ld 1 au moyen ~e laqueIJe s'opère la transmis­
sion, est toujours la même partie de l'unité de masse, ou, 
ce qui est la même chose, que le coëfficient K qui mesure 
la conducibilité réciproque est une quantité constante. Pour 
rendre la recherche dont il s'agit plus générale, il faudrait 
considérer le coëfficient K comme une fonction de deux 
températures actuelles Il et ~. On aurait alors les deux 

équation. d 0=- (o-~) Il. d t, et d ~ =(o-~)! dt, 
m m 

dans lesquelles K serait égal à la fonction da 0 et ~, que 
nOD' désignons par f (0, H Il ...... facile de OOMla/tre la loi 
que suivent les temp~ratures variables Cl el. ~ lorsqu'elles 
approchent e~trêmement de leur dernier état. Soit y URe 

nouvelle indéterminée égale à ]a différence entre" a. et la 
dernière v.leut' qui est ~. ( a + b) on c: Soit ,J; une seconde 
indéterminée égale à la différence c -~. On 6ubstitueta au 
lieu de a., et ~ leurs valeurs c -y et C-Z; et, comme il 
s'agit de trouver les valeurs dey et de z, lorsqu'on les sup· 
pose très- petites, on nc doit retenir dans les résultats d~ 
substitu~ions que la première puissance de y et de z. On 
trouvera dOlIC les deux équations 
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-dy=-' (z-y)~, {c-y; c-z)dt et-dz=~(Z-' Yh(~-, y, c-.) dt, 

en dé"feloppant les quantités qui sont sous le· signe 'F et 
omettant les puissances supérieures de y et de z. Oh trou ... 

veTa dy_(.-y)~, ~.dt et d.=-(._y) ~ ~.dt, La quan-

tité 11 étant constante', il s'ensuit que le~ équa'tions p'~é~,ci: 
dentes donneront pour la valeur de la d\ffél'ence z-y" ,un 
résultat semblable à celui que l'on a trouvé plus haut 'pour 
la valeur de œ'-~, 

On en conclut que si le eoëfficient K, que l'on anit 
d'abord supposé constant '. était représenté par une fonction 
quelconque des températures variables'l les derniers chan:.­
gements qu'épro~Y'ent ces températures ,pendant un temp$ 
infini, seraient encore" assujëties à 'la même Iloi que si, la 
conducibilité réciproque était c~nsrante.: Il- s"agit actuel1è-­

n1~nt oe 'détermined~s 'lois clel'propagation de'l. chal<ur 
dans un nombre indéfini de :masses égales 'qui' ont actueUe-

. ment des temp~râ.turèS différentes. ". 
251, 

On suppt)se que des masseS prismatiques en nombre n, et 
dont chacune est égale à m, sont rangées sur une même ligne 
droite, et affectées de températtue& différenteS,a, h, c~ d,etc.; 
que des tranches jnfini~~p.t petites.qui ont cl,lacune la ma::lse 
hl se séparent de ces différents corps e~cepté du dernier, et 
se portent en même temps du premier au second, du second 
an tr6i&iHne, dll troisième au- quatrième~ iinsi de ,suire; 
qtLaussitôt apre. 1. ,ccxitioot œo tuê .... trlinche. Tetourn~ 
aux masses dont elIts /J'étaient séparées-; ce double meuve· 
ment ayant lieu. autant· de fois qu'il y a d'instants infiniment 

• 
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petits dt; on demande à quelle loi sont assujétis les chan­
gements de température. 

Soient " ~,n L .. ; les valeurs variables qui correspon~ 
dent au même temps t, et qui ont succédé aux valeurs 
initiales a, b, c, d, etc. Lorsque les tranches c.. se seront 

séparées des n- 1 premières masses, et mises en contact 
avec les masses voisines, il est aisé de voir que les tempé­
TatQres seront devenues 

.. (rn-II» ~(m-61)+cr.61 x(m-CtI)+~w a-(m-w)+ytt .... ;m++ .. 
"' ~, m '". PPJ m+_ 

Lorsque les tranches toi seront revenues à leurs premières 
plaœs, on trouvera les valeurs des nouvelles températures 
en suivant la même règle qui consiste à diviser la somme 
des quantités de chaleur par la somme des masses, et l'on 
aUfa pour les valeurs de or:, ~, "t, ~, etc. après l'instant dt 

. ( ~ (--).. -.. . .- .-~)-, ~+ '-~-~-T -, T+(~-T-,r)-' .. +(~-W'-· PPJ . ' "' ,. fil} nt 

le coëfficient de ~ est la différence de deU1 différences con-
'" sécutives prises dans la suite œ, ~,l"" +,;. Quant au premier 

et au dernier coëfficient de ~ ils peuvent être considérés 
'" 

aussi comme des différences du second ordre. Il suffit de 
supposer que le terme. est précédé d'un terme égal à œ, et 
que le terme c;j est suivi d'un terme égal à ë;. On aura donc, 
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en substituant, comme précédemment k d t à (d, les équa­
tions suivantes: 

d.= ~ dt((~-.)-(.-.)) 

d~=~dt((y-. ~)-(~-.) 

d~=~ dt((~-y)-(y-~)) 
! 

d~=! dt ((~-~)-(~-~) 
,5,. 

Pour ïntégrer ces équations, on fera, suivant la méthode 
connue, 

a eh Q-a e" -a e" -a e'" h a a a a . «=. ,.,-, y- 3 ••• w_ Q , , " >, 3, . , 

étant des quantités constantes qu'il faudra détenniner. Le. 
substitutions étant faites, on aura les équations suivilntes : 

a. h=!:.Ca,-a.) 
m 

-
a, h=~ (Ca,-a.)-Ca,-a.)) 

a, h =~ (Ca.-a,)-Ca,-a.)) 

~. h = ~ (Ca.+.-a.)-Ca.-a.-.)) 

Si l'on regarde a. comme une quantité connue, on trouvera 
l'expression de a. en a, et h, puis celle de aJ en a. et hl 

37 
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il en est de même de toutes les autres indéterminées a,as, etc. 
La première et la dernière équations peuvent être écrites 
sous cette forme 

a,h=~ ((a.-a,)-(a.-a.) ] 

et a. h = ~ ((a.+,-a.)-(a.-a._.) ] 

en retenant ces deux conditions a.=a, et G.=a .. +., la 
valeur de a. conJ;iendra la première puissance de h, la valeur 
de al contiendra la seconde puissance de h, ainsi de suite 
jusqu'à a.,+. qui contiendra la puissance n-- de h. Cela 
posé, a.,+. devlWot être égal à lt." on aura, pour déter­
miner h, une équation du n;~· degré, et a demeurera indé­
terminé. 

Il suit de là que r on pourra trouver pour h un nombre n 

de V'Euro, et quo d'.près 1. Darure dea équations lioéaireo 
la valeul' générale de ta sera composée d'un nombre n de 
ter~e.s, en sorte que les q.-ntités (ft ~, y, etc. seront déter­
minées au moyen des équations 

bt h' t b"t 
CI=a,e +a,'e +4,-" + etc. 

ht h' t b'c 
~===;:a.e +a.,.'e +a"e + etc. 

ht b't hOt 
r=a] e + a]' e + a]' ~ + etc. , 

ht ,h't r h8
t 

w=a"e +a. e + a., e + etc. 

les valeurs h h' h~ , etc. sont en nombre n et égales aux n 
racines de l'équation algébrique du n ... • degré en h, qui 
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a, comme on le verra pIns baS.,. toute&. &eS racines réel1e6. 
Les coëfficients de la première équation a, a,.' a,- a:", etc. 
sont arbitraires; quant aux coëfficients des lignes inférieures, 
ils &Ont déterminés par un nombre n de systèmes d'équa ... 
tions """"'lable. aux équations précéda .... U a'agit main-
tenant de former. ces équations. . 

253. 

EcrivaDt la lettre q au lieu de \"', on aura tes équations 

suivantes ~ 

fl.=a. 
a.=a. 
a.=a. (q+2)-a. 
a,=a. (q+ ,)-a, 

ar+,=a.(q+2)-a, 

• 

On voit que C... quantités appartiennent à une série 
récurrente dont 1'~\Ie de relation a 1.. deu.. termes 
( q + 2) et -' .. On pOUtTa donc exp""""" le terme soi""".l 
a. par l'équation a.=Asin. mu + Bsin. m-I U, en déter-­
minant convenablement les 'quantités A, B et u. On trouvera 
d'abord A et B, en supposant TU égal à 0 et ensuite égal à 
1, ce qui donne a.=;Bsin. u ,et a.=Asin. u, et parconsé-

quent a. = a, sin. mil - ../!..!- sin. m 1 u. En substituant .m." 
ensuite les valeurs de a. a._. a._., etc. clans l'équation 
générale 4.=4._1 ( q + 2) - 4._a; .on trouvera 

.io.mu=(g + ·.).siu.(m-I)u-sio (m-,).u, 

37' 
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en comparant cette équation à celle':ci 

sin.mU=2cos.usin.m 1 u-sm.m-2U, 

qui exprime une-propriété connue de sinus d'arcs croissants 
en progression arithmétique~ on en conclut q + 2.=cos. a, 
ou q = - 2 sin". vers. u,. il ne reste plus qu'à déterminer 
la valeur de l'arc u. 

La vale"ur générale de a", étant 

..:::- (sin. mu - sin. m - 1 u) 
S1O.U 

• on aura, pour satisfa~re à la condition a.+. = tl .. , l'équation 

sin. n + i u - sin. u= sin. nu - sin.n=-I u, 

d'où l'on tire sin. nu = 0, ou u = i!:, 1t' étant la demi-cir-
n 

conféreoce et i un nombre entier quelconque, tel que 
0, l, 2, 3, 4 .... n- 1 ; on en peut déduire les n valeurs de 

q ou 11;:. Ainsi toutes les racines de l'équation en h, qui 

donnent les valeurs de h h' h" h'" sont réelles négatives et 
fournies par les équations: 

h=-~~sin. V (o~) 

" k. V ,~=-2-sm. 

"' 
h' k • V =-.2- sm. m 

(n-,) k. (- ~) Tt =-.2 msm. V n-I~ 

Supposons donc qu'on -ait divisé la demi-circonférence: 1;" 



CHAPITRE IV. 

en un nombre n de parties égales, et que l'on prenne pour 
former l'arc u un. nombre entier i de ces parties, i étant 
moindre que n, on satisfera aux équations diffërentielles 
en choisissant pour lJ. une quantité quelconque, et faisant 

(
sin.ll-sin,ou) -2 ~tsin.VIt 

lI=a, . e'" sm.lt _ 

(
Sin.2u-sin,lu) -2~tsin.Vll 

l:I:=a . e" 
1"" • Sln.l' 

(
sin.3u-sin.!lu) -2 ~tsin. V" 

r = ni sin." e III • 

. . -- .. 
(
Sln,nu-sm.n-IU) -:II-tSIn.VIt 

w=a, . e '" 
sm, " 

Comme ~l Y a un nombre n d'arcs. différents que l'on 

cl . ~ ~ ~ --n 
Peut pren Te pour u, saVOlT 0 -, 1 -,2- ... n-l -. Il ya 

n 11 Il n 

aussi un nombre n· de systêmes de valeurs particulières 
pour Il, ~, 'h t, etc. et les valeurs générales de ces vm:iables 
sont les sommes des valeurs particulières. 

254. 
On voit d'abord que si l'arc u est nul, les quantités qui 

nl'qltiplient a, dans les valeurs de t:t., ~, r, ct, etc. deviennent 
, 1 • l' ., sin.u-sin.ou 1 toutes ega es a umte, car . a pour va eur 1 

sm.u 

lorsque l'arc 11, est nul; et il en est de même des quantités 
qui se trouvent dans les équations suivantes: On conclut de 
là qu'il doit entrer dans les valeurs générales de a:,~, r, ct ... ", 
des termes constants. 
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De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulières cor­
respondantes de _, ~,T'" etc. , on aura 

• 1 • 
sm.nu -2-rSID.VUj 

cc + ~ + T+~'" etc. = a.-.-· e • 
.510." 

équation dont le second membre se réduit à 0 toutes It$ 
fois que l'arc u n'est pas oùl j mais dans ce cas on trouvera 

1 1 d .in."" 0 d . • 1 "pour a va eur e '- .--. fi a one eu genera 
SIU. U 

a:+~+T+a-+ . . . etc.=na,; 

or les valeurs initiales des variables étant a, b, C, d ... etc., 
il est nécessaire que l'on ait JI, a. = a + h + c + d + etc.; il 
en résulte que le tenne constant qui doit entrer dans chacune 
de. valeurs général .. de 

. ',~,T,l ... ~est~(a+b+c+d+etc.), 

c'est-i-dire, la température moyenne entre toutes les temp6-
ratures initiales. 

Quant aux valeurs générales de ., ~ 1"f ' •• Co), elles sont ex­
primées par les équations suivantes: 

• (h te) ' C"tÏu. U-Sin..Ofl) -S!.t.siD. V .• • =- a+ +c+e . +a. . e '" n . .ln. M 

.' , • • ft. V • 
b sm." -'In. o." -2 - t$ID • • U + . . . ..1 e 1ft sin. u 

. •. • 1 . V. . sm.u -sm. o." -1I-tsm..U t +C. . e.. +e c. 
laD. " 
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. . , . 

~=..!... (a + b +c+ etc.) +a, (sID.:I: ~-lIln·.)e -~;;;t SID. VU . _. 
b (Sin.2U'-sin.u') -2~tsiD.VU' + . . , e m 

Sin. Il 

( SiD.2u~-sin.u~) -2!....tsiD.VU~ 
+C, sin.u~ e m + etc. 

• 1 ( +b+ + t) (sin.3u-sin.") -2!..t:;i.n.Vu 0=- ace c. +a. . e m 
Il IIln.U 

b 
sin. 3 u' - sin. 2. u' - :;aitsin. Vu· +. . , e ln 

SID. Il 

sin.3u·-sin.3u· Ir. V. 
. -2-t5m. Il + C, SW. u· e Tf1 + etc . 

. . - "', 1 ( b et·) sm."K-SID.n-I.U -::a-tsm.V" 111=- a+ +C+ c. +a. . e If! 
n sin. " 

. , . --, ,. V' 
.l. ,m.llu -510.11- I.U -2-tsm. " 

+ ". . , e", 
SiD.U 

• 
Pour déterminer les constantes a, hl c, d"" etc., il faut 

considérer l'état initial du systême. En effet, lorsque le 
temps est nul les valeurs de a:, ~,r, l ... etc., doivent être 
égales à a, b, C, d etc.; on aura donc n équations semblables 
pour déterminer les n constantes. Les quantités 

sin. u-sio.ou, sin.2u-sio,u, sin. 3u-sin. 2U, ••. 

ain. nu-sin. n,.-I,U, 
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peuvent être indiquées de Cette manière, 

.â sin. 0 u, ~\ sin. u, à sin:!lu 1 agio. 3u, à sin 4 u ... .6. sin. n=ï ll~' 
les équations propres à déterminer les constantes sont, en 
représentant par c la température moyenne initiale, 

a=c + a. + b. +C, + etc. 

b 
à sin. II. b â sin. 14' A si n. u~ 

=c+a,. + •. , +C, .• + etc. 
SIn. II. SID. u· ~m. u 

. Asio.'J.u b Asin. :lIu' "'sin.su· 
c=c+ a. . + . . , +C, ... + etc. 

. sm, ". sm. II. 'Ill. li 

d 
Asin.3u b ~5in . 3u' 6,in.3u· 

=c + a,. + • . , +c, . +elc. sin. Ii ~tn. U liln. U 

etc. 

Les quantités a, b, C, d. et c étant déterminées par ces 
équations, on connaît entièrement lea valeurs de6 variabJea 
te, ~, r, t.\. (al. 

On peut effectuer en général l'élimination des inconnues 
dans ces équations, et déterminer les valeurs des quantités 
a. b, c. d, etc., même lorique le nombre des équations e.st 
infini; on emploiera ce procédé d'élimination dans les articles 
suivants: • 

2.56. 
En examinant les équations qui donnent les valeurs gé-­

néralt's des variables (1, ~, y • •• fol, on voit que le temps 
l Vqlant à augmenter les termes qui se succèdent dans la 
valeur de chaque variable décroissent très.inégalemeot: car 
Jal d /.,. r 
es v curs eu, u, U, u , etc. etant 

N ~ 3 ~ • 1.-,2.. - , .• -, 4. ,-., etc., 
'L " 
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les exposants sin. V u, sin. V u',sin. V u", sin. V u"', etc. devien­
nent de plus en plus grands. Si l'on suppose que le temps test 
infini, le premier terme de chaque valeur subsiste seul, et 
la température de chacune des masses devient égale à la 

température moy~nne ; (a + h + c +' ... etc.). Lorsque le 

temps t augmente continuellement chacun des termes de la 
valeur d'une des variables, diminue proportionnellement 
aux puissances ·successives d'une fraction qui est, pour le 

• . V cl -2- sm. U l' ., secon terme e m , pour e trOlsleme terme •.... 

• . V ' e -!l ;n"m. u, ainsi de suite. La plus grande de ces frac-

tions étant celle qui répond à la moindre des valeurs de u, 
il s'ensuit que, pour conriaitre la loi que suivent les der­
iIiers changements de température, on ne doit considérer 
que les deux premiers tennes: cal' tous les autres devien­
nent incomparablement plus petits à mesure que le temps t 
augmente. Les dernières variations de température a:,~, y, B. 
etc., sont donc exprimées par les équations suivantes: 

'( b d te) (lin.u-sin.o.U) -3!tsin. V.u a:=- a+ +c+ , e . +a, ' e m 
" SID." • 

'( bd) (Sin,.2u-ain.u) -3!.tsin.V,u 
~=- a+ +c+ ,etc. +a. --,' e If! 

" Sin." 

'( bd) (sin.3u-sin,3U)' -3 l tsin.V,M 
T=- a+ +.c+ ,etc. +a. . e m n Sin. U 

etc. 

,.57' 
Si l'on divise la demi-circonférence.. en un nombre n de 

parties égales, et qu'ayaut abaissé les sinus, on prenne les 
38 
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différences entre deux sinus consécutifs; ces n différences. 
. , 

seront proportionnelles aux coëfficientadee ~ ~;; lsin. V u ou 

aux seconds termes des valeurs de c,~, r ... N. C'est pourquoi 
les dernières valeurs de ~, ~,.t· " w sont telles que les diffé­
rences entre ces températures finales et la température 

moyenne initiale ~ (a + b + c + etc.) sont toujours propor­

tionnelles aux différences des sinus consécutifs. De quelque 
manière que les masses aient d'abord été échauffées, la dis­
tribution de ra chaleur s'opère à la tin suivant une loi con~ 
stante. Si l'on mesurait les températures dans les derniers 
instants, où elles ditlerent peu de la température moyenne, 
on observer dît que la diITérence entre la température d'une 
masse quelconque et cette température moyenne, décroît 
continuellement comme les puissances successives de la 
même fraction; et, en comparant entre elles les températures 
des diflërentes masses prises pour un même instant, on ver­
rait que ces différences entre les températures actuelles et 
la température moyenne, sont proportionnelles aux diffé­
rences des sinus consécutifs, la demi-circonférence étant 
divisée en un nombre n de parties égalés. 

258. 
Si l'ou suppose que les masses qui se communiqueJJt la 

chaleur sont e~ nombre infini, on trouve pour l'arc u une 
valeur infiniment petite; alors les différences des sinus COD· 

sécutifs, prises dans le cercle, sont proportionnelles aux 

cosinus des arcs cor~spondants: car =';::0::.. ,::"':,,::"--:,;. ',,;n:;:.,.:,::"_..:.,.: . .::" 
Sin." 

équivaut à cos. mu, lorsque l'arc u est infiniment petit. 
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Dans ce cas, les quantités dont les températures prises au 
mème inatant, ditlèrent de la tempél'atur.e moyenne à la- . 
qu.elle eUes doivent toutes parvenir, sont proportionnelles 
au,I COiiDU8 qui correspondent aux différents PQints de la 
circonférence divi>ée en IUle infinité de partie. égale •. Si 1.,. 
'muses 'qui se transmettent la chaleur sont situées à distances 
égales les unes des autres sur le périmètre de la demi-cir­
conférence 1';, le cosinus de l'arc à l'extrémité duquel une 
masse quelconque est placée, t::st la mesure de la quantité 
dont la température de cette masse ditrere encore de la tem­
pérature moyenne. Ainsi le corps placé au milieu de tous les 
autres est celui qui parvient le plus promptement à cette 
température z;ooyenne; ceux qui se trouvent situés d'un 
même côté du milieu on! toUi une température excédeQte" 
et qui sW"pa&6e d'autant plm la. températl1:re moyenne, qu'ils 
sont plus éloignés du milieu; les corps qui sont placés de 
l'autre côté, ont tous une température moindre que la tem­
pérature moyenne, et ils s'en ~al'tent autant que ceux du 
côté opposé, mais dans un Sens contraire. EnSI) ces diffé­
rences, soit PQsitiYe5, soit négatives., décroissent toutes t'n 
même temps, et proportionnellement aux puissanct's succes­
sives de la même fraction; en sorte qu'elles ne cessent pas 
d'être représentées aU même instan.t par les. valeurs des 
cosinus d'une même demi - circonférence. Telle est en gé­
néral,et si l'on en excepte lei cas singulien, ~a loi à laquelle 
sont assujéties les dernières températures. L'état initial du 
systême ne change point ces ~ésultats. Nous allons pré5en­
tement traiter une troisième question du même genre que 
les précédentes, et dont la solution nous fournira plusieurs 
remarques utiles. 

, 38. 
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.59' 
On suppose un nombre n de masses prismatiques égales, 

placées à des distances égales sur la circonférence d'un cer­
cle. Tous ces corps qui jouissent d'une conducibilité par. 
faite, ont actuellement des températures connues, diffé­
rentes pour chacun d'eux j ils ne laissent échapper à leur 
surface aucune partie de la chaleur qu'ils contiennent; une 
tranche in6niment mince se sépare de la première masse 
pour se réunir à la seconde, qui est placée veT'S la droite; 
dans le même temps une tranche parelèle se sépare de la 
seconde masse en se portant de gauche à droite, et se joint 
à la trojsième; il en est de même de toutes les autres masses, 
de chacune desquelles une tranche infiniment mince se sépare 
au même instant, et se joint à la masse suivante. Enfin; les 
mêmes tranches reviennent immédiatement après, et se reu­
nissent aux' corps dont elles aVllient été détachées. On sup~ 
pose que la chaleur se propage entre les masses an moyen 
de ces mouvements altematifs,qui s'accomplissent deux fois 
pendant chaque instant d'une égale durée; il s'agit de trouver 
suivant quelle loi les températures varient, c'est-à-dire que, 
les valeurs initiales des températures étant données, il faut 
connaître après un temps quelconque la nouvelle température 
de chacune des masses. 

On désignera par aJa,al"' . ai' .. a. les températures ini­
tiales dont les valeurs SQnt arbitraires, et par 1%,1%,1%3 .... a •••• «. 

les valeurs de ces mêmes températures aprÈ>s le temps écoulé 
t. Il est visible que chacune des quantités « est une fonction 
du temps t et de toutes les valeurs initiales a. a, al' •• a,.: ce 
~ont ces fonctions qu'il s'agit de déterminer. 
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,,60. 
,On représentera par w la masse infiniment 'petite de-la 

tranche qui se porte d't1I1 corps,à'I'autre;:On relll3.rque"J'a' en 
premier lieu que lorsque' les- tranches- ont été siparées des 
masses dont elles faisaient partie, et'mDes,-respettivement 
en contact avec les masses placées vers ta droite,' les quan­
tités de chaleur contenue dans les différents corps sOot; 

(m-w) «,+11:) (1., (m-CoI) Œ, +w Œ., (m-w) III +~ «,.: .. , (m---:I10))«.+W«.._. 

en divi~nt chacune de ces qmintités de chaleur par la 
masse m, on aura pour les no.uvelles valeurs des tempéra­
tures 

ct .. + ~ (a.;_. -11..) et Œ.. + ~ (11.._ 1-«.); m . m 

c'est-à-dire que, pour trouver le nouvel état de la tempéra­
ture après le premier contact, il faut ajouter à la valeur 

qu'elle avait auparavant le produit de : par l'excès de la 

température du.<:orpodont 1. t.:lnche S'l'$t Mpar.01>,s"r"l"'lle 
du corps auquel s'est jointe. On trollvera, :Pf\r l~ mêlJl4 
règle, que les températures, Après le second contact, sont . . \ 

", + - (". - ",) + - (", - ",) m m 

'. 
Il, + ~ (Il, - Il,) +.!.. (Il) -",) m m 

. .. ) 
1:. + - (Il,,_,-Il.) + - (Il, -" •. m m 
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Le temps étant divisé en instants égaux, on désignera 
por dt la durée de œ' inatant, et si l'on aupp<ioe que _ 
soit contenu dans un nombre k t1'unités..de ......., autant de 
Coi. ''1'''' ri t e.t contenu dans l'WlÏté de tempo, 0 .0 aura 
.,=«.dt. Eu appelant d." .. d.,.:. d .• , . .. d., .. . d •• I .. 
a.ocmisaement5'Îllfinimeot petits que reçoivent pendent ri&­
stant . dl lei températures œ • ., œ. ... Il,'., «., on au.ra le6 équatiOIl5 
difTéreotiell.,. suivaotes ; 

k 4,.,=- dt (a • ..,... •• , + ... ) '" . 
'! 

• 
: " d •• _.= - dt ( (l. _~-2.(I._1 + fi.) 

"' 

26, . 
Pour résoudre "es équation., on ~uppoo.m ... premier 

lieu, suivant la méthode connue 

ht CI.=b, e . 

•. =h, e 
4t 

ht cl=h, e 

. ht 
CI;=h,. e 
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Les quantités h, b, bJ •••• b. sont des constantes indéter­

minées, ainsi que l'exposan[ h. Il est facile de voir que c~s 
valeurs de !l,a,al ... a. satisfont aux équations différen~.les, 
si l'on a les conditions suivante&: 

k 
b,h=- (b.-~b, + b,) ,. 

k 
b,h=- (b,-2b, + b,) ,. 

" hm 1 d "' , SOIt q=T' on aura, en commençant par a ermere equa .. 

tian, 
b,=b. (q + .)-b._. 

b,=b, (q + 2)-b. 

b,=b. (q + .)-b, 

.".=lJ.._. (q + ~)-~._'" 

Il en résulte que l'on peut prendre pour b, b~ h3'" b.- .. ~ h., 
les n sinus consécutifs que l'on obtient en divisant la cir­
conférence entière 2 "" en un nombre n de parties égales. 

En eff~t, CD appelant u l'arc. 2 ~, les quantités 

sin. ou~ sin. lU, sin. ~u, sin. 3u ..... ~n-l u 
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qui sont en nombre Il, appartiennent, comme on le sait, à 
une série récurrente dent l'échelle de relation a deux termes, 
savoir: :2,'cos. u et - 1; en sorte que l'on a toujours la con· 
dition sin. i U=2 cos.u. sin. (i- 1) lL.-sin. (i-2) u. On 
prendra donc pour h" b" h3.· •• hi .••• ho. les quantités 

sin. 0 U, sin. 1 U, sin . .2 u .. . sin. 'U=ï u et l'on aura eD­
suiteq+2=2 cOS.u ou q=-sin.V.(u)ou 

b=-2sin,V( 2~). On a mis précédemment la lettreqau 

. hm 1 1 d' 2 k . V (n) heu de T en sorte que a va eur e ft est ni sm. --;;-, 

en substituant dans les équations. ces valeurs de hi et de h, 
on aura 

, . V ~ 
• -:1 - tSID •• 2_ 

cr:,=Sln.O.U.e m Il 

, . V ~ 
• -:;)-t51O •• 2_ 

«.=510.I.u.e m 11 

, . V ~ 
· -.:;a- tiID. .~_ 

Il)= 81D. 2.U.e ni ,. 

, . V ~ 
• -:;1- lam •• 2_ • 

.s..=inn.n-[ .u.e m n 

~G~. 

Ces dernières équations ne fournissent qu'une solution 
très-particulière de la question" proposée: car si l'on sup-­
poset=o, on aura,. pour les valeurs ·lnitiales de ar:., «., Ill'" 01,., 

les quantités sin. ou, sin. 1 U, sin. 2 u ... sin. n-=ï" u qui en 
général different des valeurs données a" au al' .. a.: mai5 
la solution précédente mérite d'être remarquée parce qu'elle 
expriI1l:e, comme on le verra par la suite, une circonstance 
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qui ilppartiel~t à tous 'les cas ' possibles, et· représente les 
d~mièrfs varip.tion~ des températures. On voit ~r œtte 
solution que, si les tempélltures initiales a, a. a, . . .. . ~. 
étaient propôriionnelles ~ aur. 'sjn~s - . ," -, .. ! 

. ~. w. w . • 
510.0.2 - , Sin. 1. 2·,110.:1.:;1 .,.. • .•.• sm.n--., .l..::t. -, 

" n II fi 

elles demeure'raient continuellemerit' proportionnelles à ces 
mêmes sinus, et )'~.n aurait les équations 

-h, 
•• =a.e 

-hl 
a,=p. e 

-Al e.=a, e . 

et h=!l!..sin.V.:a!! '" . 

Ce.stp.ourq",P,i si J~. ,m ..... qui sont placées à disUnces 
égal .. , '.u~ la ,circo"fé~enGe. ,du çerde, , ~ .. ient d~ 'tempé­
..atu~~ . j niti.ales p,~p?rtionnelles aux perpendiculaires 
a'liiti.sks ' sut le 'diamètre qUi . pa ... par 'Id premier poii.Î ; 
les températures varieraient avec le temps en demeurant 
proportionnelles à' çes perpendiculaires, et C('5 tempéra­
t1..U,t"SI mmintléta:ient 'toütês à~ta'-'tois " èo~'me 'lt>s 't~r~e~' d'iJ:oe 
DlèmQ, prQSN .. ionglÎ<>métFÎquè dont,1a Toison est la !ftà.tion 
-::a': ·8in,Y,::a~ , ' . · · ' 1' ' ,., . l 

e ln ~ ', ' , • .. ! :: : : ; .1 • . 

, '263, 
Pour form'et 'hi ~616tion géJiér~le, on remarqluera en 'pre­

mi"er' , lieu' q'uë 't~l po'Urraltpren'd're' po~r h" .b" hl" ;." , h. 
les n . ~osmU$ · correspoDdants aux points de divisiori" de 1" 

39 
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circonférence partagée en un nombre n de parties pgales. 

Ces quantités cos. ou, cos. 1 U, coS.:1 U ••• cos. ~ u dans 

lesquelles u désigne l'a'rt. 2 ~ forment aussi une série recur­

rente dont l'échelle de relation ft les deux termes :1 cos. u et 

-' l, c'est pourquoi l'on pourrait prendre pour satisfaire aux 
équations différentielles, les équations Sllivante5.: 

• . V -!l-tSln • • U 
Il.=cos.o.ue m 

, . V 
-2- t511L .U: 

III.~=COS. I.ue m 

, . V 
-2-tSlD •• 11 

Ill=COS . .i.u.e .. 

• . V -2-t51O • • K 
.. =cos.n-i u.e ni. 

Indépendamment des deux solutions 'précédente!, on 
poulTait choisir pour les valeurs de ~,b, b,oo.:b.les quantités 

~in.o.2u, sin.I.2u, &n.2.2.U, SÏD.3,.2,U ••• aiQ..;;:=[.~u 

ou celles-ci, 

cos. 0.:2 U, cos. [. 2U, cos.~. ~u, cos. 3 .~u ..•. CQS~,;;=i.2a. 

En effet, chacune de ..... oéri .. osl rec_",.t formée de 
Tl, tennes; l'échelle de relation a les deux termes ~,cos. 2·u. et 
- 1; et, si l'on continuait la série au· delà de n tennes, on 
en trou.vt"raÎt n autTE's, qui. seraien,t~ ~es~~jveII.1eDt égaux. 
au~ n. préc~nts. En g~néral,6~ l' on dé~jgp~ Il,if~. U .. U1.' •• U; ••• U. 

l 'Ir :111' ~'!r 3 .:li1\' .:li'" 
es arcs o. St - ,1-. - , :l.,.., . -, ... (n'":""'"l'):--:-- etc..-; OR pourra 

'Il' Il Il, Il ft 
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prendre pout les 'l'.leura de b. b, b, . .• b. 1 .. n 'l""ntitéo 

sin.o.u,<, sin. l ' , U; , s~o. 2"iI sin. 3 .u ... . :. sin. ~ . .ut 

ou celles-ci , 

cos. o . U H ·êcn. , .. U" ('09. :lU .. , cos,.J .U; ••• cos.;=r .u, 

la valeur de " correspondante à chacime de ces 8~ries est 

donnée par l'équa~ioD h .01" .... ==- .. - sin. V'U i ' 
m 

On peut donner à i fi val~urs ditrérentes, dè'puis i~ t jus­
qu'ài=n. En substitua~t ces valeurs ~e h.h.bJ ••• b. dans 
lés équations de l'art. 291' ; cm au~ ,pour.satisraire aux équa,~ 
tions difTérenti'elles de l'art. 2bO, I~8 résultats' suivants,: . 

, 
· -);-t,in. V,u . 

_,=SU). P.II , l! . _ 11'1 , • • • .ou 
, . 

~ -:lI -- tsin. V. ,1. 
Œ.~C05.0'Ui e 1ft • , ,- ' . . 

, . V 
· -:II " t,m .. u . 

_,==81n,'.16, 8 ni 

, . V 
_2_ tl1D .• If ,...=::ICOS.,' .U; e 111 ' 

.t . .. , , 
· -:II - t,iD, " . ,, :' 

.J=Sln.~.U.e ". • 
l ' ") . · :t · . 
- - !l - lsib. V . u 

.1=COs.~.u;e I II • 

·1 · , . 

• . V · r- ,' \ -1I-1'1A. • .. 
2. .. =Stn.n- 1 Il .. e ," . . , . . 

~. . 
., - .-. - -2.-1Un. V.l4, 
_ • .:E:::::OO'" 11-1 '0 u .. e ", 

n . :16.4. il i ·\ .0 .11 ,1 

Ori satisferait également aux équations de l'art . .2.60 en 
compoSliot lei 'v~JeuF8 de, chacune çles variables (l, (l, Œ) ••• Il. 
de la somme de plusieurs' valeurs particulières que rOll au­
rait tr6üv~es (hiwr c'ettt , ..m,me , v~i;ijJ~~,. ,t l'~n peut aussi 
multlplit!r pn:r. ~d8 coëfficients constants quelconques, chacun 
des' terme. qui entrent <Üh~ la t4ltut ~~r.le' d·ùne 'des v,· 

3g. 

• 



• 
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ri.bles, Il smt delà qU'en désignant par A,B. ·A;B.A.B •... A.B. 
des coëffictents queJconques, on pourra prendre, pour 
exprimer la valeur génerale d'une des variables, par exemple, 
de a.+. l'équation 

• . V • . - (A.sio. mu, + B~'cos. · mu.)· e - \11;;; t.lm. .u, 
".+1 ", . , 

CA . B J ~, ~/ .• in. V. u + .8m.m~+ .C~5.mU •. e :J m • 

• ' . V 
CA . B J -,- t.Mn ..... ... + .Sln.mU,,+ "COS.mu. e . '" , . 

. \ . . ,. 

Les quantité. A. A. A •... A.. B.II. B. B. qui entrent dans 
cette équation, sont arbitraires, et les arcs u, u. ~ .... u . 
sont donnés par les équations 

2n 2'K' 2 'Ir -- n 
U,=O.-, ",=1.-, "3=2. - .... u.=n-[.-· 

II 11" II 

Les valeurs des variables générales ...... . . . .. sont don<: 
exprimées par les équatioos suivan~es : 

. • . V 
CA . B J -, - " ••.. u. _,= ,81n. O. U. + ,COS.O.U, e fil 

• . V CA . , B . J' -.-1 .... . U.' + ,810: O.U.+ ,cos. Q.U, e ... 

• . V CA . B J - 2I-/SoU\ •. ". + ,SID. o.u,+ 3 COI. Q'U1 e m + etc. 

•• •• • " •. ",f ~ .•.... :!" ' " ':"-·'J~·lsin. V •• , 
. .. =CA,SID. ['/I,+B,<o •. , I.U,) e . m 

, ' , ., . " ", .... ". . 

CA ' "B J -2 '- tain. V.u:. + ;510. r.U.+ ~:C08. I.U, e .. " . 
, . . .. " :,' :, [ ' .. 

C
A' . B ) -,, 2- t'ID. V .• , . te .+ pJilQ. I.u,+. ,COS. LU) e . , . m .' . ,+e. 
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(A . B .' ) -2-+Stn.V.U, 

Il]= ,Sin. !l.U,+ ,Sln.2.U, e m , . 
(A . B ')':"- 2-+lIlD.~.U. + ,SIn. !J..u.+ ,cos. :l.U. e ni 

~ . 
CA . B') -:t-+.tn,U'l + lsm.2'Ul+ l COS. 2.U, e m +etc. 

, . 
( . -- B .- ~+am.v.u, «.= A,Sln.'l.-t.U.+ ,cOS.n-I.u,)e ln , . 

(A . -- B -- ) -, -+''''' .•. + ,81n. n ___ 1 .U. + . COS. li, -1.U. e m , . 
(A . -- B --) -:t-+.tn ..... U J + ,SID.n- 1 ,Ul + ,cos. n-I .U} e m +etc. 

265. 
Si l'on suppose le temps nul, les vale·urs œ. ct. œl tl.. doil'ent 

se confondre avec les valeurs in~tiales a, a. al' .. a~. Ou 
tire de là un nombre li, d'équations qui doivent servir à dé­
terminer les coëfficients A, B, A. B. A, B" Ori reconnaitra 
facilement que le nombre des inconnues est toujours égal à 
celui des -équations. En effet, le nombre de~ termes qui en­
trent dans la valeur de chacune des variables, dépend du 
nombre des quantités différentes sin. V u. sin. V u. sin. V UJ'" 

etc., qu'on trouve en divisant la circonférence :l 'l't' en un 
nombre n de parties égales. Or, le nombre des quantité. 
'V~'V~'V~ b sm. .0.2 -" Sln. .1.2-, sm. .:l.2 -. • . .. etc., est eau-

n n n 

coup moindre que n, si l'on ne compte que celles qui 
sont différentes.' En désignant lenembre li, par !l i +1 , 

. ,s'il est impair, et par 21', s'il est pair, i + 1 désignera tou­
jours le 'nombre des sintisverses différents. D'un autre 
côté lorsque dans la suite des quantités 

. V ~ . V •. V • . 
SlD. .0.2 n' sm. .I.:l ri' sm. ..:1 • .:1 n' etc. 
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O 'd" 'Va'l'I'd n parVlen ra a un SlDUS Ven.e,51D .. À.-ega a un es • 
précédents sin. V. ".'. ~,.Tr. Les deux termes des équations qui 

contiendront ce même sinus verse, n'en fonneront qu'un 
seul; les deux arcs différents u). et u).. qui auront le même 

sinu~ verse, aurotrt aussi le même cosinus, et les sinus De 

diflèreront que par le signe. Il est aisé de voir que ces arcs 
u). et u)., qui ont le même sinus verse, sont tels que le 

c08inUB d'un multiple quelconque de u). est égal au cosinus 

d'un même multiple de u).. et que le sinus d'un multiple 

quelconque de u). ne differe que par le signe du sinus du 

multiple de u). •• Il suit de là que lorsqu'on réunit en un 

seul les deux termes correspondants de chacune des équa­
tions, les deux indéterminées AA et A)., qui entrent dans lei 

équatiolls, sont remplacées par une seule indétenninée 1 Sil· 

'Voir: A). -A). •. Quant aul. deux indéterminées B). et B)." 

elles sont 3U5Si remplacées par une seule, qui est B). + B
l
,: 

il en résulte que le nombre des indéterminées est égal dans 
tous les cas, au nombre des équations; car le nombre des 
termes est ton jours l + 1. Il faut ajouter que l'indéterminée 
A disparaît d,'elle·même dans tous les premiers termes, 
parce ,qu'elle multiplie le sinBSd'un arc nul. De pluo, 10 ..... 
q .... 1. oombre n est poir, il se trouve à 1. fin d. ch.aqll< 
éqaatioD un terme dans lequel une des indéterminées Qis..­
parait d'elle· même , parce qu'elle y multiplie un_ sinus nul j 
ainsi le nombre des inconnues qui entrent dans les équa· 
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tions est égal à 2 (i+ 1 )-2, lorsque le nombre n est pair j 
par conséquent le nombre des inconnue8 est le même dalla 
tous les cas que le nombre des équations. 

,mil. 

L'analyse précédente nous fournit, pour exprimer les V3-

leu.rs générilles des températures GI, (1. Il,, •• œ",. les équations 

• . V .. CA . n B .~) -2-r!lD •• 0.-
Il.= .0510.0.0.-;-+ ,cos.o.o,-;- e". 11 

• • V .. CA . 2I'X 'B .~) -2-tllin •• 1.-+ ,sm.o.I,-;;-+ ,COS.O.I' n e na 11 

J. • 2", 

CA . .~ B .~) -2-t,lO. V.2.-+ JSID.O.2'rï+ lCOS,O.2'n e na 11 

-+ etc. 

• . V •• CA . :l1C' B OW) -2- '''ID .... 0.-1:1,= ,51D.I.O,-;;-+ ,COS.I.O' n e m • II 

• . V •• 
CA . • .. B . .~) -::a-t'In .. 1-+ .SID.I.I'ïï+ .COS,I.I'n ,e ln 11 

• . V " CA . n B .~). -2I-llID •• 21-+ Jsm.I.2,"'j;"+ lCOS.I.2.-;; ~ m 11 

+ etc. 

• . V •• 
C

· .~ B .~) -::a-taID .. 0.-
I:lJ= A.sm.:1.o,-;;-+ .COS.2.0.-;- e m 11 

. • . V " 
C

· .~ B .~) -::a~tftn •. 1.-+ A:a.sIn.!l.o .. -;;-+ ,COB.2.0,';"" e m 11 

. . . .. .. 
CA " 2~ B '8 -2-tSIn,V.2.-+ 1510.2.2.-+ ICOS.2.2.- e m • 

• , 'II, /1. , 

+ eœ. 
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. C '. .. • - - 2~ --!Jo'J; -::I - +.sm \1O _ 
Œ= A,Sm.n-I.O.-+B.cos'II-I.O.-)e m •. ',. 

• • • 
. -- H --!l1t -:11-+'10 ..... [.-

C 
• . •• + A.SlD.n-I.I."iï'+B.cos.n-I.I.-;)e m Il 

- 1 . Ir 

CA . -- a B -- 2~) -~-+SlD'''.:J:.-+ )&IO.II-I.2'ïï+ lCOS.,,-t.2'ïï e Mt • 

+ etc. 

Pour former ces équations 1 il faut continuer dans chacunt' 
la suite des termes qui contiennent 

. V 2~ • V 3 a sm. .1. -, Bln. . . -, etc. " . 
jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les sinus verses ditTérenu,et 
omettre tous. les termes subséquents, en com_mençaut par 
celuÎ· où. .jl entrerait un sinus vente égal à l'un des précé­
dents. Le nombre des équations est n. Si n est un nombre 
pair égal à 2 ' i, le nombre des tennes de chaque équation 
est i + 1,. si le nombre n des équations est 'un nombre im ... 
p~~r représenté par 2 i + l, le nombre-des termes est encore 
lfgal à i + 1. Enfin, panni lC!l quantités A, B. A. B. etc. qui 
entrent dans ces équations, il y en 8 qui doivent être omises 
et disparaissent d'elles--mêmes, comme multipliant des sinm 
nuls .. 

~67' 
Pour déterminer les 'luantités A. Bol A, B, Al ~ ~tc., qui 

entrent dans les équations précédentes, il' faue considérer 
l'état initial qui est connu: on supposera t=o, et l'oQ écrira 
au"lieu de ".0:, 1%1 etc., les ' quaritïtés "données a;a. a; etc~ qui 
S6nt les valew-s initiales des températures. On aura. dODC, 
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pour déterminer A. B. A. B,. Al Dl etc,.., les équations SU1-

vantes: 

-A '. :''K' A' 2'" -.. 2'" a,_ ,510.0.0.-, + ,Sln,o.1.-+Al slD.O.2.-+.etc. , . . 
B .~ B!.I'It' .1'K" • + ,cos.o.o.-; + .cos. 1 .l'n + Blcos.O.2'n + etc. 

-A . n A 2'" • !IX a,_ ,SlD.I.O.-:-+ .cos.o.I.-+Ajsm.I.!1.-+etc. ,. . . 
B .n B l!l'" !l''' + ,cos. 1 .0. -:- + aS n. 1.1. - + Bleos. 1 . .2.- + etc. .. . . 
A . 2'K' A' 21r • 2:'" IlJ= ,sm.2.o,u+ .sm.2. 1.-;;-+ Al sm.2.2,-;; + etc. 

B 2'1t' B :l'K' B .. + ,COS,2.0·n + lICOS.!1. l '-;;+ ,COS.2.2.--;;- + etc. 
, 

.-- n .-- '" .--
Gt. =A,sln.n_ 1.0.- + A, sm.n- [.1.--- + A1 s1n. n-[ • • 

+ etc. 

B -- :1'1. 2'K'. --+ ,COS.R-I.O. '-'+ B,cos.n- I. I. - + BJsm.n-1 • • 
(m) +,tc. 

268. 
Dans ces équations, dont le nombre est 11, les quantités 

inconnues sont A,B, A,B. AJBJ'" etc., il s'agit d'effectuer 
les éliminations et de trouver les valeurs de ces indéter­
minées. On remarquera d'abord que la même indéterminée 
a un multiplicateur différent dans chaque équation, et que 
la suite de ces multiplicateurs compose une série recurrente. 
En effet, cette suite' est celle des sinus croissants eu pro­
gression arithmétique, ou celle des cosinus des mêmes arcs; 
elle peut être représentée par 

;'0 
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sin. ou ... sin. 1 u ... sin. 2U ••• 5;n. 3u ... 5ln. n-"t.U. 

ou par cos. 0 a.o. cos. 1 U ••• cos. 2 u. .. ~. 3 a.o. cos. ;;=;. u. 

L'arc u est égal à i (2nW-) si l'indéterminée dont il s'agit 

est A . ou B. ~. Cela posé pout' déterminer l'loconnue ,+ l ,+ 1 

A . au moyen des équations précédentes, il faut comparer ,+ 1 . 

à la suite des équations la série des multiplicateurs sin. 0 u ... 

sin. 1 u ... sin. ~ u.o. sin. 3 u ... sin. n - 1 . u, et multiplier 
chaque équation par le terme ~o .. respondant de la série. Si 
l'on prend la somme des équations ainsi multipliées, on 
él imin("ra toutes les inconnues, excepté celle qu'il s'agit de 
déterminer. Il en sera de même ai l'on veut trouver la valeur 

de Bi + 1 ; il faudra multiplier chaque équation par le multi~ 

Pli ratcur de B. dans cette même équation, et prendre ,+ , 
ensuite hl somme de toutes les équations~ Il s'agit de démon-­
trer qu'en opérant de cette manière, on fera dispar'dître en 
effet des équations toutes les inconnues, excepté une seule. 
Pour cela il suffit de faire voir (0 que si l'on multiplie terme 
à terme les deux suites, 

sin.o.u, sin.l.u ,_sin.2.u 1 sin.3.u 1 sin. 4.u ... sin. n-I.u 

sÎn.o.1J, sin.l,v 1 Sio..2.V, sin.3.v , si.o.4:11 .•. &.ln.It-l.v 

la somme des produits 

sin. 0 u.sin. 01)+ s\n. 1.1t. sin. I.V + sin. 2 It .sin. 2 'V + etc. 

sera nulle, excepté lorsque les arcs u et 'V, seront les mêmes. 
chacun de ces arcs étant d'ailleurs supposé un multiple d'une 
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partie de la circonférence. 'égale .i. 2,,1':; 2,0 que si l'on mut­

tiplie terme à tenne les deux séries, 

cos. ou, CO&. 1 U, cos. 2U, cos. 3u, cos. 4u , cos. 5u ... etc. 

cos. 0 'V , cos. l 'V, cos. :1 'V, cos. 3 'V , cos. 41J, cos. 5 v.o . etc. 

la somme des produits sera nulle, excepté le cas où u est 
égal à 'V; 3<» que ai l'on multiplie terme à terme les deux 
suites, 

sin. ou, sin. 1 U, sin. 2U, sin. 3u, sin. 4u ... etc; 

coa. 0 'V, cos. 111, cos. 211, COS. 3'V, COS. 4v . .. etc. 

la somme des produits sera toujours nulle . 

• 6g. 

O d " l' 2W l' n eSJgnera par q arc -:V' par EL q arc u, et par y q 

rare '1, JL et \1 étant des oombres entiers. p6sirifs moindres 
que n. Le produit de deux tennes correspondants des deux 
prem.jères séries sera rept"ésenté par 

•• •• f . 1 -.--
sm. j'r'-9 .i1U . }lq ou ;cos.},.-.q-;C05.}p.+ .. q 

la lettre} désignant un term,e quelconque de la suite, o . .. . 
1 ... :l ... :l ... 3 ... i .. . n-l;oriJ est facil~ dé prouver 
que si l'on donne à j ses n valeurs successives , depuis 0 

jusqu'à n- 1, la somme 

, , , 
- COI.Op.-vq + - C09. 1. p.-vq + -cos. 2,,-,,/ 
2 • 2 . -+ - cos. 3~-.q+ ... . -

. (-~) . + ;:cos. n -:"I.(L-v.'l 

40. 
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aura un~ valeur nulle, et qu'il en sera de même de la suite, 

,--, --,--
-cos. 011. +.,q + - cos. 1. fL + yq + -cos. o!-'-+ "q 
~ {-!li . !li 

, - '(--) +;cos.3fL+-tq ... +;cos. n-(.~+.,.q' 

En effet, en ~présentant l'arc fL-y.q par Il, qui est par 

conséquent un multiple de ~nT:. on aura la suite recurrente 

COs. 0 œ, cos. 1 rz, cos. ~ IX ... cos. n- 1 Il, dont la somme est 
nulle. Pour le faire voir, on représentera cette '!.omme par 
s, et les deux telIDes de l'échelle de relation étant .2 cos. Il 

et - l , on multipliera successivement les deux membres 
de l'équation 

s=cos. Oa:+COS. :liZ+C06. 311. ••• + cos. n-[. 

par -:l cos. 1.1: et par + l , puis ajoutant les trois équations, 
on connaîtra que les termes intermédiaires se détruisent 
d'eux-mêmes d'après la nature de la série recurrente. 

Si l'on remarque maintenant que nœ étant un multiple 

de la circonférence entière, les quantités cos. n=ï « .••. 

cos. 11,-2« ..• cos. 11,-3« ... etc. sont respectivement les 
mêmes que celles que l'on désignerait par co •. (-.J ... 
cos. (-2«) ... cos. (-3«) ... on en conclura :lS-·-:lscos.«:::::;:o; 
ainsi la somme' cherchée s doit en général êtte nulle. 
On tr,:)Uvera de même que la somme des termes dus au dé-

veloppement de ; cos. (j 1'- + 'q J est DulIe. Il raut e1cqJter 

le cas ou l'arc représenté par Il serait nul, on aurait alors 
I-CQS.«=I; c'est-à-dire, que les arcs u et -v seraient les 
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mêmes. Dans ce cas, le terme ;: cos.j 'f+y q donne encore 

. un dévcloppemfmt dont la somme est nulle: mais la quan~ 

tité ~ cos. j Il- - v q fournit des termes égaux dont chacun . . 
a pour valeur;; dO.De la somme des produits terme à 

terme des deux pl'emières séries est .; n. 

On trouvera de la même manière la valeur de 1~ sOrlune 
des Pfoduits terme à terme des deux secondes séries, ou 
l (cos. j iL q . cos. I., q ); en effet, on substituera à ........ . 

cos.jfl-q .cos.j., q la quantité ~ cos.} EJ--Y • q + ;. cos.jll- +vq 

et l'on en conclura comme dans le cas, précédent, que 

, .--
1;: cos.)tL+v q 

est nulle, est que l ; cos.jiL-v q est nulle, exéepté le cas 

ou fL=V, Il suit de là que la somme des produits terme à 
terme des deux secondes séries ou l cos. j!.l. q. cos. j y q est 
toujours nulle, lorsque les arcs u et v sont diff~rents, et 

égale à ; n lorsque u=v. Il ne faut plus que distinguer les 

cas ou les arcs !.Io q et y q sont tous les deux nuls, alors on a 
~pour la valeur de I(.in.j~q.sin.j,q),qui désigne 1. 
somme des deux produits tenne à terme des deux premières 
séries. Il n' en est pas de même de la somme l ( cos.j !.I. q .cos j y q ), 
prise dans le cas ou !.Ioq et y q sont nuis; cette somme des 
produits terme à tenne des deux secondes séries est évi­
demment égale à n. Quant à la somme des produits terme 
à terme des deux séries 
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sin. ou, sin. u, sin. !lU, sin. 3u, sin. 4u ... 810. n-I.U 

cos.ott, cos.u, «::05.2U, cos.3u, cos.4u ... cos. n-I.U 

eHe est nulle, dans tous les cas, ce <Ju'il est facile de re­
connaître par l'analyse précédente., 

!l7°' 
La comparaison de ces séries fournit donc les consé-

quences suivantes. Si l'on partage la circonférence !lx,en un 
nombre n de parties égales, que l'on prenne un arc u com~ 
posé d'un nombre entier IL de ces parties, et que l'on marque 

les.extrémités des arcs u, 2U, 3u, 4u ... ll~[U, il ré­
sulte des propriétés connues des quantités trigonométriques 
que 1 .. quantités 

sin. ou, sin. a, sin . .2U, SlU. 3u ... sin. n-I.u, 

ou celles-ci ,cos. ou, cos. [U,cos. 2U, cos. 3u ... cos.n-lu 

forment une série recW'rente périodique, composée de n 
termes; si l'on compare une de ces deux- séries correspon-

dantes à un arc u ou IL ~ à une série correspondante à un 
• • 

autre arc 'lJ ou y. ~nT: et qu'on multiplie terme à terme les deux 

deux séries comparées; la somme des produits sera nulle 
lorsque les arcs u et 'lJ seront différents. Si les arcs u et 'lJ 

sont égaux, la somme des produ.its est égale à in lorsque 

l'on compare deux séries de sinus, ou lorsque l'on compare 
deux séries de cosinus; mais cette somme est nulle, si 1'00 
compare une série de sinus à W1e série de cosinus. Si l'on 
suppose nuls les arcs u et 'lJ, il est manifeste que la somme 
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des prodw.its terme à tenne est mllle, toutes les fois que 
l'une des deux séries est (.onDée de siWJ8,.et lorsqu'elles le 
sont toutes les deux, mais la somme des produits est n, si 
les deux séries composées so!lt formées de cosinus. En gé­
nérai, la somme des prad !lits terme à terme est égale à 0 Ou 

~ n ou n,. au reste, les formules oonnues conduiraiènt direc­, 
ternent aux mêmes résultats. Ou. les présente ici comme des 
conséquences évidentes des théorêmes élémentaires de la 
trigonométrie. 

271. 

n est aisé d'effectuer au moyen de ces remarques l'élimi­
nation des inconnues dans les équations précédentes. L'indé­
terminée A, disparaît d'elle·même comme ayant des coëffi­
cieuts nuls; pour trouver B. on multipliera les deux membres 
de chaque équation par le coëfficient de B, dans cette même 
équation, et l'on aj~utera toutes les équations ainsi mul­
tipliées, on trouvera a, + a. + al + .... a~=B" 

Pour déterminer A, on multipliera les deux membres de 
~haque équation par le coëfficient de A. dans cette équation 

et en désignant l'arc ~ par q, on BU"" après avoir ajouté 
n 

les équations 
. . . . . -- . 

a,sm.o''1+a.8ln. l.q+alslD. 2.q+ ... a.SlD. rt.- I.q=;n. A •. 

On aura 'pareillement pour déterminer H, 
-_. , 

a,COB.O q+a1co5. l.q+a3cos:3q+ ... a .. COi. Il-, 1.9'=; nBl' 

En général, on trouvera chaque indéterminée en multi­
pliant les deux membres de chaque équation par le coëffi-

• 
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cient de l'indéterminée dans cette même équation, et en 
ajoutant les produits. On parvient ainsi aux résultats suivants: 

nB.=a, +a, +a, +etl'. =Sa, 

'A ' ,~ ,. .. =Sa .. sin. (;-1 -Tl .=a. Sin. 0.- +a.sin. 1.- + al sin. 2. -+etc. 
n n , n 

.!.nB.=a, cos. '" 
,. 

'" =Sa,cos. (i-' o. -+a,cos. 1.- + al COS. 2. -+etc. , n n n 

'A '3 ~1'1' • 21'1' • 2,.. S ' -n )=a,SID.o .. --t-a,SlIl. I.!l.-+a)sm.!l.!l.-+etc. = a .. cos.(i- " 
:1 n n n 

, 3" 3'" 3'" S 1 -nB3=a,cos,o .. -+a.COS.I .. -+a1cos.!l .. -+etc. = Q;cos.(i- !,' 
!I Il Il Il 

'A '3 '" . 3 ,. , 3 '" S· (' l,! -n ~=a,Sln.o .. -+a.SID.I .. -+Q.3sm.2 .. -+etc. = a,SIn. l-
:1 " n Il • 

'B 3'" 3'" 3'" S l!. -n 4=a,cos.o .. - +a,C05. J •• - + a] COS. 2 .. -+etc. = a i c08.(i-
:1 Il' n n 

• 

+ etc. 

11 faut, pour trouver le développement indiqué par le signe 
S, donner à i ses n valeurs successives 1... 2 ... 3 ... 4 ... etc. 
ct prendre la somme, on aura en général 

'A S .(-, -. '")'B S (-. -, >Cî ;;n j= a .. sm. '-1.)-1.-;; et;:n j= ai cos. f,-IJ-J~Ii"", 

Si l'on donne au nombre entier j toutes les valeurs suc­
cessivf"-s 1. •• 2 ... 3 ... 4 ... etc. qu'il peut avoir, ces deux for­
mules fourniront les équations, et si l'on développe le terme 
sous le signe S, en donnant à i ses n valeurs [ ... 2 .•. 3 .•. 4 ... etc. 
on aura les valeurs des inconnues A, B, A. B. Al Bl A~ B~ ... etc., 
et les équations Cm) art. 267 seront entièrement résolues . 
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272 • 

Il faut maintenant substituer les valeurs connues des 
coëfficients A,B, A,B, A,B, ... etc., dans 1 .. équations (~), 
art. 266, et l'on trouvera les valeurs suivantes: 

+ 
t .in. v.q, 

N,' + 
t,in. V.q, 

N.& +ete. 

. ,.iD.V.". tlin,V." 
•• =N.+ (M,slO.q, + N, cos. g,)1 + (M.&ID.q.+ N. COI. g.)' -tete. 

. tsin.V.f,. uiD.V.q, 
olI::,=N.+(M,aln.2q,+N,coa.:a q.)e +(M,SID.:iI q.+N,C05.!lq.)1 +esc. 

. . _._ ' _._ t.in,V.q, . ,_ r-- t,in,y. 
ŒJ=N.+ tM,SlD-J-1 q ,+N 1 COS.J-l q ,)8 +(M,&lD-j-l q.+N .C05./-1 '1.)a 

+ etc . 

• _ _ llin. V.'1. . _ _. t.in,V., 
«.=N.+(M.ao.1l-11j,+N 1 C05.1I-1 If ,)1 +(M.sm.ll-r q.+N.cos.1I-1 '1.) 1 

daos ces équations 

• -2- :l'K 2'K' 3 .,. 
I=e "', q.=I.n-' Q,=2'n' ql= ''"i""' ete. 

N.=~Sa, 
n 

N "S"-- ·s .-,-.=;; a,COS.t-1 q. M'=ii aiSlD.l-I q. 

N 'S -,-- M 's . -.­.=; a;cos.l-lq. l=n: a .. slD.l-Iq. 

etc. etc. 

+ etc. 
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273. 
Les équations que l'on vient de rapporter, renferment la 

solution complète de la question proposée; elle est repré­
sentée par cette équation générale 

• • V " , (" -.-'" . -.-'~' -.-uS .--'~)-2-tSJD.,.I.-2=-Sa.+ -sm.}-I-Saism.t-l.-+-COS.j-I - a .. COS.l-I.- e ln 1 
'n'n 11 nll n 11 

• . V h 

C" -.- "'5 . -.- 2"11: .:1 .....--- 27rS -'-'8 -2-·t5l.ll . . ~.-+ -51O.}-I.2..- ajSm.~I.2..-+-COS'J-I.:l.- a;COS.l-I..2..- e m • 
" Il 11 fi, 11 11 

+ etc. c·) 
dans laquelle il n'entre que des quantités connues, savoir: 
a, ... o •. .. al" . a4 ... a., qui sont les températures ini­
tiales, K mesure de la conducibilité, m valeur de la 1IUlS5e, 

n nombre dt's masses échauffées, èt t le temps écoulé. 
Il n:sulte de toute l'analyse précédente que si plusieurs 

corps égaux en nombre n, sont rangés circulairement, et 
qu'ayant reçu des températures initiales quelconques, ils 
viennent à .se communiquer la chaleur comme on l'a sup-­
posé; la masse de chaque corps étant désignée par m, le . 
temps par t, et par k un coëfficient constant, la température 
variable de chacune des masses qui doit être une fonction 
des quantités .t, m et k, et de tontes les températures ini­
tiales, est donnée par l'équation généraIe C.). Il faut d'abord 
mettre au lieu de} le numéro qui indique la place du corps 
dont on veut connaître la température, savoir: 1 pour le 
premier corps, 2 pour le second, etc. ; ensui te il restera la 
lettre i qui entre IOUS le signe S, Oft oooltera à i ses n va~ 
leurs succf>ssives 1 ..• 2 ••. 3 ... 4 ... etc., et l'on prendra 
la somme de tous les termes. Quant au nombre des termes 
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qui entrent dans œtte éqU8tion, il doit y en avoir autant 
que l'on trouve de sinus verses différents, lorsque la suite 

d 2'K' ~1r 32 1"1' •• d' 1 es arcs est 0-... 1-... - etc .• cest-a- lre, que e 
fi, n " . 

nombre n étant égal à 21 + 1 OU à ~ ). selon qu'il est im­
pair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans l'équa­
tion gêné.le est toujours). + 1. 

'74. 
Pour donner un exemple de l'application de cette fonnule, 

nous supposerons que la première masse est la seule que 
l'OD ait d'abord échauffée, en sorte que les tempéra~ures ini­
tiales a .. .. a •. .. a •. .... a. soient toutes nulles, excepté la 
première, il est visible que la quantité de chaleul' contenue 
dans la première masse se distribuera successivement entre 
toutes les autres· Or, la loi de cette communication de la 
chaleur sera exprimée par l'équation suivante: 

, . V •• 
, , -.--.:I,1r -!li-hm •. 1.-

.,=-a.+-a,cos'J-I-e - • n n n 

, . V .. 
!li • :11t' -2; .. tSIn •• 2.-

+-a,cœ'J-l".-e m • • n 

of. 3. . 
, -.-- 321'C' -2 ISID. V.3.-

+-a,COS'j-I. -e m 11 + etc. 
• ,4 

Si la seconde masse était seule échauffée et que l~s tem­
pératures a •. . 'a j • •• a" •.. a. fussent nulles, on è1Jrait 

• J.. ',' :li r. • , (. -.--:J.~ .:l1t' -.--!il1t' :l'Ir) -'l-tlllD.V.I._ 
rLj=-a,+-a, SlD.j-l-.sm.-+cos:J-1-.cos.- e m n 

/III "ft n ft 

, . V .. 
• (. -.-- !lI'K'. .:l'ft" -. - 2"'11' :l1t) -.:I,--/IIID .. .:1.-+ -a. SlD'J-I.2.-·sm.~.-+coS'J-I.2..-.00s.!1.- e ni n 
" Il II Il n. 
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et si l'on supposait que toutes les températures ·initiales 
fussent nulles, excepté 'a, et a., on trouverait pour la va­
leur de a j la somme des valeurs trouvées dans chacune des 
deux hypothè5e~ précédentes. En général, il est facile de 
conclure de l'équation générale (.) art. 273 que pour trouver 
la loi suivant laquelle les quantités initiales de chaleUr se 
répartissent entre les masses, on peut considérër séparé­
ment les cas ou les températures initiales seraient nulles, 
excepté une seule. On supposera que la quantité de chaleur 
contenue dans une des masses se communique à toutes ~es 
autres, en regardant ces dernières comme a'tfectées de tem­
pératures nulles, et ayant fait cette' hypothèse pour chacune 
des masses en particulier à raison de la chaleur initiale 
qu'eUe a reçue, on conna1tra queUe est, après un temps donné, 
la température de chacun des corps en ajoutant toutes les 
températures que ce même corps a dû recevoir dans chacune 
des hypothèses précédentes. 

275. 
Si dans l'équation générale (l) qui donne la valeur de Gl:

J
, 

on suppose que le temps a une valeur infinie, on trouvera 

-J = ~ S ai, en sort.:; que chacune des masses aura acquis 

la température moyenne; résultat qui est évident par lui­
même. 

A mes\lre que la val~ur du temps augmente, le premier 

terme ~ S (a,) devient de plus en plua grand par rapport 

au suivant, ou à la 'somme des suivants. Il en est de même 
du second par rapport aux termes qui le suivent; et, lors­
que le temps a acquis une valeur considérable, la vale?I' de 
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G:, est repréaentée,sans . err~ur sensible par l'-écJuation 8uivante : , , 

's 'C' --"S . -.-n .,'=- a,,+ - 81n./-I-.. . a ; 51n.1-1-
n n n n 

.' " 'r' t, 1; . " III~ 
~ Us -.- "') -2-tsln,V.-+ cos.J-I.- II; C05..l-1. -;;- e mil . . .. 

En désignant par a et b les ~oëf1iciefo1ts de s,in. -( j - 1 ~:) 
.; . li. · - ,2.,.j \ 

d C
-·-") 1 ~ . -2-t!lD.V.-et e cos. J-I -;;- ,et a n'action e , m n par", on 

,J . ' , " 

'S C' -.-.~ b -.-'W) Le aura "i= - a, + aSID.}- [ - + cOS.J-.I - (M'. 5 • • • 
quantités a ct b sont constanlcs,c'est·à..d.ire, indépendantes 
du temps et de la lettre j qui indique le rang d~ 1. masse 
dont la température variable est a.i" Ces quantités sont les 
mêmes pour toutes Ics masses;· La différence de la tempéra-

tu~e . variable 11.; à la" températl,1.J'e finale'~ S'ai ' décroit donc 
. ..... ,. ,- . . . .. . ~" . " ' . .. . 

pour . chacune d~ ~, propqrtionn~l!e.meut ~ux. puis. 
~C"" succe,5fivC& .<Ie. I, . .,rra~ion ~. , CiI",iun, dJlS .• f.Orp~ tend 

de plus en plul .... cqu6rirI. temJiératU"660ale' ~ S (a,); et 

la différence ' f!nire cette dernière li~ltê 'et la ' (eJ)1pérature 
variable du ,même corps ti~it t~uj~ür5 Pal' ê:Mcroit~'e' comin~ 
les puissances 5ucce~ivt'5' d'une fraction. Cette fraction est 
]a lJlême , quCi qq.e 'soit le ÇOl'pS 'dont on 'considère les chan~ 
gemerits de températur~, lè 'c~ëfficieni'·d.e ,w' '?U ~ sin. u, + 

i' ~ " 1. ' . . 1 ! 

b cos. ujl .. en , désigDan,t , pa~ IUil~T'c.(j-~) .2,~, pe~t, être ~is 

sous cett~ forme A 'sin. (ui+B}en prenant AI et B, tels que 
ron ait a=À oo •. B et h=A ~in .. B .. ;Si l'on .voulliit ' déter­
D'liner. le ooëfficieatl· de .cv~qui '!,e , rapporte aux .corp$ sui ... 

• 
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vants :' dont la tem:pél'1lture est cr:. ' ••• CI • ••• •• 3 •.• · Il 
}+I /+:11 J+ 

faudrait ajouter à ""J'arc ,:lIl1't' Og 

dÏf'e, que l'on a les équations 

. :l1't' • • d . , . 
2. -, 3lD81 e swte ; c est-il' • 
. 

•. -~Sai=A.8in.(B + UJ)u/ + etc. 
J n 

•. -!Sa.=A.sin.(B+Ui+ I.2'!t')c.l +etc. 
}+1 ft ft 

•. -~Sai=A.sin. (B+ u, + 2. 2 '!t') III' + etc . 
.J +a /"1 \ n 

«. 1J":-.!Sa.='A.sin. (B+ Uj+ l.~) .. ' + et~. 
J+a n Il 

. etc. 

"76. 

, 
" 

qn voit, par ces équations, que les dernières différences 
entre les températures actuelles et les températures finales, 
sont représentées 'par les équations yrécédentes, en ne con· 
servant que le premie~ tenne du Second membre de chaqoe 
équation. Ces ,del'nières ditTérencm v.rient. donc selon la loi 
suivante: si l'on ne considère qu'un seul corps, la ditTérence 
variable dont il s'agit, c'est-à-dire, l'excès de la température 
actuelle du corps sur la température finale et commune, 
diminue comme les puissances successives d'une fractï'on, le 
temps aUgnlentant par parties égales; et, si l'on compare ponr 
un même instant la températ~re de tous les cOIps, la ditT6-
l"f'Ilce dont il s'agit varie proportionnellement aux sinus 
successifs, de la circonférence divisée en parti~ égales. La 
température d'un même corps, pris à divers instants sucees­
oifa égaux, elt représentée par les ordon ...... d'IUle logarith. 
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mique, dont l'axe est divisé en parties égales, et la tempé­
rature de chacu'n de -ces COI'pS, prise au mêm, iIl6tant pour 
tous, est représentée -par les· ordonnées du cercle ùont la 
circollf~renœ est .divisée en parties. égales. Il elt '1b.cile de 
voir, comme on l'a remarqué plos haut, qu.e-si lM tempéra­
tures initiales sont tellee , que les différences de ces t~péra­
tures à la température moyenne ou .finale soient proportion­
nelles aux sinus 8ucœ88ifs des are&,multiples, ces différencES 
diminueront toutes à-la-fois sans cesser d'être proportion­
nelles aux mêmes sinua. Cette loi qui régnerait entre les 
températures initiales ne ser~it, point troublée par l'action 
récjproque des corpe, et se conser:verait jusqu'à ce qu'ils 
eU&Sent tous acquis. UDe teœpératore commune.. La diffé­
rence diminuerait poul1 ëhaque 'e»rps oomIllit. lespuii6anoea 
successives. d'une même-fr.tà.ion.· 'Celle est b loi la phas sim-o 
pie à laquelle puisee être ..... jéti. la 'commumcotion de la 
chaleur entre une sui ... de m_ o'g...... l.oroque cette loi 
est établie 6I1t1'e la. tempérahlrOI'Înitialea, ell& se,'CCIllRn'e 
d'elle-même, efionqu'eUe ""nèogDe poiot: .... toa'leaItempéra­
\Ures iaitiales,;c'œt-è..dire lomqoe-les différeocts,de œs, tem­
pératures à la température moyenne ne sont pas proportiO& 
nelles aux sinus sucressif. des arcs multiples, 1. loi dont 
il s'agit' tend toujours "à ~'éiablir, et le système" des tempé­
rattires variables finit bientôt pa'r se confondte: senSiblement 
avec celuî! qui d~pend'" des ordonnées-ducèrcle e~ :ae cene~ 
.de la logarithmique. ': Il 

Puisque"les He'tnrère!J :difl'érences entre ltexc~s-de 'la" têiD­

pérature d'un! corps sur la température moyènne, ~nt pro­
portionnelles' aU1 sinus de hirc·tll~e~tr~l1lité d_tiquer le corps 
est placé,!' 8tensuit·iqu~ si l'on désignê-'deux "éotps 'placés 
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aux eXtrémités du même diamètre, la température du pre." 
miel' surpassera la température moyenne et constante autant 
que cette température constante surpassera celle du second 
corps. C'est pourquoi, si l'on prend à chaque instant la 
!tomme des températures de deux. masses dont la situation 
est oppnsée, on trouvera une somme constante et cette 
somme aura la même valeur pour deux masse., quelconques 
placées aux extrémités d'un même diamètre. 

.•. '77· 
Les formules qui représentent les températures variables 

des ·masses disjointes s'appliquent facilement à la propaga­
tion'de la:chaleur dans les:corps continus. Pour en donner 
un -exmrlple, remarquable 1 -DOUS' ',déterminerons le mouve­
ment de la chaleur dans une annille, au -moyen de l'équa­
tion. générale qui a été rapportée précédemment. 

'On supposera que ,le nombre·n des masses croît' successi­
vClIlent, et :qu'en même temps "IR' longueur de chaque masee 
déerolt daoa 1. -même rapport, -afin que 1. longueur du 
systAnœ,ait une'valdur -constante égale à ~~. Ainai le nombre 
Il .des mUses liera. succt'lbi:v~JI1ent ~' ou 4, ou 8 bu 16, à 

rin'~m:;!,~tchacune 'des masses sera", ou;- ou i ou i., etc. n 
~st ~é~~ss.ir~ desupposerau!si q~eIa facilité avec laquelle 
la, cr,a~~r, ~~ tJ'f'nsQ"let .,-al,lgJ!tepte qans le. même. rappqrt que 
le :~9p1~r~ d~ .~~sses m; ajnsi la quantité que représente 
K lorsqu'il n'y a que deux masses, devient ~ouble lorsqu'il 
y ~~ '.: quatrr, quadruple s'il y e~,a p,ujt,:a,insi de. suite. En 
dés;ig~~r~ .pa~ g. cette. q.1:l~:nti~op voit,que le nombre K 
deV~i! ,~~~~, .s1.l:çce~f,ve~ent. remp~cr par g! ~g" 4g, etc. Si 
lion p,às~ ~airtenap.t, à: ~a s~ppo5ition !,du corps. continu, 
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on écrira au lieu de m, valeur de chaque masse in6niment 
petite, l'élément dx; tu lieu du nombre n des masses on 

mettra J2 'It' , au lieu de J..~ on mettra ~ ~ ou 1fJK. 
:r' D :a z 

Quant aux températures initiales a" 4Z., a J , ai' 4., elles 
dépendent de la valeur de l'arc x, et, en considérant ces 
températures comme les états successifsd'unemême variable, 
la valeur générale ai représente une fonction arbitraire de x. 

L'indice i sera alors remplacé par d:' A l'égard des quan­

tités Œ" 'X., al, ces températures sont des variables. qui 
dépendent des deux. quantités x et t. En désignant par 11 

cette variable on aura 11=, (x, t). L'indicej qui marque 

la place que l'un des corps occupe sera remplacé par d,zz. 

Ainsi pour appliquer l'an;tlyse précédente au cas où l'on 
aurait une infinité de tranches, formant un 'corps continu 
dont la forme serait celle d'une armille, il faudra substituer 
auX quantités n, m, k, ai' i, 1Ij, j celles qui leur corres-

d . U d ~K f x ( ) '" 0 r pon ent, savon: dx' x, dx' x, dx' f x, t 'dx' n ,era' 

ces substitutions dans l'équation (!) art. 273 et l'on écrira 

;. dx' au lieu de sin. V dx, et i etj au lieu de i-I etj-I. 

Le' premier terme; S ai devient la valeur de l'intégrale 

;f j x d x prise depuis x = 0 jusqu'à x = .2 'If; la quantité 

sin. (j - [ ) ~ devient sin. j d.'I: ou sin. x " la valeur de 
. . 
cos. (j- 1) :; est cos. x; celle de ~f(ai sin. (i- 1) 'J.,,"fI: est 

~f f x sin. :x dx, l'intégrale étant prise depuis x=o jus-

42 
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qu'à Z=2w, et celle de ~S a i cos. Q-l 2,,"Ir) est 

~f(fr cos . ., d.,), 

l'intégrale étant prise entre les mêmes Iimit~, on obtient 
par ces substitutioWi l'équation 

f (x ,t)=1i=, ~ Sf.,d.,+ ~ (sin . .,Sf,xsin. rdr+cos.,xSfxcos.rdr) e -Cri 

+! (sin . .2.,xSfxsin. 2zd.r+cos . .2. zSfoX cÔs. 2xdz)e -2"G7&1 
~ 

+ etc. 

et représentant par K la quantité (J~\ on aura 

w1i=ijf,xdr+(sin.rffr: sin. rdr+ cos. rff,xcos. ",dr). _II 

( . .~' d ... d ) -,·kt + slO . .2.x,/fxsln.2x x+cos.!lz,/ iprCOS.2Z :r e 

+ etc. 
278. 

Cette solution est la même que celle qui • été rapportée 
,dans la section précédente, pag. 272 ; eUe donne lieu à 
diverses remarques. 10 II ne serait pas nécessaire de recourir 
à l'analyse des équations aux différence. partielles pour 
obtenir l'équation générale qui exprime le mouvement de 
la chaleur dans une armille. On pourrait résoudre ia ques­
tion pour un nombre déterminé de corps, et supposer ensuite 
ce Do~bre infini. CettE' méthode de calcul a une clarté qui 
lui est. propre, et qui dirige les premières recherches. Il est 
facile ensuite de passer à une méthode plus concise dont 
la mar<:he se trouve naturellement indiquée. On voit d'abord 
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que la distinction des v~leurs particulières qui, satisfaisant 
à l'équation aux différences partielles, composent la valeur 
générale, dérive de la règle connue pour "Il'intégration des 
équations différentielles linéaires dont les coëfficients sont 
constants. Cette distinction est d'ailleurs fondée, comme on 
l'a vu plus haut, sur les conditions physiques de la question; 
,20 Pour passer du cas des masses disjointes à celui d'un 
corps continu, nous avons supposé que le coëfficient K aug_ 
mentait proportionnellement au nombre n des masses. Ce 
changement continuel du nombre K est une suite de ce que 
DOUS avons démontré précédemment, savoir que la quantité 
de chaleur qui 5' écoule entre deux tranches d'un même 

prisme est proportionn~lle à la valeur de ~;,xdésignantl'ab. 
scisse qui répond à la section, et 'V la température. An reste 
si l'on ne supposait point que le coëfficient K augmente 
proportionnellement au nombre des masses, et que l'on 
retînt une valenr constante pour ce coëfficient; on trouve­
rait, en faisant n infini, un résultat contraire à celui qu'on 
observe dans les corps continns. La diffusion de la chaleur 
serait infiniment lente, et de quelque manière que la masse 
ent été échauffée, la température d'un point ne subirait 
aucun changement sensible, pendant un temps déterminé, 
ce qui est opposé aux faits. Toutes les foÏs que l'on. a recours 
à la considération d'un nombre infini de masses séparées 
qui se transmettent la chaleur, et que l'on veut passer au 
cas des. corps continus; il faut attribuer au coëfficient K, qui 
mesure la vitesse de la transmission, une valeur proportion­
nelle an nombre des masses infiniment petites qui compo­
sen t le corps donné. 
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30 Si dans la dernière équation que nous .venons d'ob­
tenir pOUl' exprimer la valeur de v ou t (x, t), on suppose 
t= 0; il sera nécessaire que l'équatiOD représente l'état 
initial, on aura donc par celte voie l'équation (p) que nous 
avons obtenue précédèmment, pag .• 56, savoir: 

Jj 
+5in.zffxsin.zdx+ sin. :lIzff,rsin . .2 ,rd.r + etc, 

~fx=~ 'fxdx . 
:11 + cos.zff,roos.,rd.r+ cos. ~ ,rff X 00 •• 2,rd z+etc .. 

Ainsi ce théoreme qui donne, entre des limites assignées, 
le développement d'une fonction arbitraire en séries de 
sinus ou de cosinus d'arcs multiples se déduit des règles 
élémentaires du c.aIeul. On trouve ici l'origine du procédé 
que nous avons employé pour faire dispara1tre par des inté­
grations successives tous les coëfficienJ;s, excepté un seul 
dans I"équation 

+ a, 5Ïn.z+ a.sin. 2.% + a, sin. 3.r+ etc. 
iflx=a 

+h, cos . .r+h. cos. :..r+h,cos.3.r+etc. 

ces intégrations correspondent au éliminations des diverses 
inconnues dans les équations Cm) p. 313 et 32.0, et l'on recon· 
naît clairement par cette comparaison des deux méthodes 
que l'équation (B) page 334, a lieu pour toutes les valeurs de 
.x compriaes entre 0 et 2. ~, sans que l'on soit fondé à l'appli. 
quer aux. valebrs de .x qui excèdent ces limites. 

279, 
La fonction f C.x, t) qui satisfait à la question, et dont la 

valeur est détenninée par l'équation (E) pas. 330 peut être 
~lprimée comme il suit 



CHAPITRE IV. 333 

"f (x; t) fdafa+ (. sin. xfdifa sin. 0+ .cos. xfdofacos .• ). -kt 

+ (2sin.!lxfd«fllsin. 2 «+2C06. 2.xfd'i'fa.cos. !h:) e -2" Jel 

+ (.sin.3xfd .fasin. 30+" pos. 3x fd.f. cos. 3.). -3'k t 

+ etc. 

on2wf(x, t';=fd.fa (1 +(,sW . .,.in.a+ .COO.zc08.2)e-:-kt 

(
. .. ) -.'kt + 2.SIn.2..2:Sm.2ct+2COS.2.t'COS.2.« e 

+(20in. 3:x;.in.30+ 2CO,. 3",coo: 30).-3' kt 

+ etc.) 

IdofoCI +~};cos. i(o_x)e-nt ), 

Le signe l affecte le nombre i et indique que la ~~mme doit 

être prise de i = 1 à i =.!.. On peut aU5Bi comprendre le o 
premier terme] sous ce signe 1, et l'on a 

Il faut alors donner à i toutes ses valeurs en nombres en .. 

tiers depuis - ~ jusqu'à + ~; c'est ce que l'on a indiqué 

en écrivant les limites - .; et + .;;. auprès du signe l, l'une 
de ces valeurs de i est o. Telle est l'expression la plus 
~onci8e de la solution. Pour développer le second membre 
de l'équation, on supposera i=o et ensuite i=I ,2,3,4, etc. 
et l'on doublera chaque résultat excepté le premier qui 
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répond à i =0, Lorsque t est nul il est nécessaire que la 
fonction 1'1 (x, t) représente l'état initial dans lequel les lem­

l'érat'OTeS sont égales Ilfz, on aor. donc l'équation identique 

. ~... +'. 

fx= .~!d.f.'i._c:S,i(.-~) (B) 

On a joint aux signes f etl les. indices des limites entre 
lesquel!e~ pntégrale et la somme doivent être prises. Ce 
théorème a lieu généralement" quelle que soit la forme de la 
fonction:f,2:··dans riD.~rvaLle d.e .1I'~O à X=2.~; il est le 
même que celui qui est exprimé pal' les éq"uations qui dOD­

nent le développement de F x, page 260 , et nous verrons 
dans la suit~ que l'on peut démTtr~r immédiatement la 
vérité de liéquation (B;, indépendamment des considéra· 
tio~ l'~écédeDtes. 

~8o, 

n est facile de reconnaître que la question n'admet 
aucune solution différente de celle '1"" donoe l'équation (E) 
pag. 330. En effet la fonction f.lx, t) satisfait entièrement 
à la question, et d'ap:rès la nature da l'équation différen­
'II d" kd'" ,. , . d tle e dt = dx" aucune au~re lonctIon ne peut JOUir e 

cette même propriété. Pour s'en convaincre i1 fallt con­
sidérer qlle le premier état du solide étant représenté par 

lUleéq ... tion oo.;.née ".=fx, lal!w<ion~"; est connue, 

puisqn~elleéquivantàk1;. Ainsi en désignant par 'Vs ou 

'VI + k dti~ d t la température all commencement du second 

instant, OR déduira la valeur de '112 de l'état initial et de 
réquation différentielle, On connaltra donc de la même 
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maPière les. valeurs 'Vs 'V4 'V, ••• 'V. de la te01pérature' d'un 
point quelconque du solide au commencewent" de chaque 
instant. Or la fonction t(x, t) satisfait à l'état initial, p~~ . 
l'on a p (x, 0) = fx. De plus elle , .. ti,fait aus.i à l'équation 
différentielle; par conséqnent étant différentiée elle, don-

o d'V, JI!. dV l l' 1 Il neralt pour dt' dt' dt' etc. es Memes va enrs que ce es 

qui résulteraient de l'application successive de cette équation 
différentielle (a). Donc si dans la fonction p (x, t) on donne 
successivement à t·les valeurs 0, w, 2 Ci), 36l, 4 (d, etc,' ID dé­
signant l'élément du temps; on trouvera les mêmes valeurs 
'V, 'V~ 'V3 'V4, etc. que l'on aurait déduites de l'état initi,fll et 

cl l, li' . Il d 1" . dv k d"v D e app cation cononne e . e equatIon Tt = t/?' one 

toute fonction ~ (:c, t) qui satisfait à l'équation différenlielle 
et à l'état initial se confond nécessairement avec la fonction 
11 (x, t): car ces fonctions donneront l'nne et l'autre une 
même fonction de :&, si l'on y suppose successivement 
t=o,~,.2",,3~ .... iw,etc. 

On v.oit par là qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution 
de la question, et que si l'on découvre d'une manièrequel~ 
conque une fonction ~ (oZ', t) qui satisfasse à l'équatiori diffé­
rentieUe et à l'état initial, on est assuré qu'eUe est la même 
qne la précédente donnée par l'équation (E). 

28,. 
Cette même remarque s'applique à toutes les recherches 

qui ont pour objet le mouvement va~ié. de la chaleur; elle 
suit évidemment de la forme même de l'équation générale. 

Lest par la même raison que l'intégrale de l'équation 

dv k ,p" "1' ' b" dt = dt' ne peutconteouqu uneseu 8J.onctJonar Itralre 

en x. En effet, lorsqu'une valeur de '(1 est donnée en fonc-
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tion de z pour une certaine valeur du ~temps t 1 il est évid,nt 
que touteS les autres valeurs de v qui corre:spondent a un 
teiup~ 'luelconque sont déterminées. On peut donc choisir 
arbitrairement la fonction de x ~ qui correspond à un certain 
état, et la fonction de deux variables z et t se trouve alors 
déterminée. II n'en est pas de même de l'équation 

d'v J''1J 
(Tx"-+ij=o 

qUI! .DOUS avo.n~ employée dans le chapitre précédent, et qui 
convient au mouvement constant de la chaleur; son inté­
grale contient deux fonctions arbitraires en z et j: mais on 
peut ramener cette recherche à celle du mouvement varié, 
en considérant l'état final et permanent comme dérivé de 
ceux qui le précèdent, et par conséquent de l'état initial qui 
est donné. 

L'intégrale que nous avons donnée 

." '. 

, fd f -i'k' '( ) - Il Il l e cos. l «-% •• • , 
_~on~~nt ,un~ fonction arbitraire fz, et elle a ' la même 
é~eD,d~~ que l'intégrale générale, q.ui ne contient aussi 
qu'une fonction arhitraire en x: ou plutôt elle est cette inté­
grale elle-même mise sous la forme qui convientà}a question. 
En effet l'équation 'V, = f x représentant l'état initial, et 
11 = f(X, t), représentant l'état variable qui lui succède; 
on vo~t que d'après la forme même du solide échauffé la 
valeur·de 11 ne doit point changer lorsqu'on écrit, au lieu 
de x, x ± i. !h:, i étant un nombre entier positif quel­
conque. La fonction 

'Jd f -i'kt 'c ) - Il ctle COS.t 11-% 
n 
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remplit ce~e condition; elle représente aussi l'état initial 
lorsqu'on suppose t= 0; car on a alors 

f:x"':' ~Jd.f. l cos. i (.-:x) 
.~ 

équation qui a été démontrée précédemment, pages ~6o et 333 
et qu'il est d'ailleurs facile de vérifier. En6n la même fonc­
. ., .. 1" . d'''' . Il dv K.J'v Qu Il non sabSlalt a equat10n luerentle e dt = dz" e e 

que soit la valeur du temps t 1 la température 'V est donnée 
par une série très-convergente, et les différents termes repré­
sentent tous les mouvements partiels qui se composent pour 
former le mouvement total. A. meo$UTe que le temps augmente, 
les états partiels de l'ordre le plus élevé s'altèrent rapidement, 
et ne conservent aucune influence appréciable; ensorte que 
le nombre des valeurs. que l'on doit donner à l'exposant i 
diminue de plus en plus. Après un certain temps le systê-me 
des températures est représenté sensiblement par les termes 
que l'on trouve en donnant à i les valeurs 0, ± [ et ±!1 ou 
&eU.lement 0 et ± [, ou enfin par le pre.mier de ces tennes 

qui est ~~f d rx.frt.; il Y a donc une relation manifeste entre 

la forme de la solution et la marche du phénomène physique 
que l'on a soumis à l'analyse. 

282. 

Pour parvenir à cette solutjon on a considéré d'abord 
les valeurs simples de la fonction 'V qui satisfont à l'équa­
tion différentielle; on • formé ensuite une valeur qui 
convient avec l'état initial, et qui a par conséquent toute la 
généralité que la question comporte. On pourrait suivre une 
marche différente et déduire la même solution d'une autre 

43 
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expression de l'intégrale; car cette solHtion étant nne rois 
connue, on en transfomle aisément les résultats. Si rOD 

suppose que le diamètre de la section II}oyenne de l'anneau 
devient de plus en plus grand à l'infini, la fonction f (x, t) 
reçoit, comme on le verra par la suite, une forme différente, 
el se confond avec l'intégrale qui contient une seule fonction 
arbitraire sous le signe d'intégrale dé6nie. On pourrait aussi 
appliquer cette dernière intégrale à la question actuelle; 
mais, si l'on se bornait à cette application, on n'aurait qu'uoe 
connaissance tres-imparfaite du phénomène: car les valeurs 
des températures ne seraient pas. exprimées par des 
séries convergentes, et l'on ne distinguerait point les 
états qui se succèdent à m~5ure que le temps augmente. Il 
faudrait donc attribuer à la fonction qui représeBte l'état 
initial la forme périodique que la question suppose; mais, 
en modi6ant ainsi cette intégrale, on n'aurait point d'autre 
résultat que celui-ci 

; (.x, t) = :~.r d .f. ~ c-"kt cos. i (.-.x). 

On passe aisément de cette dernière équation à l'intégrale 
dont il s'agit, comme nous l'avons prouvé dans le Mém"oire 
qui a précédé cet ouvrage. Il n'est pas moins facile d'obtenir 
l'équation en partant de l'intégrale elle-même. Ces transfor~ 
mations rendent de plus en plus manifeste l'accord de& 
résultats du calcul j maid elles n'ajoutent rien à la théorie, 
et ne constituent nullement une analyse différente. 

On ex.aminera dans un des chapitres &uiTants les diffé­
rentes rormes que p~ut rec6",,-oir l'intégrale de l'équation 
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dv d'v 1 ' II dt=KH' es rapports que es ont entre elles, et les cas 

où elles doivent être employées. 
Pour former celle qui exprime le mouvement de la chaleur 

dans une armille, il était nécessaire de résoudre une fonction 
arbitraire en une série de sinus et cosinus d'arcs multiples; 
les nombres qui affectent la variable S0115 les signes sinus et 
cosinus sont les nombres naturels 1,2,3, 4, etc. Dans la 
question suivante, on réduit encore la fonction arbitraire 
en une série de sinus; m:tis les coëfficients de la variable 
80115 le signe sinus ne sont plus les nombres 1, 2, 3, 4, etç. 
ces coëfficients satisfont à une équation déterminée dont 
toutes les racines sont irrationrielles et en nombre infini . 

• 

43. 
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..... _--_._--
CHAPITRE V. 

DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR Dun UNE 

SPH BRE SOLIDE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Solution fJénérale. 

~83. 

LA question de la propagation de la chalenr a été ""posée 
dana le chapitre II, section~, article "7 (page [11); eUe 
'. à" 1" . dv K (d'v • dv) consiste mtegrer equabon dt = d.r" +.z d z en sorte 

qne l'intégrale satisf .... , lorsque :x; = X, à 1. condition 

~: + h ... = 0, K déaigne le rapport CKD et h désigne le rap­

port i des deux conducihilitéa; 'It est la températnre que 

l'on observerait après le temps écoulé t dans une coucbe 
sphérique dont le rayon est z,. X est le rayon de la sphère; 
'V est une fonction de x et t qui équivaut à F ~ lorsqu'on 
suppose t= o. La fonction Fz est donnée, elle représente 
l'état initial et arhitraire du solide. 

Si l'OD fait.r='Vx,,. étant une nonvelle indéterminée, 
. 1 uh" dy K d'y ... \ ' on aura, apres es 8 stltutlona, dt = tI.r": 8lJl51 1 IBut 
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intégrer cette dernière équation, et l'on prendra ensuite 

. 11 .=~. On cherchera en premier lieu quelles son~ les valeurs 

les plus simples que l'on puisse attribuer .à y, ensuite on 
en fonnera une valeur générale qui satisfera en même temp8 
à réqUatioD différentielle, à· œlle de la surface et à l'état 
initial . Il sera facile de reconnattre que lorsque ces trois 
conditions sont remplies , la solution est complète, et que 
l'on ne pourrait en trouver aucune autre. 

284. 
S 

. .., , ,. d 
Olt Y = eu , u et;ant une lonction e:J:, on aura 

mu = K ~ . . On vQit d'abord que la valeur de t devenant 

in6nie, celle de ." doit être nulle dans tous les points i puis .. 
que le corps ... t entièrement refroidi. On De peut donc 
prendre pour m qu'une quantité négative. Or K a une 
valeur numérique positive ; on en conclut que la valeur de 
" Mpend des arcs de cercle , ce qui résulte de la nature 

d 1,,· Kd'u 80' A connue e equabon m u = tlz.' It u = cos. n z 

+ 8 ain. n z ; on aura cette condition m = - K n", Ainsi 
1'00 peut exprimer une .aleur particulière de v par réqua. 

_".0, 
tion "V = t: z (A 00&. n x + B sin. n z ) , n est un nombre 

positif quelconque, et A et B sont des COlIStaoteS. On 
remarquera d'abord que 1. constan te A doit être nulle ; car 
la valeur de 11 qui exprime la température du centre, lors­
qu'on fait .1:'=0 ne peut pas être infinie, donc le terme 
A cos. z · doit être omis. 

De plus le nombre 11- ne peut pas être pris arbitrairement. 
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En effet si dans l'équation déterminée ~; + hv=o on sub­

stitue la valeur de 'V ~ on trouveT'a 

nx cos. nx (hX-I) sin. nz=o. 

Comme l'équation doit avoir lieu à la surface, on y 
supposera x = X rayon de fa sphère, ce qui donnera 

olt x=,-hX. SaillIe n~mbre ,-hX el "X=" 
tango n 

on aura -'-=).. Il faut done trollver un arc l qui, divisé 
tang.l 

par sa tangente donne un quotient connu)., et l'on prendra 

TI . i. 11 es~ visible qu'il y a une infinité de tels arcs, qui 

ont avec .leur tangente Wl. rapp~rt donné; en sorte que 

l'équa'tion de condition ~ X t: 1 - Il X a une infinité 
tan~. n 

de racines réelles. 
• 

Les constructions sont très~propres à faire connaitre la 
nature de c~tte équation. ,Soit u = tango e (v~. fig. u), 
l'équàtibn' d'ùitè ligne dont l'arc~ est l'abscisse,et u l'ordon~ 

née j et soit u = i. l'équation d'une droite dont 8 et u dési­

gnent aussi les coordonnées. Si on élimine u avec ces deux 

équations, on a la proposée -i = tango f. L'inconnue 1 est 

donc l'abscisse du point d'intersection de la courbe et de la 
droite. Cette ligne courbe est composée d'une infinité d'arcs; 
toutes les ordonnées correspondantes aux abscisses -; 'Ir, ..; 'K', 
f r., f 1t", etc. sont infinies, et toutes celles qui répondent 
aux points 0, 1t', :J'Ir, 3 1t', 41t', etc. sont 'nulles. Pour tracer 

la droite âont l'~quation est u = i . I_fh x' on forme le 

• 
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qunré 0 J CD J, et portant la quantité h X de (0) en It, on 
joint le point h avec forigine Q. La courbe dont réquation 
est u=tang. t a pour tangente à l'origine non une ligne qui 
di.vise Yangle droit en deux partie~ égales, parce que la der-. 
nière raison de l'are à sa tangJrnte est 1. On conclut de là que 
si). ou 1- h X est une quantité moindre que l'unité, la droite 
mom passe à l'origine au-dessus de la courbe non et qu 'il y 
a uu pain't d'interst.'Ction de cette droite avec la première 
branche. Il est également évident que ta même droite coupe 
toutes les branches ultérieures n li) n, n 2; (0) n , etc. Donc 

l'équation -'-=). a un nombre infini de racines réelles. tang., : _ 

La première est comprise entre 0 et ;- 1 la seconde entre ~ 

et 3 ~, la troisième entre ~ 1C et 5 ~,ainsi de suite. ,Ces ra .. , , 
cines approchent extrêmement de leurs ' limites :supérieures 
lorsque leur rang est très-1lvancé. 

a~. 
Si l'on veut ealculer là valeur d"une de ces racines , par 

e .. emple : de la première , on peut employer la rt-gle :.-uÎ­

vante: on éc,ira les deux- équations t = arc. tango u et 

u = i, arc. tango u désignant la lon~eur de l'arc dont la 

tangente est u. Ensuite prenant un nombre quelconque 
pour u J on en conclura ,. au moyen d.e la première équa­
tion, la valeur de e; on substituera cette valeur dans la 
seconde équation, et l'on en déduira une autre valeur de u ; 
on substituera cette seconde 'valeur de Il dans la première 
équatiou ; 00 en déduira la valeur de e qui, au moyen de 
la seconde équation, fera connaître une troisième valeur 
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de u. En la substituant d~DS la première équation on aura 
une nouvelle valeur de e. On continuera ainsi de détenniner 
u par la seconde équatiou, et e par la première. Cette opé­
ration donnera des valeurs de plus en plus approchées de 
l'inconnue 1, la CODstruction Juivante rend cette conver-
gence manifeste. . 

En elTet, si le point u correspond (voy. fig. 13) à la 
valeur arbitraire que l'on attribue à l'ordonnée u; et si l'on 
substitue cetteva leur dans la première équation ~rc. tango u, 
le point e correspondra à l'abscisse que l'on aura calculée, 
au moyen de cette équation. Si l'on sub6titue cette 

abscisse e dans la seconde équation u = i 1 on trouvera une 

ordonnée u,' qui correspond au point li. Substituant u' dans 
]a première équation, on trouvera une abscisse ,,' qui répond 
au point,,; ensuite cette abcisse étant substituée dans la 
seconde équation fera connaître une ordonnée u· qui, étant 
substituée dans la première, fera connaltre une troisième 
abscisse c~, ainsi de suite à l'infini. C'est-à-dire que, pour 
représenter remploi continuel et alternatif des deux équa~ 
fions précédentes, il faut par le point u mener l'horizontale 
jusqu'à la courbe) par le point d'intersection , mener la 
verticale jusqu'à 1. droite, par le point d'intersection rt 
mener l'horizontale jusqu'à la courbe, par le point d'inter~ 
section l' mener la verticale jusqu'à la droite, ainsi de suite 
à l'infini, en ,s'abaissant de plus en plus vers le point cherché. 

287. 
La figure précédente (13) représente le cas où l'ordonnée 

prise arbitrairement pour u est plus grande que celle qui 
répond au point d'intersection. Si l'on choisit au contraire 
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pour la valeur initiale de u, UDe quantité plua p"etite, et 

que l'on emploie de la même manière les deux équations 

• = arc. tango u, u =i:, on parviendrait encore à des valeurs 

de plus en plus approchées de l'inconnue. La figure ([ 4) fait 
connattre que dans ce cas on s'élève continuellement vers le 

,point d'intersection en passant par les poin.ts Ut u' t' u" e\ etc. 
qui terminent des droites horizontales et verticales. On 
obtient, en partant d'une valeu~ de ",.trop petite, des quan­
tités l ,: ,. e'" ln, etc. qui convergent vers l'inconnue et sont 
plus petites qu'elles; et l'on obtient, en partant d'une. valeur 
de u trop grande, des quantités qui convergent aussi vers 
l'inconnue, et dont chacune est plus grande qu'elle. On 
connatt donc des limites de plus en pIlla resserrées, et entre 
lesquelles la grandeur cherchée eera toujours comprise. 
L'une et l'autre approximation sont représentées par la 
fonnule 

1 = .... arc. tang.(i arc. tang.G: arc. tango Ci arc. tang. i) )) 
Lorsqu'on aura effectué quelques-unes des opérations indi­
quées, les résultats successifs différeront moil'is et l'on sera 
parvenu à une valeur approchée de 8. 

288. 
On POUlTait se proposer d'appliquer lés deux équations 

• = arc. tang. u, et u = i. d~ns, un ordre différent, en leur 

donnant cette forme u = tang .• et' • --:.). u. 'On prendrait 
pOJlr 1 une valeur arbitraire, et, en la substituant dans la 
première équation, on trouverait. ~a valeur de u, qui étant 
substilliée dans 1. seconde équation ,donnerait une second. 

44 
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valeur de a; on emploierait ensuite cette nouvelle valeur de 
• de la même manière qu'on a. empfoyé la première. Mais il 
est facile de reconnaître , par les constructions, qu'en sw­
vaot le cours de ces opérations" on s'éloigne de plus eD 

plus du point d'intersection, au lieu de s'en approcher, 
comme dans le 'cas 'précédent. Les valeurs successives de E 

que l'on obtiendrait djminueraient continuellement jusqu'à 
zéro, ou augmenteraient sans limite. On passen.it successi­
vement ùe,,- en u·, '-de u' en ,', de,,' en u', de u' en " ainsi 
de suite à l'infini. 
. La règle que l'on vient d'exposer pouvant s'appliquer an 

calcul de chacune des racines de.!' ~quation -'- . 1 - h X . . , tang., 

qui ont d'ailleurs des. limites d'onnées, on', dait regarder 
toutes ces racines comme deS oombres connus. Au reste il 
était seulement néoeS69.ire de ' se éonvaiDcre que l'équation 
a une infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce pro-­
cédé d'approximation parce qu'il est fondé 6ur une construc­
tion remarquable , qu'on peut employer utilement" dans 
phnieurs cas, et qu'il fait connaltre sur-Ie~hamp' l~ nature 
et les limites des raciues; mais J'application qu'on ferait 
de ce procédé à l'équation dont il s'agit serait -beaucoup 
trop lente; il serait facile de recourir dans la pratique à une 
autre méthode d'approximation. 

289. 
On connait maÎntenant une forme particulière que l'on 

peut cJonnér à lafoDction 'li, et qui satisfait à' deux condi­
tions de la question. Cette' solution est représentée par 

l
,. ' . ..' · A.~~/I1'''1 sin:nz -:'1.' t, lin. no%' Le 
equatlODv-:- ./ :k ;" oU'V,::::::::ae flZ • 

, 
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coëfficient a est un nombre qUelconque, et le nbm'bre n est 

tel ,que l'on a ~:s.:x= 1 -. ,h X,. Il: en résulte que si les 

températa~~s' i~j~iales d~s différentes. cou~bes étaie~lt pro-" 

portio~nell~ ,au quotie,nt !I,i:;X, eUes Himinueraient toutes 

à-la-fois; en 'conservant entre elles pendant toute la durée 
do ~froidi8~ement les r.apports qui avaient été établis; et la 
température Af cQaq~e poin~ ~'ab~isserait c<?,:nme l'ordonnée 
d'une logarithmique dont l'abscis"" dés\gller,ut le temps 
écoulé. Supposons donc que, l'arc t étant divisé en parties 
égales et pris pour absciSse, on élève en chaque 'point de 
division une ordonnée égale au rapport du sinU5 à l'arc. Le 
systêm~ de toutes ces ordonnées sera celui des tempéra­
tures initiales, qu'il faut attribuer aux différentes couches, 
depuis le centre jusqu'à la surface-,Je rnyon total X étant 
divisé en parties égales. L'arc, dont la longueur représente­
rait dans cette construction le rayon X ne doit pas être 
pris arbitraire,ment j il est, nécessaire quec,et arc ait avec 
sa tangente un rapport donné. Comme il y a une infinité 
d'arcs qui satisfont à cette condition;, on formerait ainsi 
une infinité de systêmes des températures initiales, qui 
peuvent subsister d'euxwmêmes dans la sphère, sans que 
les rapports des températures changent pendant la durée 
slll refroidissemen~1 

!lo9°· l' 

n ne reste plus qu'à for~er. un·état,'initial.quelconque, 
au moyen d'un certain nombre Q~ 4'une infinité d'états 
partiels, dont chacun représente un de ces systêmes de 
température que noil&.avcfus considéré" préeéàemment, et 

44. 



348 THÉORIE DELA CHALEUR. 
dans lesquels l'ordonnée varie avec la distance x, propor­
tionnellement au quotient du sinus par l'arc. Le mouvement 
général de la chaleur dans l'intérieur de la sphère, sera alors 
décomposé en autant de mouvements particuliers dont 
chacun s'accomplira librement comme s'il était seul. 

Désignant par n, n. n, n4 ns, etc. les quantités qui satis-

font à l'équation .. n~~x=l-hX, et qu~ l'on 8UppOoe 

rangées par ordre, en commençant par la .f)lus petite; on 
fonnera l'équation générale 

-in:t . -kn:t . -kn;t . 
'V.x=a,e Sln.n,z+a,e ... sln.n,z+aje sm.n]z+etc. 

Si l'on fliit t= 0, on aura pour exprimer l'état init;ial des 
températures 

xv=a, sin. n, .x+a, sin. n • .x+a1 sin. n,z+a. sin. n. x+etc. 

La question consiste à détenniner, quel que soit l'état 
initial, les coëflicients a, o .• al aH etc. Supposons donc que 
l'on connaisse les valeurs de 'V depuis x=o jusqu'à x=X, 
et représentons ce systême de valeurs par F x; on aura 

"9" 
Pour déterminer le coëfficient a" on multipliera les deux 

nombres de l'équation par x sin. nx d x, et l'on intégrera 
depuis x=o jusqu'à x===X. L'intégrale/sin. mx sin. nx dx 
prise entre ces limites, est 

..,.!--; (-msin.nXcos.mX + n,sin.mXcos.nX). 11I-n. . 



CHAPITRE V. 349 
Si m et n .sont des nombres choisis paTmi les racmes 

. . , '1" . nX hX n, n~ nl n~, et qUl sabslont a equatlon ta X 1 - , 
Dg. " 

ou aura 

mX 
tang.mX 

nX X· X . X 
X oumcos.m SID.n -nsm.m cOS.nx=o. 

t:mg.n 

On voit par-là que la valeur totale de l'intégrale est nulle; 
mais il ya un seul cas où cette intégrale De s'évanouit pas, 

c'est lorsque m=n. Elle devient alors~, et, par l'applica­

. d '1 Il 'd"xX x. X tlon es reg es connues, e e se re Ult a - - -4 510.!ln • • • 
Il résulte de· là que pour avoir la valeur du coëfficient a" 

dans l'équation (e), il faut écrire 

2!xsin.n,x.dxFx=a. (X-
2
:. sin.2n,X} 

Le signefindiquant que l'on prend l'intégrale depuis %=0 

iU8q~'à x = X. On aura pareillement 

2f x sin. n~x dx Fx=aa (X-
2
:. sin. ~n~X)-

On détenninera de même tous les coëfficienUl suivants. Il 
est aisé de voir que l'intégrale définie ~J x . sin. nx dx F x . 
a toujours une valeur déterminée, quelle que puisse être la 
fonction arbitraire F x. Si cette fonction F x est représentée 
par l'ordonnée variable d'une Iigt.e qu'on aurait lracée 
d'une manière quelconque, la fonction x F x. sin. n x 1 cor­
respondra aussi à l'ordonnée d'une seconde ligne que l'on 
constmirait facilement au moyen de la première. L'aire 
terminée par cette dernière ligne entre les abscispes ~ = 0, 
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x = X fera connaître le coëllicient ai' i étant l'indice dll 
rang de la racine n. 

La fonction arbitraire F x entre dans chaque coëf6.cient 
sous .le signe de l'intégration., et donne à la valeur de v 
toute la généralité que la question exige, on parvient aiœi 
à l'équation suivante .. 

sin.n,.xJxsin.n,.rF,r.d.r 7.. sin.n,.rJxsin.n,:r:Fxd:r: _ .• , 
:cv -IUI,l - .. n.t 
-= X " X e + X " X e + etc. • --sm.~Il, --51n.:ln. 

!l", 211. 

Telle est la forme que l'on doit donner à l'intégrale générale 

d l" ' dv Kd'v .dv 'Il ' e equabon dt = dx' + .r dx" pour qu e e represente 

le mouvement de la chaleur dans la sphère solide. En effet 
tolites les conditions de la question seront remplies.: 1° l'équa­
tion aux différences partielles sera satisfaite; 2° la quantité 
de chaleur qui s'écoule à la surface conviendra à-la-fois à 
l'action mutuelle des dernières couches et à l'action de l'air 

l ' " d' 1'" d v· h • sur a surlace; c est-a- 1re que equatlOn dx + 'V = 0, a 

laquelle. chacune' des parties de la valeur de 'V ~Btisfait 
lorsque x = X, aura lieu aussi lorsqu'on prendra pour v 
la somme de toutes ces parties; 30 la solution donnée con­
viendra à.l'état initial lorsqu'on supposera le temps nul. 

292 . , 

Les. racines n,. n, n) no et~ .~~ .~'équa~iont~~~.J. 1-. -hX 

sont très-inégales; d'où l'on conclut que si la valeur du 
temps écoulé·t est considérable, chaque terme d.e.I~ valew: 
de 'V est extrêmement petit par rapport à celui qui le pré; 
cède. A mesure que le temps du refroidissement augm.ente, 
les dernières parties de la valeur de 11 cessent d'avoir aucune 
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influence sensible; et ces états partiels et élémentaires qui 
composent d'abord le mouvement général, afin qu:il puisse 
comprendre l'état initial, disparaissent presqu'entièrement, 
excepté un seul. Dans ce dernier état, les températures des 
différentes couches décroissent depuis le centre Jusqu'à la 
surface, de même que dans le cercle les rapports du sinus 
à l'arc décroissent à mesure que cet arc augmente. Cette loi 
règle . naturellement la distribution de la chaleur dans une 
sphère solide.- Lorsqu'elle commence à subsister, elle se 
conserve pendant toute la durée du refroidissement. QueUe 
que soit la fonction F:x qui représente l'état initial, la loi 
dont il s'agit tend de plus en plus à s'établir; et lorsque le 
refroidissement a duré quelque temps, on peut supposer 
qu'elle existe sans erreur sensible. 

293. 
Nous appliquerons la solution générale au cas où la sphère 

ayant été long-temps plongée dans un liquide, a acquis dans 
tous ses points une même température. Dans ce cas, la 
fonction F x est 1, et la détermination des ooëfficients se 
réduit à intégrer .x sin. n x d.x, depuis .1:_= 0 jusqu'à 

X ., 1 sin.nX-nXC05.nX 0 la .x = ,cette mtegra e est ",' . one va-

leur d'un coëf6cient quelconque est exprimée ainsi 

2 sin.nX-nXcos./lX 
a=:;- .. Jl. 

.a n ,in.n X C05.n X ' 

le rang du coëfficierit est détenniné par celui de la racine n, 
l'équation qui donne ces valeurs de n est 

nXcos.nX 
ain.n.X 1 - hX. 
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d • 4X 
on trouvera one a = _. X X 

Il II coS.tlC Il C05.IIX· 

Il est aisé maintenant de fonner la valeur générale; elle 
est donnée par l'équation 

v'" 
.X4 

-kn:t . -kn:t . e 1110. n, :r: e SID. 1I~.r 

Xl + + etc. n. (II, X cosee. Il, X COI. Il, n(II.X cosec.II~X cos.~X) 

En dési~ant par c, t. '3'41 etc. les racines de l'équation 

-'-= 1 - h X, et les supposant rangées par ordre en 
blng •• 

commençant par la plus petite; remplaçant n. X, n. X, n, X, etc. 
par '. t. I!J, etc;, et mettant au lieu de K et h leurs valeurs 

K 4 "1" d • ë'Jj et K' on aura pour exprimer es varIa bons es tempe-

ratures pendant le refroidissement d'une sphère solide qui 
avait été uniformément écbauffée, l'équation 

f

. Z 
!ah SlO,t,; 

'V=-x 
K '" " :r 

. Z K .' -- -.!..t 
Il C.D X. .ID··,X 

---:---+ --::= -----+ etc. 
'" I,CQ.ec.I.-cOS," '. X I,cosee. ',-COS.I!, 

SECTION II. 

Remarques diverses sur cetre solution. 

294. 
Nous exposerons qnelque8-~unes des conséquences que 

l'on peut déduire de la solution précédente. Si l'on suppose 
que le coëfficient h qui mesure la facilité avec laquelle 1. 
chaleur passe daos l'air, a une très-petite valeur, ou que le 
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rayon X de 1. sphère est trèa-petit, la moiDd"" Valeur de , 
sera extrêmement voÎBine de zéro, en sorte -que l'équation. 

, ([-~ I~) 
, h X 'd . à' hX 

-=1-1( serewt '-T' OU, en 
Wlg.a • __ '_" 

. 2.3 

1 · , . d 3 hX omettant es pwssances supeneures e.,,' = y' D'un 

autre côté la quantité -.-'- -- cos .• devient, dqns la même 
SID.fI . 

, 2AX' .in·(·i) 
hypothese, -K.-' Quant au terme z il se réduit à 

'x 
1. En faisant ces substitutions dans l'équation générale, 

" ---, 
on aura 'V = e . C.D.X + etc. On peut remarquer que les 
termes suivants décroissent très-rapidement en comparaison 
du premier, parce que la seconde raci~e n. est beaucoup 
plus grande que zéro; en sorte que si les quantités h on X 
ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer lea 

", 
variations des températures, l'équation 'V= e- C,D.1. Ainsi 
les différentes enveloppe. sphériques dont le solide est 
.composé conservent une température commune pendant 
toute la durée du refroidissement. Cette température diminue 
comme l'ordonnée d'une logariÙlmique, le teD;lps étant pris 
pour abscisse j la température initiale qui est [ se rédl1it 

H, 

après le temps t à e - C.D.X. Pour que la température initiale 

devienne la fraction :' il faut que la valeur de t soit 3x,. . ~Dm. 
Ainsi, pour des· sphères de même matière qui ont des dia-

45 
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on trou\'era , 

Il est aisé 
est donnée p' 

'V '" , 

iXl=n,(n,X , 

En dé5i~ant 
• 
~=I-h 

commençant pa 

par Ir '", 'J, etc . . 
K A 

C. D etj(' on au , 

ratures pendan t 
avait été nniform, 

f
· '" 24 Iln", _ 

11=X-X -? -
'r - f , '. '" . 

Remarq,U!, 

• NOII8 exposeroll8 qu 
Ion peut déduire de la 
que le coëfficient " qu, 
chaleur passe dans l'air . 

II· c 

:::w Hl 

-~----_u.' "'_.Ir 
--~ ~~ :'15 ?tut. rt 

:. la .- ~ :.-=-. - -=rtU'. 1. J lid, 

_ : 'S... ':"~_ . " ..;..:-
~-

. ~ . ~ :~ie. C o 

.~--_. '- ' . ,~ttk' ~ œIIe 
___ c .... -...n -_. . 

_ ._~ _ .;: -.J'- n.1 '· 

---- . ~ - -= _~ SIIide 
- ~ . dn::- àetroi,s.. ------.......... , .... 
----~-*.~~ _o . _ ..... 

. ~ :...._-----_ .... 5i. 
__ --- -_-'fIII!l .... 

-~----- _. -.." .... 
--_ ._.~ --_._- ta. 
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l'équation vo=e-3o.p.x. Ainsi, on ...... p.r.n. les tmDfiI 
respectifs que deux petites sphères emploient à perdre la 
OIDitÎé ou une partie aliquate !le leur chalepr aot<dlo, on 
doit trotWef qua ces tamps $OfIt propéN:tiQonela .... dia.-
mètres. 

296. ., 
Le ' 1 .• 1'" -3--resu tat expnme par equatlOft 11.:;:;:: e C.D.X ,ne con-

vient qu'à des mass'M d'une forme semblable et de petite 
dimension. Il était connu depuis long-temps des physiciens, 
et il se préaente pour aÎll!li di .... de loi-tn<1me. En elTe~ si 
un <orps quelconque est a ..... petit pour que l'on puilllll: 
regarder comme égales les températures des différenq 
points, il esl facile de reconnaltre la loi ~ ."froiru."eœell.t, 
Soit 1 la te.mp~rature initiale eODlmlUle .. tous les' points, 
et v la valellr de œ!te températllnl après le temj14 éeoulé 1 i 

il est visible que la quantité de chaleur qui s'écoule pend.n~ 
l'instant dt dans le milieu supposé entrltenu à la tempé­
ratlUe 0 est h S v dt. en désignaot par S la $urface eU ... 

rieure du corps. D'un autre côté C étaot la çhalellr 'lui est 
nécessaire pour élever l'unité de poids de la te.ll1pératJ,ut' .0 

à la températw-e 1, on aura C.D. V pour l'expression de la 
quantité de chaleur qai porterait le volume V ~u coI]I." dou! 
la densité est 0 de la température a à la température 1. 

D AS.dt 1 "d'-' d" one C. u. V est a quantlte ont __ temperature 'V est Iml-

nuée lorsque le COI'j14 pera Ul>e qnll,ltÏ.té de cbalellr égale à 

h S IV dt. Ort doit danc aWlir réquation tl v =- ~~D.t' ' 
H, 

ou .. "".- c.D.v .. Si 1."', .... ]'6 a la "rIDe iPht'ziqw., oQ aura, 

45. 
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en appelant X le rayon total, l'équation 1> = e-t.D:i', 

'97' 
Supposons que l'on pui ... observer pendant le refroidia-

sement du corps dont il s'agit deux températures 1.1. et 'V., 
coJTeSpondantes aux temps t, et t.; 00 aura 

log. vt-Iog. -v" 
t. t, 

On connaitra d,one facilement par l'expérience l'exposant 
45 S' l' , . • b . d C.D.V' 1 on laIt cette meme 0 servanoo sur ee .corps 

difTérents, et si l'on connalt d'avance le rapport de leurs 
chaleurs spécifiques C et C'; on trouvera celui de leurs 
conducibilités extérieures h et h'. Réciproquement, si l'on 
est Condé à regarder comme' égalt>5 les valeurs h et h' de la 
conducibilité extérieure des deux corps différents t on con­
naltra le rapport des chaleurs spécifiques. On voit par-là 
qu'en observant les temps du refroidissement pour divers 
liquides et autres substances enfermées successivement dans 
un même vase d'une très-petite épaisseur, on peut déter­
miner exactement 1es chaleurs spécifiques de ces substances. 

Nous remarquerons encore que le coëfficient K qui mesure 
la conducibilité propre n'entre point dans l'équation 

-3~ 
11=6 C.D .1, 

ainsi les temps du refroidissement dans les corps de ·petite 
dimension ne dépendent point de la conducibi~té propre;­
et l'observation de ces temps rie peut rien apprendre sur 
cette dernière propriété; mais on pourrait la déterminer en 



CHAPITRE IV. 

mesurant les temps du refroidissement dans des vases de 
différentes épaisseurs. 

~98. 
Ce que nous avons dit plus haut sur le refroidissement 

d'une sphère de petite dimension, s'applique au mouvement 
du· thermomètre dans l'air ou dans les liquides. Nous ajou. 
terons les remarques 5uivante~ sur l'usage de ces instru-
menu. 

Supposons qu'un thermomètre à mercure soit plongé 
dans un vase rempli d'eau échauffée, et que ce vase se 
refroidisse librement dans l'air dont la température est 
constante. Il s'agit de trouver la loi des abaissements suc­
cessifs du thermomètre. 

Si la température du liquide était constante, et que le 
thennomètre y fut plongé, il changerait de tetnpérature en 
s'approchant très-promptement de celle du liquide. Soit 'V 
la température variable indiquée par le thennomètre, c'est­
à-dire son élévation au~dess,us de la température de l'air; 
soit u l'élévation de la température du liquide au-dessus de 
celle de l'air, et t le temps correspondant à ces deux valeurs 
Il} et u. Au commencement de l'instant dt qui va s'éco·uler, 

~ la différence de la température du thermomètre à celle du 
mercure étant 'V - u la variable 'V tend à diminuer, et elle 
perdra dans l'instant dt une quantité proportionnelle à 
V-Uj en sorte que l'on aura l'équation d'V=-h('V-u)dt. 
Pendant le même instant dt la variable" tend à diminuer, 
et elle pèrd une quantité proportionnelle à u, en sorte que 
~'on a l'équation du = - H u dt. Le coëf6cient H exprime 
la vitesse du refroidissement du liquide dans l'air, quantité 
que l'on peut facilement reconnattre par l'expérience, et le 
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coëfficient " e.prlme 1. 'flte ... avec laquelle le thermomOtre 
se refroidit dans le liquide. Cette dernière 'fltas.., elt be .... 
coup plus grande que H. 011 peut pareillement trouver par 
l'expérieooa 1" coëf6œent h en faisant refroidir le thermo­
mètre dàna le liquide mtretenu à UD6 température CODstantè. 
Les deax équation. d .. =-Hadt tt d",=~l'('11- .. )d, 

-Ht,J" • • A _AI, . 
ou U = A e et dt = - fi, 'V + fi, e IQUmlsseut 

~t!lle-cl ." - u= b e~'t + a He- Ht
, a et 6 étant des con­

stantes arbitraires. Supposons maintenant que la valeur 
initiale de 'V -- u soit .:1, a'est-à-dire que la hauteur du 
thermomètre surp}lSSe de <1. la vraie température du liquide 
au commencement de l'immersion; et que la valeur initiale 
de u soit E, on déterminera a et hl et l'on lura 

-ht R.E (~HI -h') 
v-u=.:1e +'--B e -e . 

• . , l' d h ' ,. d' La quantIté 'V - ft est erreur u t ermometre, c est-a- Ife 

la différence qui se trouve entre la température indiquée 
par le thermomètre et la températnre réelle du liquide au 
même instant. Cette différence est variable, et réquation 
précéd.ente nous (ait connaître suivant quelle loi elle tend à 
décroitre. On voit par l'expression de cette différence v-es 

que deu'xde ses termt6 '11i11i ooatiooneat .. - ht diminuent 
trè.-.... pidement. avec 1. vItesse q1l'OIl r ...... l'f!'K*'ait d.oœ 
le thennomètre, ai on le plons6ait ào.nl le J~e.à tempé.­

rature constante. A l'égard du tenne qui tdnti~nt e - H', 
.oh décrois."",ent est beauccrup plb~ lent, et .'opère nec 
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la vu- du refroidisaement du y_ dans l'air. Il r.!.&ulte 
de là qu'après"" tempo bien peu rousidéubk, l'erreur du 
Ihermomètre est représentée par le seul terme 

H.E -H, H 
A H e ou h-1!' .". 

299' 
Voici maintenant ce que l'expérience ,apprend .sur 1es 

wleurs de H et li. On "plongé ciano l' ... u, /0 8° ~ .( divi.ion 
IICtogéoimale l, . ua thermolllètre qui avait d'Ülord été 
écbauffé, et il œt descendu dans l'eau de 40 à 20 degrés eu 
ai1 secondes. On a répété plusieuT'S fois et avec soin cette 

, , On d" l' 1 al d -A expenence. trouve aprea ce a que a v eur e e 
est 0,000042, si le temps est compté en minutes, c' est-à­
dire que l'élévation du thermomètre étant E au commence­
ment d'une minute, die sera E (o,oooo.4lI) à 1. fin de cette 
minute. On trouve oussi " log .• = - 4,~6J27J. 0... 
lai. en même temps Be refroidir dans l'air à :120 U4 Vise 

de poroeloine, remplid'ea. échauffée il 60°. La ul_ d~ 

e-Ji dans ce cas a été trouvée de 0,98514, celle de H log. e 
est - 0 , 006500. On voit par-là combien est ,petite la valeur 

de 1. fraction e -'As et qu'après une seule minute chaque 

~ IDIIltiplié par • -A, n'""t pao la moil;i~ de ta diJ;­
millième partie de oequ',1 élBit an commenoe_nt de cette 
minute. On doit donc n'B1'OÎr aacun -égard. à ;Cet! .termes 

dans la valeur de 11- u. Il reste l'équation 11--" = la H.~ 
H. H H. D' è '-- al . 011. 'V -,U = T - h HOT' apr 5 JJ:r:i Y eun trouvecs 

pour il et ", on "Voit que cette deroiè.., quantité h est pla. 
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de 673 foi. plus gnlnde que H, c'est-à-<lire que le Ihermo-: 
mètre .., refroidit dans l'eau plus de six cent foia plua vite 

que le vase ne se refr:oidit dans l'air. Ainsi le terme 8
4
" est 

certainement moindre que la 600e partie de l'e1évatioD de 
la température de l'eau au-dessus de celle de l'air, et Comme 

le terme ft H H'"4 U est moindre que la 600e partie du pré­

cédent qui est déja t .... -petit, il .'ensuit que l'équation 
qu'on doit employer pour représenter très-exactement 

l'erreur du thermomètre est 1) - U = Hlt. En génénl s.i h 

cst une quantité très-grande par rapport à H, on aUra tou­
. 1'" H.u JOurs equatlon 'V - U = T" 

300. 
L'u.amen dans lequel on vient d'cntrer fournit des consé­

quences très .. utiles pour la comparaison des thermomètres. 
La température marquée par un thermomètre plongé daDO 

un liquide qui se refroidit est toujours un peu plu. forte 
que celle du liquide. Cet excès ou erreur du thermomètre 
"diminue en même temps que l'élévation du thermomètre. 
On trouverait 1. quantité de J. correction en multipliant 
l'élévation actuelle u du thermomètre, par le rapport de la 
vltease H du refroidissement du vase dans l'air à la vitesae 
" du refroidi_ment du thermomètre dans le liquide. On 
pourrait supposer que le thermomètre, lorsqu'il a été pl0ll8'é 
dans le liquide, marquait une température inférieure. C'est 
même ce qui arrive presqu~ toujours; mais cet état ne peut 
durer; le thermomètre commence à se rapprocher de la 
température du liquide; en même temps le liqnide · se 
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refroidit, de 60rte que, le thermomètre passe d'abord ~ 1. 
température même du liquide, ensuite il indique 'une tem. 
pérature eJ.tftmement peu différente et-toujours liupérieurè. 

300, 
On voit par ces résultais que ai 1'00 plonge dan. mi même 

vaae rempli d'un liquide qui se refroidit lentement diffé­
rentll tbermom'ètrea, ils doivent tous indiquer à très-peu­
pre. Ii. même' température dan. , 1. même 'in.lsnt,' Appelant 
h,h', h', ; 1 .. vite .... d .. refroidioseli1ent de ,char"" de ct. 

Ir , "d 1 l' 'd ' ' H," lb H.. ' 
t erlnomettes ans e lqul ~, on anra T;' 7T; ,F pour 

le~ erreurs respectives. Si deux theI:mOfOètres . SOQt . . éga,I~~ 
ment sensibles, c'est-à-dire si les q\l~tités h et h; sont le~ 
mémés:, leurs températures ditT~reront également de celleA 
du liquide. Les ooëfficients.J,. J . h', h-, ont de grandes ,va,leurs 
. • . , l ' - . " 
en ' ~0r.te que le,s erreurs des thermomètres son,t ~es qu~r:-,~ 

ti~. extrêmement petites et sollvent in'p'pré~i.ble., On con: 
clut "de là que si un. thermomètre ellt construit avec soil'!- ~t 
peut être regardé comme exact 1 il sera facile de coDstruire, 
plusie':lr5 autres thermomètres d'une exactitude égale .... Il 
suffira de placer tous les thermomètres que l'on voudra 
diviser dans un vase ' rempli d'un liquide qui se refroidit 
lentement, et d'y placer en même temps le thermomètre qui 
doit 8enir de';œodè-le; on n'aura pltLS qu'à les obsener tous, 
df ~egré en drgré, ~uà de plus grands intervalles, et l'on 
marquera' les points' où 'le mercw.e s~' trouve en même temps 
dans les différents thennomè~res. Ces points seront ceux 
de. divisions 'cherchées; NoUs avons, apphqué ce procédé à 
la construction des thermomètres employés dans nos expé. 

46 
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riencel, en sorte que ces iuabQiüenla coïncida.itnt toa,joan 
euctement dans de. ~in:onstaDCeS oemblabl ... 

NorHIeuJ.-nt œtte compll'lioon d .. th""""",,,1taI pen_ 
dant la durée du refroidissemeot du liquide établit entre eux 
..... coïacideoce parlàiœ, ct les rend tou .. mblablcs l un 
.. ul IIJCKIèole; mais 011 en déduit aw&i le _yen de di ..... 
uaclem.ot le tube de ce thermoraèb'. prinripa1aur le""""" 
ta"" 1... antreo dOÏTeDt être HgIéI. On atisfait ainai à la 
cunditi_ &.ndomentaie de cet . i..........."t, .q.i .. t qUI! 
deux intervalles quelconques comprenant "U!" l'échelle UI1 

même nombre de degrés contiennent la même quantité de 
mereure. Au resle nous omettons ici piusieul'II détails qui 
n'appartiennent point directement à l'objet de notre ouvrage. 

301. . 
On a ddterminé dans les articles précédent. 1. tempé­

rature 1J que reçoît après le tempS écouté t une couche sphé­
rique intérieure placée à la distance :r: du centre. Il s'OjlÏI 
maintenant de calculer la valeur de la température moyenne 
de la spbère, ou celle qu'aurail ce solide si toute la quantiu! 
de chaleur qu'elle contient était également distribuée entre 
Ions 1<5 points de la masse. Le solide de la sphère dont le 

rayon est z étant 4w -;, la quantité de cbal~ çoDteAU 

cIa... une enveloppe apbériqa dont la . """"l'MUN! est .. , 

et qui est placée A la dislJlhce :r:, sera 4''11 d (!f). Ainsi la 

. f,,·4(!f) 3 ( l':--.t.. chùew lIIOyeIllW Olt 4 ll" ou. '{IJ 11:' 11 Il,, , ~ 
. , 4,,-. . 
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pleétaDt prie<: dqtui. iI; .... q jwq"'à. 'il = X. On 111*"" 
pom .. fa valeur 

et l'OD ll1lI'a l'équatioD 

3.j'.J 3 ( sin.n,X-nJXeos.n.X4 -kil!' 
:pJ :r; '11 u.Z;;::::::.IZ'Ç li.. . e 
A: . A" n. 

sin.n.X-n,Xcos.".X 4 -kn!: 1 
+a. 'II; c + etc. 

On ".L'a t ' .... n,X-"':x.c ••. "x "'­a trou'lltl ..... e\..'eUellliiil!ll ai - V" :x. "VU r- 11;. :l11;.~ .1110.211, 

aura donc, en désignant par z la température moyenne, 

, .' F e.D•lt• . -\teD'v." _~ t 

3.;r 
SlD.I:.-e..cos.t. . .a, + Iln.-'.-,.cos.1\. J: t 

e (' ) e +e c, i;(:u, sin.:ll,)a, .: 2'.~lD.~.l. 

équation dans laquelle 
tieUe. sont positifs. 

tous les coëfficients des exponen-

N.ous eonsidérer0ft5 le eas où toutes les autres eonditions 
demeurant le. mêmes, 1. valeur j( d .. rayon de la spbère 
deviendra iftfiniment grande. En. reprenant la coostruction 

, 1"185 . 1 .• HK d rap~ortee en artlc e 2 1 on VOlt que a quantlte K eve-

nant infinie, b droite meuée par l'<>rigiue, et qui doit eoupe. 
le. différentes branches de la courbe ~e oonfond avec l'au 
des .x. On .trouve donc p<>Ur les différentes vale\ll'll de , le. 
quantitéi ",,_ .3,"',:0 3#, etc. 

K " 
Le d 1 1 d . . -c,.....,.·:x.· t deve-. terme e a va eur e.z qUl contient e 1...U • 

46. 
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nam, à mesure que le ~mps augmente, beaucoup plus grand 
que les suivants; cette valeur rl~ z après un certain temps 
est exprimée sans erreur sensible par le premier terme seu~ 

lement. 'L'exposant ~.~ - étant pgal à K c.;.x" on voit que 
le refroidissement final est très-lent dam 1(>8 sphères d'UD 

grand diamètre, et que l'exposant de e qui mesure la vitesse 
du refroidissement est en raison inverse du quarré des 
diamètres. 

303. 
On peut d'après les remarques précédentes se former une 

idée exacte "des variations que subissent les températures 
pendant le refroidissement d'une sphère solide. Les valeurs 
initiales de ces températures changent successivement, à 
',mesure que la chaleur se dissipe par la surface. Si les tem­
pératuresdes diverses couches sont d'abord égales, ou si 
elles diminuent depuis la surface jusqu'au centre, elles ne 
peuvent point conserver leurs premiers rapports, et dans tous 
Ies·cas, le système tt>nd de plus·en .plus vers un état durable 
qu'il ne tarde point à atteindre S(!nsiblement. Dans ce der· 
nier état, les températures décroissent depu,is le centre 
jusqu'à la .surface. Si l'on représente par un certain arc l 

moindre que le quart de 1. drconférence le rayon total de 
la sphère, et que, divisant cet arc en parties égales, on 
prenne en· chaque point le quotient du sir:aus par l'arc, II­
systêmede ces rapports représentera celui .qui s'établit d 
lw·même entre lès températures dts couches d'une ég:' 
épaisseur. Dès que ces derniers rapports ont ' lieu, ils f' 

tinuent de s.ubsister pendant toute la durée· du' refroid . 
. JDent. Alors· chacUllt' des température$ diminu~. ÇOJDIDC 
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donnée d'une logarithmique, le temps étant pris pour 
abscisse. On peut reconnaitre que cet ordre est établi en 
observant pluaieun valeurs successives: z' z.' z."', etc. qui 
désignent la température moyenne pour les temps t, t+e, 
t+2. 9, t+3 e, etc. la suite de ces valeurs converge toujours 
vers une progression géométrique, et lorsque les quotients 

• :r; z' ,: • 
successifs -" -;;, -;;;, ,etc. ne changent plus, on en conclut z • z 
que les rapporta dont il s'agit sont établis entre les tempé­
ratures. Lorsque la sphère est d'un petit diamètre, ces 
quotients sont sensiblement égaux dès que le corps com­
mence à se refroidir. La durée du ~froidissement pour un 
intervalle donné, c'est-à-dire le temps nécessaire pour que 
]a température moyenne Ji". soit réduite à une partie déter ... 

minée d'elle-même!., est d'autant plus grande que la sphèr~ 
• m 

a un plus grand diamètre. 
304. 

Si deux sphères de même matière et de dimensions diffé­
rentes sont parvenues à cet état 6nal où les températures 
s'abaissent en conservant leurs rapports, et que l'on veuille 
comparer les durées d'un même refroidissement, c'est-à­
di~e le temps 8 que la température moyenne z de la pre-

mière emploie pour se réduire à ~ , et le temps e' que la 

température z' de la seconde met à devenir ~; il faut con-
m 

sidérer trois cas différents. Si les sphères ont Tune et l'autre 
un petit diamètre, les durées e et fi sont dans lé rapport 
même des diamètres. Si les sphères ont rUDe et l'autre un 
diamètre très-grand, les durées 8 et e' sont dans le rapport 
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d .. quarrés de. diamètres; et si 1 ... ph ..... ont d .. di • ..J._ 
compris ... Ire 001 deux limi .... , 1 .. rapports de. tempo 
.. ront pIns grlllldo '1"" œtiI dH diamètres, et .ailldreo 
IJ"'I ceux de leurs quar ...... 0.. a DlJI!'Oné plas · baat 100 
•• Ieurt ell."'" d • .,.. rapports. 

La <j1\l'Slion du mOln'em.pt d. la ehal .... ciano un. "phm 
comprend celle des températures terreatres. Pour traiter 
cette dernière question avec plus .d'étendue, nous en avons 
fait r objet d'un chapitre séparé. . 

305. 
L'usage que l'on a fait précédemment de l'équation 

-' - =). est fondée sur une con..truction géométrique qui tan, .• 
.. t très-propre .à eIpliqn"' laDature d. _ équationa. llD 
effet cette construction fait voir clairemeot que toute8 lei 
racines sont réelles; en même temps elle en rait connaître 
les limites, et indique les moyens de déterminer la valeur 
numérique de chacune d'ell... L'examen analytique des 
équations de ce genre donnerait les mêmes résultats. O. 
pourra d'abord reconnattre que l'équation l - ). tango (, 
dans laquelle). est un nDmbre connu moindre que l'unité, 
n'a aucune raCine imaginaire de la forme m+1I v- .. n 
suffit , de substituer au lieu de .. cette demihe quantité, et 
l'OD voit après les tnnsIOrmations q .. le preizù ... membre 
~e peut devenir Dul lorsqu'on attribue à m et n des valeurS 
réelles, à moins que n ne soit nulle. On démontre awsi qu'il 
ne peut y avoir dans cette même .!qu_tion 

ICOII.c-).,in . e 
r; -- 1. tallg_ 1 = 0, au co,. 1 0 • 

aucune racine imaginaire de quelque fonne que ce Soit. 
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E~ effet, .0 les racines, imaginaires du facteur -'-=0 ."'" . 
n'appartiellllellt poillt à l'é'f1latioD '-À tango • '= 0 puisque 
ces racineuQDt toulea de la forme no + "V- , j ,,0 l'~. 
~ ,in. 1 -- i C4S. ;~(J ft ttéeessairetnettt totttts ses racines 

réelles lorsque). est moindre que l'~nitf!. Pour prouver ~ette 
dtTlliêre proposition, il faut considérer sÎn. • cdmmeÎe 
l'roduit d'une infinité de racteurs qui sont 

. (l-~) (l-~) (l-~) (l-..!...) 
'K' :a"1t" 3" 'K" 4'1t" 

et considérer cos. 1 comme dérivant de sin .• par la ditTéren~ 
tiation. On supposera qu'au lieu de former sin. t du produit 
d'un nombre infini de facteurs, on emploie seulement les 
m premiers, et que l'on désigne le produit par f. 1. Pour 
trouver la valeur correspondante qui remplace cos. " on 

prendra d (f:, :) ou 'l/ .. t. Cela posé, on aUfa l'équation 

f .. 1 - i ~/. 1 = o. Or, en donnant au nombre m ses valeurs 

successives 1, 2., 3, 4, etc. depuis 1 jusqu'à l'infini, on 
reconnaltra, par les principes ordinaires de l'algèbre, l, na­
ture des fonctions de , qui correspondent à ces différentes 
valeurs de m. On verra que, quelque soit le nombre m des 
facteurs, les équations en t qui en proviennent ont les carac­
tères distinctifs de celles qui ont toutes leurs racines réelles. 

De là on conclut rigoureusement que l'équation -'-=}, 
tang.l 

dans laquelle). est moindre que l'unité ne peut avoir aucune 
racine imaginaire. Cette même propoposition pourra:it 
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encore être déduite d'une analyse différente que DOUS em­
ploierons dans un des chapitres suivants. 

Au reste la t;olution que nous avons donnée n'est point 
fondée sur la propriété dont jouit cette éqaation d'avoir 
toutes su racines réelles. n n'aurait dODC pas été nécw'eire 
de démontrer cette propo.itioo par Jes priocipes de l'aoalyse 
aJgeorique. Il suffit pour l'exactitude de Ja soJutioo que 
l'intégrale puisse coïncider avec un état initial quelconque; 
car il s'ensuit rigoureusement qu'elle doit représenter aussi 
tous Jea états .~wmta. 



'''~-''''''''''''-~-''-----''''''''-'''''''''-------' 

CHAPITRE VI. 

DU KOUVB.ENT DE LA CHALBUR. DAII8 UR" CYL[lf·Da" 

SOLIDE. 

306. 

L. mouvement de la chaleur dans uu .cylindre ..,lide d'une 
longueur infinie, est repreaenœ par les équations 

a v -K (d" v I av) A dV 
dt=ëD' dz~ +"ih et -K V + a.c=O' 

que l'ou a rapportée. (pag. la ot ...mwteo) dans les arti­
cles 118, 119 et [!;l,O. Pour intégrer ces équations, on don­
uera en premier lieu à " une valeur particulière trèwimple 

., l'éq' -lOt omb es.pnlDee- par - uallon 'V =~ . u,~· m eatun n re 
queloonq_e. et u enne fonction de ..,. On désigne par k le 

~oëf6cient c~ qui entre dans la première équation et par h 

le coëfficiont .i qui entre dans la _de. En substituant 

li. :valeur attribuée .. 'V ~ on trouve la condition suivante: 

m a~ Il 1 du 
l U +;r;;; + :z.;r;=o. 

On choisira donc pour u une fonction de x qui satisfasa 
à cette équation différentielle. Il est facile de voir que cette 
fonctioo 'peut être exprimée par 1 •. série8Uivante : 

47 
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If Z· If' z' K' .%8 Cl,x' 
U= 1---. +-;--4' + . 4' 6' + . 4' 6' 8~'" etc., 2. :1. 2;.. :1... 

{f désignant la constante l' On examinera pins particuliè. 

rement par la suite l'équation différentielle dont cette série 
dérive; on regarde ici la fonction u comme étant connue, et 

l, -Ck' la 1 . 1" d on a e . u pour va cur partlCu lcre ev. 
L'état de la sorface convexe du cylindre est assujéti à une 

condition exprimée par l'équation déterminée h V + ;: =0, 
qui doit être satisfaite lorsque le rayon .x a sa valeur totale 
X; on en conclura l'équation déterminée 

( 
~X' C'X' c'X' )_.cx 4c"X' 6g'X' 

h 1--'-+'-4'+ '4'6.+elc. ---. -....-4.+ '4·~+etc. 2 :li. 2.. 22. 2 •• U-

ainsi le nombre.g qui entre dans la valeur particulière 
-ckt , . b" Il • . e . un est pOInt ar ItraIre. est necessalre que ce nom· 

bre satisfàsse À l'équation précédente, qui contient g et X. 
Nous prouverons que cette équation en C dans laquelle h et 
X sont des qua'otités données à une infinité de racines, et 
que toutes ces valeurs de g sont réelles. Il s'ensuit que l'on 
peut donner à la variable v une infinité de valeurs particu. 

Hères de la forme e-g"t .u, qui difTèreront seulement par 
l'exposant g. On' pourra donc composer une valeur plus 
générale, en ajoutant toutes ces valeurs particulières multi­
pliées par des coëf6cients arbitraires: L'intégrale qui servira 
à résoudre dans toute son étendue la question proposée est 

donnée par l'éq?-ation suivante : 

-g,1r.t -6.'" --6,Jet v=a.e .u,+a~e .u.+aJe . . ItJ + etc. 
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G.G.G,. .. etc. désignent toutes les valeurs de u ~i satisfont 
à l'équation déterminée; u. u. Il, etc. désignent les valeurs de 
u qui correspondent à ces différentes racines; a,a,il] etc., 
sont des coëfficients arbitraires qui ne peuvent être déte .... 
minés que par l'état initial du solide. 

307' 
Il faut maintenant examiner la nature de l'équation déter-

minée qui donne les valeurs de g, et prouver que toutes les 
racines de cette équa~on Bont réelles, l'ecberche qui exige 
un examen attentif. -

gX' 'X' 
Dans la série 1 - --. + c. 4' , , . 

8 1 X· ." . 
,'.4'.6' + etc. qw expnme 

eX' la valeur que reçoit u lorsque x=X, on remplacera--;;-

par la quantité 0, et désignant par / e ou y cette fonction 
6' 6' e' 

de 6,on Ruray /0=[-0+,-......... +, 3' 4" + etc. 
::II 2- •• r :1. • 

l'équation déterminée deviendra 

/ox -, 

f 0 désignant l~ fonction d <:e0) . 

Chacune des valeurs de e foumira une valeur pour g J au 

moyen de l'équation g~' = aj et)'on obtiendra ainsi les 

quantités g,/{. etc. qui entrent en nombre infini datLS la so­
lution cherchée. 

La question est donc de démontrer que l'équation 

~x f8 . 
• +07'=0 
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doit! axoir toute&. ses.. ncinœ réelles~ Nous pr.ouveroD5 eu. 
e.tfetque l'éq,uatWnfi=o a toules seo .acines, réeUes, qn'il 
en est de même par conséquent de l'équation f e =0, et 

"l' ' l" . • 11'1 . quJ :8easœtque- eqDabonn= -yr-a aus,sl toates ses ra-

. 'II A ' 1 . , hX cmes ree es, representaDt a quaDtlte connue - -_. 
2 

31:>8 • 
. ' ,." '" e' a· , 

L equabon- y= 1 ---t + 2" - 2" 3" + 2" 3' 4" - etc. etant 

différentiée deux fois, donne la relation suivante: 

dy d' JI 
Y+;tt + 1 dF=o. 

00 écrira comme il suit cette équation, et toutes celles que 
l'on .n dédait par la dift'érenti.lioll, 

d:J' d' Y 
Y+;tt +8 dF =0 

dy d".T d' .T 
7t+"d[>'+8 W =0 

.t"y 3d'y d+}' 
dF+ ;W+8df'=0' 

etc, 
et en général 

o 

Or .i l'on é_rit damt l'oMI'e sui ... nt l'êquati'ono algébrique 
X=o, et toutes celles qui en dérivent par la diJférentiatioD 
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el si 1'01' ""PP"'" '100 toute ,..ine ""'1I@d'"..., quekon'l""" 
de ces ,;quations étant substitué. da"" •• lle 'fUÎ 1. précède, 
et dans celle qui 1. suit, donne deUI résultats de signe con­
traire; fi eat certaill que la proposée- X:z::r:o a tentes 5e6 ra­
<ines réelles, et que par œRoéqueR~ il' on eot d. même de 
lOu~s ses tKJuahOR& sobordonflêres. 

<IX d'X d'X 
h = 0, dz" =0, dx =0, etc. 

ces propositions sont fondées su r la théorie des équations 
algébriques, et ont été démontrées depuis longatemps. JI 
.1IfIit donc de preuver que les équations 

1/.... dO .... 
Y -o '-0 '-0 etc - , di - 'd'ii- . 

remplissent la condition précédente. Or cela suit de l'équa­
tion générale 

car si r on donne a e une valeur positive qui rende nulle la 
l+t ,/ i't-·· 

fluxion . +7, les deux autres termes -4 et --=--+,Y reee-
dt' • de.' dl" 

. vront des val~ ..... de sijjue opposé. A. fégaro. dei •• loW'8 
négs.tives de e il est visible, d'après. la nature de la fonction 
fa, qu'aucune quantité négative mise à la place de e ne pour~ 
rait rendre nulle, ni cette fonction, ni aucune de celles qui 
en dérivent paI" la différentiation; car la substitution d'une 
qnaIItité m!gative qoelronqae, doDDe à toUi le. "'nne. 1< 
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même signe. Donc on est aMuré que l'équationy=o a toutes 
.ses racines réelles et positives. 

309' 
nsuit de là que l'équation/, 6=0 ouy'=o a aussi touœ. 

.ses racines réelles; ce qui est une conséq~ence connue des 
principes de l'algèbre. Examinons maintenant quelles sont 

les valeurs successives que reçoit le terme eje
O

, ou 6. ~ 
lorsqu'on donne à ~ des valeurs continuellement croissantes, 

depuis fil = 0 jusqu'à e = ~. Si une valeur de e rend y' nulle, 

la quantité e.t. devient nulle aussi; elle devient infinie lors-
j 

que 6 rend y nulle. Or il suit de la théorie des équations 
que, dans le CaB dont il s'agit, toute racine de y'=o est 
placée entre deux racines consécutives de y=o, et recipro­
quement. Donc, en désignant par G. et el deux racines co.n­
sécutives de l'équationy'=o,et par 62 la racine de l'équa­
tion y=o qui est placée entre e, et 81 , toute valeur de e 
comprise entre 6. et 6~ donnera à y un signe différent de 
celui qui recevrait cette fonction y, si 6 avait une valeur 

comprise entre e. et 9J • Ainsi la quantité a y' est nulle 101'5-
j 

que a = 6. ; elle est infinie lorsque 9 = 9., et nulle lorsque 

0=930 JI est donc nécessaire que cette quantité" 0 of' prenne 
j 

to~tes les valeurs possibles, depuisG jusqu'à l'infini, dans 
l'intervalle de 9, a 9., et prenne aussi toutes les valeurs 
possibles de signe opposé, depuis l'infini jusqu'à zéro, dans 

l'intervalle de 6, à 6,. Donc l'équation A=i. L.a nécessaire-
j 

ment une racine réelle entre e, et a" et comme l'équation 
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y' = 0 a toutes ses racines réelles en nombre infini 1 il s'en 

luit que l'équation A=&i. a la même propriété. On ~st 
f 

parvenu à démontrer de cette manière que l'équation dé­
terminée 

t:.!.: K"X' c l
. X • 

'X ,-"'--4' + 6 , 4' 6' + etc. n ). , • ,.. 

-;-= KX'x~ '",4' giX· 
1--;;-2i + g" X' + ~ .. 4".6" + etc. 

dont l'inconnue est G à toute~ ses racines réelles et posi­
tives. Nous allons poursuivre cet examen de la fonction u 
et de l'équation différentielle à laquelle elle sati.rait. 

310. 

D 1,,· df d' f d 'd . l'é . , e equatlon y + J&' + G dF = 0, on e wt quauon 

i . d(i+r) d{i+-) 

générale....4 + U+ 1)+; + G ,+f 
JIJ' de' de' :1. 

o,et ai,l'OD 

suppose 1=0, on aura l'équation 

qni ""nir. à déterminer 1 .. coëfficients dea différents term .. 
du développement de 1. ronction/I, car-ces coëfficients dé· 
pendent dea valeurs que reçoivent les rapports différenti~l. 
lor.qu'on y rait la vari.ble nulle. En supposant le premier , 
connu et égal à J , on aura la série 

"!J' l' 
Y= J -IJ + ;'-;0:3"0 + " .3" .4" - etc., 

ai maintenant: daDa l'équation proposée 



• 
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Ou Coit ,;-:: = i ilt ~ue /,,,,,, clHlrcheJa"""volie ,équation CIl 

li. et e en regardant u. comme une fonction de 0, on trouvera 

d'où r~n conclut 
l' 01 -' 04 

u= [~6 + ;;-2;' 3' + 11." 3' 4' + etc., 

gx' S· or' 
ou 1/,=1---;0 + ~ + etc. 

lU·est facile d~exprimer la somme de 'cette série. 'Pour 
obtenir ce résultat, ,on développera comme il soit la fonc­
lion ""'". (. sin. 3:) en cosinus d'arcs multiples. On ""ra, 
par les transformations connues, 

1 zy'=-ï 
- .. 1 -.t'V::; 

--III! 

~cos.(ar:sin.3:)=e:i e 
, 

d l' .rv=t et eSlgnant e par _ 

~ 

!l'tos."(Œ'sin.J::)==e 2; .'~ . " .e 

En développant le second membre selon les puissanœs de 
10), on trouvera que le terme qui ne contient point .. dans Ir 
dé""loppemont de COi. ( ... il> • ..,) .. t 



CHAPITRE VI. ' 

lei coëŒ.cients de "',,.J ,fil, etc. sont nuls, il en est de m~me des 

coëfficienta des termeS qui contiennentw - l,Cd -3, Col ~ S,etc. ; 

lecoë/licientde~ -· .. t le mille que ceilli de .. '; le coëfficient 

de (d4 est ~ (~ . :,~ . 8 3 ~ . 4 :~·.8 . la + etc. ) ) le coëffi~nt de 

~ -.4 est le même que celui de .4 j il eat aiaé d'expri~ft 
1. loi suivant laqueUe ce. coëfficients &e ' succèdent; 1I\.IÎ5, 

sans s'y arrêter, on éc;ir~ !;il cos. 2 X', au lieu de ( cd ~:+ ~ ~) 
ou 2 COS. 4 z au lieu de (101 4 + ~ '''''''~):ain~j~I'~ '8~it~: 'd~~Jc 
la quantité 2 COI. ( << sin.:e) peut être faeilelDent développée 
en une série de 1. forme 

A+B C08.2:e+C c08.4:e+D co •• 6.:1>+ eII:: 

et le premier coëfficieDt A est égal à 

( 
s" ,,' Cl- ) 

2 J-.+~-. J' 6.+et~ . . ; 
~ ~ ' If :1 . ... 

si l'on compare maintenant l'équatioD générale que nous 
avons donnée précédemment 

i 1I'f x=ij,zdz + cos. zoj,zoos. zdz + etc.. 

à celle-ci, 2 COS. (.sin. z )=A + B cos. 2X+C 005. 4.%+ etc., 
on trouvera les valeurs des coëfficÎents A, B, C, e"prilDllks 
par des ïntégrales dénnies. Il suffit ici de trouver celle. du. 
premier coëfficient A. On aura donc 

;'A=;! (cos. (cr: sin.z) dX), 
l'intégrale devant être pris depuis .,=0 jusque z= • . Donc 

48 
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. . .- «' 
la valeur de la série 1 - .... + --;--4' 

2 • 
. ' 

2' 4' 6" + etc. est celle 

de' Yint.lp'0le défln;", j d" <00. (.sin. ",). On trouverait de 

• .' . 
la même manière par la comparaison des deux équations les 
,....œ1D~d6J oaët1i:nients suil'anb B, G etc.; OD. a indiqué ces 
ra.uI:t.a.u., pan:e' qa'ils. 9IDflt uliles dsnll.d'Qutres recherches 
qui déj100dent de 1. lIlême théorie, Il suit de là que la va­
leu~ particulière de '" qui satisfait à l'équation , .. 

l'intégrol4 tlIal!t prise dep";s r=o p.squ'à r=~. En dési­
gnant par q cette valeur de u, et faisant u=qs, on trou-

vera S =a + b f :tJ~ et l'on aura pour l'intégrale complète 

d l
,,· d' ., L 4u: . 

e equatlOn Cu + dz' + Z Jx~o, 

A et B sont des (:onstantes arbitraires. Si l'on suppose B=o 

on :aura, com~ précédemment, u feos. (xVg.sin. r)dr. 

N(IG5~ ajouterons les remarques SuivéIIllteft relatives à cette 
..... nii!re np ...... iOD. . 

311. 
L'équation 

'J' 0" .21'·4" 2' ·4' .6" ~ cos.(eslD.u)du=1-2'+~- ,&' + etc. 

, 
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Je vérifie d'eUe-'même. En effet, on ... 

f co •. (hin.u)du {du Ci 
et intt'grant depuis "='0 jnsqu'àu=,'Ir., 'en désignant par 
S. S, S. etc. les intégrales définies 

f sin.~u du, fSin.4u du, JSin.' " du etc., 

f'O aura 

'f ' l' 0' .. . - cos. (e om. u) du= 1--. S, + -3 ,. S. - 3"'5,+ etc. w ~ ~. .• •. ~N 

il reste à déterminer S, S~ S~ etc. Le termt" sin: u, fi, étant un 
nombre pair, peut être dé...,loppé ainsi ; 

sin."u=A.+B.cos. 2n. + C"cos. 4n+t"tc. 

en multipliant par du et intégrant entre les limites u = 0 

et U='IC', on aura seulement.!Cdusin'''u)=A.'ft,les autres 

termt"s s'évanouissent. On a, d'après la formule connue pour 
le développement des puissallc~s entières du swus, 

A =~.! A _~.3 . 4 ,_. ~ 4.S.i · A =!..5.6.,.8 etc 
• ~. l' ,-~. J.~! ~-2··"2.3' , "l' 1.2.3.6 . 

en substituant ces valeurs de S; S,~S. etc., on trouve 

'f . · 0' ~ . p 
- CO •• (hm.u)du=I--;+-, ".- '4' 6.+ 01<. 
'ft 'li 2.~ 1.. 

On pt'ut re~dre ' cé " résui~t plus génér.al ,en prenant, au 
.lieu. de cos. ( tsio. u) , u~e fonction qUélçonque 'f de t SU). u. 

48. 
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Supposons donc que l'on ait une fonction , z qui soit 

.,unsi développée f:Z:=f + z,' + ~: ,. + ~z.)j' "' + etc., 00 aura 

(
') , . t' .. . ~ e' ~ . ) 

f lsm, IL =f+.tf· ,S~O.U+-;, . 5Jn. û+ 2.3' .sm. u+etc. 

'fd (') . S ,'. S " ., S et - Ut tSID. u =t + tt· ,+ - , . ,+"T' ,+etc.(e) 
~ 2. 2.J 

Or, il est facile de voir que S, Sl Ss 5, etc., ont des vak'urs 
nulles. A l'égard de S.S4S, S~ ... le-ul's valeurs sont les quan­
tités que nous avons désignées précédemment par A, A<4, ~ ... 
etc. C'est pourquoi, en suh~tjtuant('.es valeurs dans l'équation 
Ce), on aura généralement~ et quelle que soit la fonction fi 

'f' t'. t· ,y ,. 'II , - t(tslO.u)du=t+ -,t +'-4" .+ , 4' /l't· + etc., 
'K' " 2. • :1. • 

dans le cas d~nt il s'agit, la fonction f z. représente cos. z, 
et l'on a ,=1, , "=-1, 'i("=I, t"" =-.I, ainsi de 
suite. 

31~. 

Pour conn~itre entièrement la nature de la fODctionf~, 
et ce1le de r équation qui donne les valeurs de g. il faudrait 
considérer la 6gure de la ligne qui. pour équation 

O' 8' ' 
:r=I-!+--- + etc. 

:;l' ~ •• 3" . 

et qui forme. avec l'ax:e det! ~bsci8se5 des aires alternative-­
ment positives ou négative. qui se détniisent réciproque­
ment; on pourrait aussi rendre plus générales les remarques 
précëdentes sur l'expression des valeurs des suites en inté~ 
grales définies. Lo"rsqu'une fonction d'une variable x est dé-
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veloppée selon les puissances de x ~ on en déduit facilement 
la fonction que représenterait la même série,_ si l'on rem­
plaçait les puissances 

x ,x' Xl Xl x S 
••• etc. par cos.:c, cos. 2 x, cos. 3 x, cos. 4 x, etc. 

en faisant usage de cette:, réduction, et du procédé indiqué 
par le paragrap. 2f'. de l'art. (~,11.35), on obtient les intégrales 
définies qui équivalent à des séries données: mais nous ne 
pourrions t:ntrcr daus cet examen, sans ·nous écarter beau­
coup de notre objet principal. 11 suffit d'avoir indiqué les 
zDoyens qui nous ont servi à. exprimer les valeurs des suites 
en intégrales définies. Now ajouterons seulement le déve-

loppement de la quantité 1) -ç:. en une fraction cODEnue. 

3,3. 
L'indéterminée y ou fe satisfait à l'équation 

dT dT 
.r+Ji+i;W=o 

d'où l'on déduit, en désignant par y,y.,y"',y'. etc. léS fonc-
. ~ dOL d'T d'T 

bons 41' d"F"} dI" dF etc~ • 

=1 +~' ou y' '-y' 
""7" +yt"' Y = y' +Gf 
=3y"+fi" 
'=4J"+~" 07' -07' 

<t,. y' !J .1'''+ 1.1'·' 

T" -i." 
T' 3y~'+8;~ 

-, 
l+e·L 

y' 
-, 

,+&t" 
T " 

-, 
3+17" 

dl où l'on conclut 

.i=_l 
T 

, 1 
, 6 

'l-ll 
4-1 

T " 
y" -T~ -, 5 0 
T" 4y"+8T'-4+~ ...-:= 6 etc. 
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. la r· If' 1. d 1" . AinsI lonctIOn -.f8 qUI entre ans equatlon 

minée a 'pour valeur la fraction continuée à rinfini 

o 

,-9 
.-e 

3- 9 

4-1 
5 -etc. 

3,4. 

déter-

Nous# allons maintenant rappeler les résultats auxquels 
now sommes parvenus jusqu'ici. 

Le rayon variable de la couche cylindrique étant désigné 
par .z, et la température de cette couche étant 11 qui est 
fonction de x et du temps t, cette fonction cherchée 11 doit 
satisfaire à l'équation aux différences partielles 

• Jv k (d' v 1 J",) 
. ëït= H+;'d-e J 

on peut prendre pour 1J 1. valeur suivon te : 

-mt 
V=6 . U; 

u est une fonction de x qui satisrait à l'équation 

m d" Il 1 du. ,-u+-+ - ,-=o. 
k dz' z dz 

Si l'on fait &= 'k' :: et que l'on considère u comme une 
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r . d du d'u La 1 . Jonchon e G,. on aura u+ dl+e ~=o. va ~urslllvante, 

6" 6' Q' 
U=I-6+----3-+ '3' ,,-etc. 

:J' :1'.. .:Jo.. .. 

~tisfalt à l'équation en u et e, on prendra donc pour valeur 
de u en x celle-ci, 

la somme de cette série est 

ifcos. (xVT sin.r) dr; 

l'intégrale étant prise depuis r= 0 jusqu'à r= '!t'. Cette 
valeur de u en z et m latisfait à l'équation différentielle, et 
conserve une valeur finie lorsque x est nulle. De plus,l'équa-

. h du d" . fi' 1 X tlOn k li + d.:r = 0 Olt etre sabs alte oraque x = rayon 

du cylindre. Cette condition n'aurait pas lieu, si 1'011 donnait 
à la quantité m qui entre dans la fonction u une valeur 
quelconque; il faut que l'on aÎt l'équation 

hX 8 
.-. & 

2-8 

3 8 

4-1 
~~ 

5-otc. 

dans laquelle ~ désigne 7 ~:. Cette équation détenninée qui 

équivaut à la .uiy.nte : 



, 
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_X( 0' 0' ) ,8> 38' 41' - 1-1+----3 +etc. =i--+""",---+etc 
::1 :l' :;1.".. ,,' :1","- 2".3",'" . 

donne pour 1 une infinité de valeurs réelles que l'on M8igne 
par e., e" eJ , etc., les valeurs correspondantes de m 

:l'.kO, :l'kG, ::I"kOl •• 1 1 'cu!i' d 50nt----x>, -X",--, -x., etc.; amSi a vaeur partl ere e 

11 est exprimée ainsi, 

-"k'I.} (X'A-' ) d 'K''V=e x' cos. 2 Je. v I, sm. q q. 

On peut mettre, au lieu oe 0" une des racines e., e., el' 
9" etc., et l'on en composen une valeur plus générale 
exprimée par l'équation 

-,'kt8, (, (X'/O' )d 'K'v=a,e X' JCOS. 2 X. v e,. sm. q q 

-".,I} (X, A-' ) d +a.e X •. COS. :lx: v e •• SlD.q q 

_"kti} ("',/0' )d +a3e X. cos . .2x. v et .51.O.q q 

+elc. 

a,_ .. a., .. al sont des coëfficients arbitraires: la variable 9 
dispanit après les intégrations qui doivent toules avoir lieu 
depuis 9 = a jusqu'à q =~. 

315. 
Pour démontrer que cette valeur de 11 satisfait à toutes 

les conditions de la question et qu'eUe en contient la 'solu­
tion générale, il ne reste plus qu'à détermiuer les coëffi­
cÏents ,!-., a" a" d'après l'état initial. On reprendra l'é­
qnation 

-m,t -111 .. ' -m,t v=a.e .u.+a.e .u,+a)e 'Ul+eœ. 
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dans laqUelle Uu "., U J sont les différentes valeurs que 
prend la fonction u ou 

ln z" "," z' . ".1 Zl 

,-'; - . +" ......-4·- .... 4' 6" + etc. , • ~ 2 K" 2. ~ 2. • 

lorsqu'on met 8uccessivement au lieu de lies valeurs g. 1 

G. J GJ ,elc. En faiunt 1= 0, on a l'équation 
" 

V =a,u, + a.a. + Q1Uj. + etc. , 

dans laquelle V est une fonction donnée de .%. 'Soit,.% cette 
fonction, et représentons la fonction u. dont l'indice est i, , 
par ~ (x vg;). On aura 

tx=a.HxVG.) + a.HxVG.) + a,H"Vg,) + etc. 

Pour détenniner le premier coëf6.cient, on multipliera cbanm 
des membres de l'équation par rs,d,x, a, étant une fonction 
de::c, et l'on intégrera,depuis %=0 jusqu'à :c=X.- On dé­
tennineracette fonction If, , en sorte qu'après les intégration" 
le second membre se réduise au premier te.rme seulement, 
où se trouve le coëflicient a " loutes les autres int.égrales 
ayant une valeur nulle. Pour déterminer le second coëfli­
cient a., on multipliera pareillement les deux termes de 
l'équation f x=a, u , + a,u, + ~ U J + etc. par un autre fac­
teur (J, d:t:, et l'on intégrera depuis x=o jusqu'à z=X. 
Le facteur (J. devra être tel que toutes les intégrales du se­
cond membre s'évanouissent, excepté une seule, savoir, 
celle qui est affectée du coëfficient a~. En général, on em­
ploie une suite de fonctions de x désignées par 0', (J. 0'1 0', etc. 
qui correspondent aux fonction, u" U" u etc. ; chacun 

49 
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d. ce' facteurs. a la propriété de raire dlspara!tre par l'inté. 
gration tous les termes qui contiennent des intégrales défi~ 
nies excepté un seul; on obtient de cet~e manière la valeur 
de chacun des coëllicients a , a. aJ etc. Il (aut donc chercher 
quelles sont les fonctions qui jouissent de la p,,?priété dont 
il s,gît. 

3,6. 
Chacun des termes du second membre de l'équation est 

une intégrale définie de cette forme a}" 4. U d z,. u est une 
fonction de x qui satisfait à l'équation . 

on aura dODC ta fa.u d:c=-a':,! Ci :: + a:~~} En 

développant au mpyen de l'intégration par parti •• le. termes 

J. du J d', x dz' d~ et Cf . dz' dz, 

Les intégrales devant être prises entre les limites r==o 
et .z= X, on détermincn par cette condition les quantités 
qui entrent dans le développement ·, et ne sont point sous 

le s.gne f Pour indiquer que l'on suppose .%=0 dans Wle 

expression ~lconque en z;, on affectera cette expression 
de. l'indice Il j et on lui dOllDera l'indice Cil pour· indiquer II 
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valeur.,... prend 1. fonction de z, lorecp.'on donne ,~ cette 
variable % sa dernit-re "fa~eur X. 

OD 4I.Wa donc, en '1IPp~t Z::t:: 0 dans lei deu:.: équa­

tions précéd entes 

o=C + (ui)œ et o=D + (~: . (I-U. :; ) e' 

on détenni~e ainsi les constantes C et D. Faisant ensuite 
z = X dans ces mêmes équations, et supposant que l'inté­
grale est prise depuis %=0 jusqll'à 7'=X, on aura 

Je! .~ .dz)= ( u!) -Cu!) -lu d(!.) ,raz . · z.,. ~.. . ~ 

J( d'ad) (d" d, ) (d" 4,) fe ' ""d ) et (lJz ~ . x . ~ dx a- u .4x ~- dx"-u dz (11+ . u.J~~ z 

on obtient ainsi l'équation 

3'7' " 

Si la quantité ;~: -d (~) ;qoi multiplie u soUs le signe 
-;rz . 

d:inlJoi«ratioD da"" le _and. lJ1~mbre 'é!art' é~a\e ali' produit ' 

dl\" par Wl coëfficient ""051_.1 .. Ill'''''' 

.flu . ~>~d~JJ .d~1 ~tJ .. udz 

49' 
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pourraient être réunis en un seul, et l'on obtiendrait pour 
l'intégrale cherchée.f G. u d:r; une valeur qui ne contiendrait 
que des quantités déterminées, et aucun s.i.gne d'intégratioD; 
Il ne resterait plus qu'à égaler cette valeur à zéro. 

Supposoos donc que le facteur ... tisfa.se à l"équation 

différentielle du second ordre i cr + ~~: - d ( ; ) = 0 de 

az 
)Dème que la fonction u satisfait à l'équation 

m d"" J du 
-u+-r-:-+- -=0 
le lZX' Je d Je ' 

m et n étant des coëfficients constants, on Bun. 

.-.. f. d (du J. .) (JU d. ') -k-]O'U x= TzG-UTz + U z. fIII- ;Gtf-"2Z+";: .: 

Il existe entre u et a une relation très-simple qui Je décau-

1 d 1· ' . • J'. d ( • ) vre, orsque am equatlon l G + d x' - x = 0, on 

~, 

suppose a=,x 1/ on a, par le résultat de cette substitutioD, 

l" . n d"" • d" , ~ . . 1_ equatloD 1 ~J + ho + i Tz = 0, ce qUI lait von que la 

fonctions dépend de la fonction u donnée par l'équation 

m. d'". 1 du • 
,U+70 + - ~=o. · 
Ir . u.r .ra.r 

Il ."mt pour trouver 1 de cha oger m eu "dans 1. valeur 

de U l' on a désigné cette valeur de u par 4 ( ~ V~) celle 

de Cf eera donc x ~ (xvi} 
O . d" d. • 

D aura maintenant 7- fi + U,- + u-= u.r • .T J& 
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'" ~o/,( xV;) o/(xvD-xV1o/'(xv~)o/ ("'·Vi) 

-~ (x~)o/(xV1) + 0/ (xV~)~(xvi} 
les deux derniers termes se détruisant d'eux-mêmes, il s'en­
suit qu'en fesant .z==o, ce qui correspond à l'indice Cl, le se­
cond membre entier s'évanouit. On conclut de là l'équatioD 
suivante: 

TJ·udx=XV;f(X~)4 (xvi) 

-xV1f(xV1)4(XV~) (f) 

Il est aisé de voir que le second membre de cette équation 
est toujours nul lorsque les quantités m et n sont du nombre 
de celles que nous avons désignées précédemment par 
m,m.m) etc. 

On a en e!Tet 

comparant les v~leurs de !! on voit que Je second membre 

de l'équation (f) s'évanouit. 
Il suit de là qu'après que l'on a multiplié par. dx le. 

deux termes de l'équation 

f:r=a,u, +a,u, +alU3 + ... a,Ui+ etc., 
, 

et intégré de part et d'autre depuis x=o jusqu'A x=X, 
chacune des intégrales défiuies qui composent le second 

• 
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membre s'évanouit, il suffit de prendre pour fi la quantité 

xu OU%o} (x V ~"). Il faut excepter le seul cas ou n est égal 

à ml alors la valeur de f tl U dz tirée de l'équation (f ) se 

réduit à ~, et on la détermine par les règles connues. 
o • 

318. 

Soit V~=I-" et v'j=~ on aura 

"Xf (" x)f (.X) - .xt' (, x)1 Ce Xl 
y' 1'-' 

le second membre étant différentié au numérateur et au 
dénominateur par rapporf; à v dODnera eo f~t 

On a d'un autre côté l'équation 

,1 d'u 1 du . 1'- ' • 
foL u+J'~+:i:d.:r=O' O'ij ",,'4'+i~ + .... ~ =0, 

et celle-ci, 

on pourra donc e1iminer dans l'intégrale qu'il s'agit d'éva­
Iner le. quantités ~. et f, ce qui donnera . 

("'-~) ~ +,,'f=o; 

on trouvera ainsi pour la valeur de l'intégrale cherch4e 
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, '(~'+}') X'U'; ( h") X, fL' et-,- I+~'lcmj J 

en mettant pour ~ et} leurs valeurs, et désignant par V, la 

valeur que' prend la fonction u ou .f_ (x V:i) lorsqu'on 

suppose x= X. L'indice i désigne le rang de la racine m de 
l'équation détenninée qui donne une infinité de valeurs de m. 

s, l' b' k X d X'U', ( /") 1 on su stltue mi ou -; • ai ans --' 1 + -,-
:J 2. 2,'/{mi 

on aura X' V·.( 1 + C,~~~)')· 
319' 

Il résulte de l'analyse précédente que l'on a les deux 
équations 

X X 

P:CUju;dxl=o etfCxu;'dzl=( 1 + C,~~Sl~U\ 
o 0 

la première a lieu toutes les fois que le&. nombres i et j sont 
différen~, et la seconde lorsque ces nombres sont égaux. 

Reprenant donc l'équation If x=a. u. + a.u. + as U) + etc. 
dans laquelle il faut déterminer les coëfficients ad a .,al, 

. etc. On trouvera un de ces coëfficients désigné par ail en 
multipliant les deux meJ;Ilbres de l'équation par x u, dx, et 
en intégrant depuis %=0 jusqu'à a= X; le second membre 
sera réduit par cette intégration à un seul terme, et l'on aura 

l'équation, [(x ~Cxl u;dx )=a;X' V;, (1 + (..~~J). 
qui donne la valeur de aj' Les coëfficients a., a., a J , a" 
étant ainsi déterminés, la condition exprimée par l'équation 
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'fI.x = a, u. + a, u. + al U} + etc., , qui se rapporte à l'état ini­
tial, sera remplie. 

Nous pouvons maintenant donner la solution complète de 
de la question proposée; elle est exprimée par l'équation 
suivante: 

x X 

vX' fCxpx.u,dx) -,'kt JCXfX.u,dx) -,'kt 
2 Xi""" 6J TaS 

0,. h,'X)u •. e o( h,>X")u •. e 
U ,(, + 4'k'e, U', 1 + 4'k'O, 

X 

+JCXfX.u,dx) -,'kt 
x:;- eJ 

:.°-o __ -.-cvc-,-U. e + etc. 

U',( 1 + ;";';,) 

La fonction de .x qui est exprimée par u dans l'équation pré­
cédente a pour expression 

;f cos. (2; VQ;. sin.q) dq; 

toutes les intégrales par rapport à .x doivent être prises de­
puis x=o jusqu'à x=X, et pour trouver la fonction u on 
doit intégrer depuis q=o jusqu1à q=1':; 'PX est la valeur 
initiale de la température, prise dans l'intérieur dù cylindre 
à la distance x de l'axe, et cette fonction est arbitraire, les 
quantités 6, fi. 63 64 , •• etc. sont les racines réelles et posi. 
tives de l'equation 
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AX 8 
• "2I=1-8 

2-8 

3-1 
4-8 

5E" ="-e:-:lc-.. 

320. 

Si l'on suppose que le cylindre ait été plongé pendant un 
temps infini dans un li~de entretenu à une température 
constante, toute la masse se trouvera également échau1Tée, 
et la fonction 'fI:C qui représente l'état initial sera remplacée 
par l'unité. Après cette. substitution, l'équation ~én~r81e 
représentera e~acteinent les progrès successifs du refroidis": 
sement. • 

Si le tllmp. écoulé test infini,le second membre de l'éq\la­
tion ne contiendra plus qu'un seul terme, savoir: celui où 
se trouve la moindre de _ toutes les racines e., e. , e" etc. j 
c'est pourquoi, en supposant que ces racines sont rangées. 
selon leur grandeur, et que e est la moindre de,toutes'1 l'état 
fiDol du solide sera exprimé por l'équation 

."X' f(x~x.u,dx) -.'kt l • (h' X~) u. e X· . 
U', 1 + 4'.l, e, 

On déduirait de la solution générale des conséquences 
.emblables à collés que presente le mouvement de la chaleur 
dans une masse sphérique. On reconnalt d'abord qu'il y a 
une infinité d'états partic)ÙÏers, dans chacun desquels les' 
rapports établis entre les températures initiales se conser-

50 

• 
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vent jusqu'à la fin du refroidissement. Lonque l'état initial 
ne coïncide pas avec un des états simples, il est toujours 
composé de plusieurs d'entre eux., et les rapports des tempé­
ratures changent contin~Uement, à mesure que le temps 
augmente. En général le aoJide arrive bientôt à cet état, ou 
les températures des. différentes couches décroissent conti­
nuellement en conserVant les mêmes rapports. Lorsque le 
rayon X est très-petit, on t~uve que les températures dé-

• h 

troi.Sstnt proportionneltemeot ' il 'la ,fraction 8 - 2 x. Si a. 
contraire ce rayon X "a Une valenr extrêmement grande, 
re"p~sant de. dans letenne qni représente le "Y.t~me final 
des températures conrient le quarré du rayon total. o. ",it 
par-ià comment la dimension du solide influe 50r la vtr.e. 
finale du refroidissement. Si la température du cylindre dont 
le rayon, •• t Ji: , pa..., d. 1. valeur A à la nIeur moindre B, 
dan. un lem,," T, la température d'1II> second cylindre de 
rayem égalà X'pailser.> de A II. Bd.1ll5 un temps différtot1'. 
Si'lee deuHélides ontpe,J' d'époi ... 1Il' , 1. rapport d .. temps 
T et T', ""ra , celui d .. diamètre •. ' Si au contraire le. diam~ 
tres des cylindres sont Jrès.~and.,. le rapport des lemps 
Tet T sera celui .du quarré des diamètres. 
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CHAPITR E V II. 

PROPAGATION DE LA CHALEUR DAN'! UN PRISX~ 

R'E(:TANGULAIB.E. 

3~1. 

L ~.~.~.. . 
'ÉQUATION dx~+ dT +.tiz.·=oquenousavonsrapportee 

dans la section IV du chapitre II, page II 9, exprime le 
1IlOU .. et!lent uniforme de la. chaleur dans l'intérieur d'un 
prisme d'une longueur infinie, assujétie par son extrémité la 
une température constante, et dont on suppose les temp·é­
ratures initiales nulles. Pour intégrer. cette équation, on 
cherchera en premier lieu une valeur particulière de v .. en 
remarquant que cette fonction 'V doit demeurer la même, 
lorsque y change de signe,ou lorsquè.t change de signe; 
ot qJl' ell. doit p~ndre lIDe valeur inlinimentpetite, lorsque 
la distance x est infiniment grande. D~après cela il est facile 
de voir que 1'011 peut choj~ir pour valeur particulière de 11 
la fonction a.~_.IIO.Cos. ny cos.p.z; et. faisant la substitution 
on ~rouve mS-nt-p' ::::=;0. Mettant donc pour -R et p des 
quantités qnekollqu •• , 011 aura m = V n' + p'. La ... I ... r d. 
V doit aussi 6atiefaire à l'équation déterminée 

h d. 
l'''+;;>f=o, 

10 1 1 à 1" . h d. 1 rsque 7= ou --, J et equabon k 'V + dj =:c 0, ors-

50. 
-
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que .=1 ou -l, section IV du chapitre 11 ., article 125. Si 
l'on donne à 'V la valeur précédente, on aura 

• A • A 
-n6tn. ny+ '1 cos. ny=o et -p SIO.p%.+ 'k cos.p :r. =o, 

AI hl ou y=pltang.pl, y=nl tango ni, 

on voit par-là que si ron trouvait un arc. tel que .tang .• · 

équivalût à la quantité toute' connue ~ l1 on prendrait pour. 

n ou pour p la quantité l' Or', il est facile de reconnattn. 

qu11 y a une infinité d'arcs qui, multipliés respective""~t 
par leur tangente donnent un ,même produit déterminé 

'!.J,. d'où il suit que l'on peut ~rouver pout n ou pour p une 

infini'té de valeurs différentes. 
322. 

Si l'on désigne par I, 'a'l etc. les ara en nombre infini 
. ·c ' 1'" d'" AI qw .satlslont ,8 equabon eterDUnee. tango ,=. T ; 00-

,pourra prendre po.ur n un , qut"lconque de ces arcs divisé 
par 1. Il en sera de même de la quantité p ,. il fàudra ensuite 
prendre ffl' =n' + p'. 'Si l'on donnait à .n et à p d'autres 
valeurs, on satisferait à l'équation différentielle; mais non" 
pu à la cODditio~ relative à la surface. On peut donc trOu.ver 
de cette manière une infinité d~ v..aleun particulières de 'II, 
et comme la somme de plusieurs quelconques de ces valeurs 
satisfait encore à l'équatioB, on 'pourra former une valeur 
plus générale de 'II. . _ 

_ On .prendra suc:cessivement pour n , et pour p toutes Id 
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valeurs poSsibles qui sont t, .~. :, t etc~ ' Désignant pa~ ~.a~ 
aJ etc., b. h. hl etc. des cbëfficients constants, on exprimera 
la valeur de v par l'équation suivante: 

( 
-.t:V If "+_ • . -.rv","+'", ' ) v= a,e " .cos.ny+a~. .cos.n.y+etc. b,cos.n,z 

+ etc. 
3.3. 

Si l'on suppose maintenant la distance x nulle, il faudra 
qUe cbaque point de la section A coDserve une température 
constante. Il est donc nécessaire qu·en:· fâisant 'x-..:..o, la va­
leur de 'V soit t6ujonrs la: même, quelque valeur que onl' 
puisse donner à y, ou à ':; pourvu que ces valeurs ~oient 
comprises-entre 0 et 1. Or en faisant 1 =0, on trouve 

'V.Ca, cos. n,y + a. cos. n,y'+ ~cos.nlY+ etc. ) . . 

(b.'CQs.ntll+ b~ cos.~ • ..z + '03 cos. nlz+ ctc)., 

En désignant par 1 là températurecoD.s:tante de l'extrémité 
A, on prendra le's deux équations 

1 =a, cos. n,y + a.cos. n.y + a , cos. nJy + .et(:' . . 

1 = D. cos. n.y + h, cos. n,y + Dl cos. nl:r. + etc. 

Il suffit donc de déterminer les coëfficients a. a. a J a~ etc., 
do nt le nombre est infini, en So~ que le second mem­
bre de l'équation soit toujours égal à l'unité.: On a résol" 

# 

1 • • 
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. précédemment cette question dans le cas où les nombres 
n" n., n), etc. forment la" série des nomb~s impajrs, 
section Il du chapitre III, page 175. Ici les quantités 
n" n., nl , etc. sont des irrationnelles données par UDe 

équation d'un degré ~D6niment élevé. 
24'!. 

Posant l'équation 

1 :.:::: a, cos. n..y + o. cos. n.y + a J cos. n1y + etc. 1 

oil multipliera les deux membres de l'équation p.r cos. (n,y)a" 
et l'on prendra l'intégrale depuis y = 0 jusqu'à y"" 
On déterminera ainsi le premier coëtlicient a" On suim en 
procédé semblable pour déterminer les coëfficients suivants. 
.!'n j;énéral, si l'on multiplie 1 .. deu membres de l'équ>tiGo 
par cos. "'1'1 et que l'on intègre, on aura pour un seul terq 

du second membre qui serait représenté par a C08. ,., 

rintég.ale t 

a r ( cos. "y.cos. ,y d y) If - '}-' ou ia cos. n-'I.ydy+ ia cos.n+,ya,r 
• • • 

ou ~(~ .sin.n-..,.y+ +1 lio.n+;.y),ctfaisant--ll :.il n-'I " ., ,,-

~ (;;::j:";.sin. ;;=..,. (+ ;=.." sin. ;::j:";.l). 
:.il JI~ .,' 

Or ne ... leur quelconque de 71 satisfait à l'équation 

ntan~. "l=~, il en est de même de., on aura dODc 

ntang. nl=~ tango ~l; 

ou naan. ni cos. vI-vain. vrcos. nl=o . 
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Ainsi l'intégrale précédente qui se réduit à 

n' a 'f' (n sin. ni cos. ,,/-. ,. cos. Tl. 1 sin . . " 1) est nulle. 

JI faut excepter le .seul cas ou n=v, En reprenant alors 

l'intésraJe i( lin~n-=.:.l :r aio·nn::0 ,oDvoitquesil'ona.n=-t, 

II o' • 1 . .. (1 sin. 21l1) e e equlvaut.a a quantlte i~ -+ :an . 

Il résulte de là que si dans l'équation 

I=a •. cos. n.y+ a. cos. n.y+ al cos. nly + etc. 

on veut déterminer le coëfficient d'un terme du secoDd mem­
bre désigné par a cos. ny, il faut multiplier les deu1 membres 
par cos. ny.dy, et intégrer depuis y . o jusqu'ày= 1. On 
aura pour résultat l'équation 

1 

fCO!. ny dy=; a (l + sin~ :nl)=~ sin.-nl, 

• 
d' b\l "l' on tire 'sin. III r on déte' de cette 

211/+1," • .20111-4 a.. rmmera 

tnIlnière les coëfficients a.., a., a,, -Q., etc.; il en ,,",ra de 
même des coëfficients b, b, b, b;, etc: , qui seront respecti­
vement le. mêmes que les précédent .. 

3,5. 
n est aisé maintenant de former la' valeur générale de 'V ; 

Il . fe . l'é . "v d'v â'" eli ' 1 f> e e SatIS ra a" quatlon;r;;. + dT + d 1." ~o; 2Q e sabs-

fera aux. deux. conditions k :; + h v=o ~t k* +" h v=o; 

30 elle donnera une valeur comtante pour v, lorsqu'on fera 
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X .= 0, quelles que soient 'd'ailleurs les valeurs de y et de z, 
comprises entre 0 et 1; donc elle résoudra dans toute son 
étendue la question proposée. . 

00 est parvenu ainsi à l'équation 

, 
:\ 

,in. n, 1 cos. n.T ain. n,l.cos. n.y tin. nI t. ('O~.1I.1T 

l ' { + l ' t + { ' ( + etc, ~n. + " 0 . 3111., 3111., + .. n.211., !Ion] +SUI. -:lIt) 

ou désignant par ". t l Cs etc. les arcs nll J n, l, nJ 1, etc. 

, 
4 

. ~ . ~. " 
Im,l CO"7 510,".(:05'1 &1D . ,) CO" 1 

+ . + . + etc., !H,+sm.:u, 2&.+.SlD. ::U. 2l:J+SIll, l&:. 

équation qui ~ lieu pour toute. les valeurs de y compm 
entre 0 et.l, et par conséquent pour toutes celles qui soot 
comprises entre 0 ct -1 . 

En substituant les valeurs connues de a. h, a~ b, a, h, etc. 
dans la valeur générale de 'V , on aura l'équation suivante, 
qui contient 1. solution complète de la question proposée, 

, .. 'iD . n.1COf.n. ~ (4in.II . /cos.r1 • .r -.a:v ... ·+.... ) 
l , 1 1 le + etc. 

211., +'10.211., 21t .. +sm.211, 

'+ etc. (E) 

Les quantités .désignées par n 'l n. 1 n] etc. sont en nombre 
infini, et respectiveDlent égales aux quantités 
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les ares t., t~, t'J, 1 .. etc. sont lœ racines de Yéquation déter-
•• ' ' hl 

mlDee t tango t =T' 

326. 
La solution exprimée par l'équation précédente E est la 

seule qui convienne à la question; elle représente l'intégrale 
, , 1 d 1" . d'v d'v d'v d 1 Il genera e e equatlOo d x' + d f + d z' = 0, ans aque e 

on aurait déterminé les fonctions arbitraires d'après les con­
ditions données. Il ~st facile de reconnaltre qu'il ne peut y 
avoir aucune sofution différente. En erret, désignons par 
Hx,y,z) la valeur de v déduite de j'équation (E), il est 
évident que si l'on donnait au solide des températures 
initiales ~xpril1).ées par ~ (x, y, z), il ne pourrait survenir 
aucun changement dans le systême des températures, pourvu 
que la section à l'origine fût retenue à la température con-

l" . d'v d'v d·v , or' 
stantel: car equatlon d x' + li f + d,- = 0 etant satJ51arte, 

la variation instantan~: de la, température est néceASaire .. 
ment nulle. Il n'en sera pas de même, si après avoir donné à 
chaqae point intérieur du solide dont les coordonnées 50nt 
%, y, z la tem~rat8re illi tiale ~ (z , y, %), on donnai t à tous 
les poinfB de la .. ction à l'origine la température constante 
ê. On voit clairement, et sans aucun calcul, que dans ce der .. 
nier cu J'état du solide changerait eontinueUement, et que 
la chalenr primiti.,. qu'il ","ferme se di85Ïpel'Hit peu-A-peu 
dans l'air, et dans la :maASe froide qui maintient l' ex.trémit~ 
à 1. température 0, Ce résultat dépend de la forme de la 
fOnction 4' (z; y, z), qui devient nulle lorsque :ç a une valeur 
infmie CQJl1I)le la question le suppœe. 

Un effet semblable aurait lieu si les températures initiales, 
51 
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au lieu d'être + 4(,r, y,.), étaient -4(,",)",.) pour toll5 

les points intérieurs du prisme; pourvu qu~ la section à 
l'origine fût toujours retenue à la température o. Dans l'uu 
et l'autre cas, les températures initial~s se rapprocheraient 
continuellement de la température constante du milieu qui 
est zéro; et les températures finales seraient toutes nulles. 

3~7' 
Ces principes étant posés, considérons le mouvement de 

la chaleur dans deux prismes parfaitement égaux. à celui qui 
est l'objet de la question. Pour le premier Bolide, nous sup­
posons que les températures initiales sont + ~ (x,y, z}, et 
que l'origine A conserve la température fixe 1. Pour le se­
cond solide, nous supposons que les températures initiales 
sont -4(x,y, z), et qu'à l'origine A tous les points de la 
section sont retenus à la température o. Il est manifeste que 
dans le premier prisme le système des températures ne peut 
point changer, et que dans le second ce syst.ême varie con­
tinuellement jusqu'à ce que toutes les températures devien­
nent nulles. 

Si maintenant on fait c'oïncider dans le même solide ces 
deux états différents; le mouvement de la chaleur s'opérera 
librement, comme si chaque système existait seul. Dans 
l'état initial formé des deux: systèmes réunis, chaque point 
du solide aura une température nulle t excepté les points de 
la section A dont la température sera 1, ce qui est conforme 
à l'hypothèse. Ensuite les températures du second système 
changeront de plus en plus, et s'évanouiront entièrement, 
pendant que celles du premier se conserveront sans aucun 
changement. Donc, après un temps infini, le systême per­
manent des températures sera celui que représente l'équation 
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(E), ou lI=H.x,y,.z). Il faut remarquer què cette consé­
quence dépend de la condition relative à l'état initial; on la 
déduira toutes les fois que la chaleur initiale contenue daris 
le prisme est tellement distribuée, qu'elle s'évanouirait entiè­
rement, si l'on retenait l'extrémité A la température o. 

328. 
Nous ajouterons diverses remarques à la solution précé­

d,nte; 10 il est facile de connaître la nature de réquation 

• tango .=~l, il suffit de supposer (voyez fig. 15) que ron 

ait construit la courbe U=, tango " l'arc 1 étant pris pour 
abscisse, et u pour ordonnée. Cette ligne est composée de 
branches asymptotiqnes. Les abscisses qui correspondent 

.35, Il' aux asymptotes, sont - 1':, - 1r, -", - 'Ir etc.: ce es qw cor­
~ ~ 2 ~ 

respondent aux poiots d'intersection sont: 1 c, 21':,31':, etc. 
Si maintenant' on élève à l'origine une ordonnée égale à la 

., hl,·,.\ 
quantJ.te connue T' et que par son extrewte on mene une 

parallèle à l'axe des ~bscisses, les points d'intersection don~ 
. 1 . dl'" é . Al neront es racmes e equatlOD propos e 1 tango ~= T' La 

construction indique les limites entre lesquelles chaque ra~ 
cine est placée. Nous ne nous arrêterons point aux procédés 
de calcul qu'il faut employer pour déterminer les valeurs 
des racines. Les recherches de ce genre ne présentent au~ 
cune difficulté. 

329' 
20 On conclut facilement de l'équation générale (E), que 

plus la valeur de .x devient grande, plus le terme de la va-

leur de 'V, dans lequel se trouve la fraction e-xV n,' + 1'1,' , 

51. 
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devient grand par rapport à chacun des S11Ïvants. Ho effet, 
R. n~ n, n~ etc. étant dea quantités positives c:roi.-m.ee, 

la fraction e-.xV;;;;; est la plus grande de toutes les frac· 
tions analogues qui entrent dans les termes subséquents. 

Supposons maintenant que l'on puisse observer la tempé­
rature d'un point de l'axe du prisme situé à une distance.x 
extrêmement grande, et la température d'un point de cet 
axe situé à ta distance .x + 1, 1 étant runité de mesùre; on 
Qur..a alorsy=o, .z:=o, et le rapport de 1. aeconde sempéra-­
ture à ,la première sera sensiblement qal à la fraction 

.-xV' • .... Cette valeUT du rapport d .. températures des 
deu" points de rn. est d',utant pl ... oucte, que la disbmc<: 
x .,.t plus grande. 

Il suit de là que si l'on marquait sur l'axe des point's dont 
chacun fût distant du précédent de l'unité de mesure, le 
rapport de la température d'un pGint à celle du point qui 
précède, cGnvergerait continuellement v... 1. fraction 

e-z~ j ainsi les températures des points placés' à diS.­
tances égal .. lin;'''''''t par décroître 011 progreoaÎon gOOJné. 
trique. Cette loi aura tGujGurs lieu, quelle que SGit l'épaisseur 
de la barre, pou.rvu que l'on considère des points situés à 
une grande distance du. foyer de chaleur. 

Il est facile de voir, au moyen de la CODStnlctÎon, que ai 
la quantité appelée l qui est la demi-épaisseur du prisme, 
est fort petite, n, a une val~u.r beaucoup plus petite que n" 

on nl etc. ; il en résulte qoe la première fraction e-~ 
est he.""oup plllS grande qu'monne de. l'TactiGn. analogue;. 
Ainsi, dans le Cai où l'épai6ieur de 1. bane est très·petite, 
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Hn'est pas nécessaire de s'eloigner de la source de la chaleur 
pour que les œ.npératures· d .. poillls éga1eIWlllt distants 
déc~oissent en progression géométrique. Cette loi règne alors 

.dao. IOIIf<\l l'~+ de 1. hure. , J ' 
330. 

• • • . - - ,. 1 

Si la demi-épaisSeur 1 est une três.petite qtiantiœ, 1a va-
leur générale de 'V se réduit au premier terme qui contient 

,,-' x~_ AimO 1a,f()lii:lion'qMiH~~;..,.ela ~~~ 
d'un PQiot,dooot 1 .. ,~rdQllllé.t.1I\Ujt.t".Y:<t,., ,~tdG"u~ 
dM. ce 0lIl\ pir l,oq,l;It.io>.. , .. 

. ( 4.sin.nl)1II ~ '-ix~ . 
'V= l' / .cos.n)".cos.nz e . , 

. 2ft .+.IIm. ::l,ft. __ 

.• 1 ' .'. .. { 

l'arc, ou ,.l"'~f"ntexlllÎ_'I!r.p~J.coIJl'l!e,<M',Ie ~<>4 

par' hi coostruction. 'L'~ ~. &n~! ,== ~ t'e 'lé<i4l.i,,'lbrs 

,. hl 1 ., al d . • /iOj' " j" ' a ,~= k ; a premlere v eur e 1 ou e, est V 7"; ~ wr-

pectiOD de la figure, on cODllatt les valeurs des autres ra­
ânes, en SOI'tie 'iDe 18 quantités t, '1, tl e4 t~ "ftc . .&ont·ks-sui-

va'otes '.J~ '. ~;2~,3"" 4"" ~t~.~s 'v~le~rs ~e .. ~ . .n •. n~/J.4n~ete,. 
do '. /li ~ ~" J ~ 1 sont ne ï77 V "j' l' l' -/-, etc. j OR en .tOac ut ........ u. 

00 l'a dit plUs haut ,que si lest une lrès-polite qlÎ~ntité? la 
première valeur .~ est incomparablemen.tplu.s .gr';ltideqûé 
toutes les autres, et que ron doit omettre dans la 'v~leur 
générale de v, tom les termes qui suivent le pre\Ilier. Si 
maintenant on 5ubstitue dans ce prenrier terme la va1eu.r 
trouvée pour n, en remarquant que l'arc ni et fare :lnl 
..... t rigaw< ft·/eian; ~il1U., 00 BUm . 
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. ' . . ~ 

-;r _ '. c· /IT J) C- /Ai ') H 1)=C05. V T'1 cos. V TOI e , 
, . , . ' . 

le ractt~r ~ qui entre ~oos le signe cosinus étant très­

petit, il ~'ensuit que la tempé~ature varie très-peu, pour 
les différentB, points d'une mê~e section, lorsque la demi­
épais.seur 1 est très-petite. Ce résultat est 'pour ainsi dire 
évident de Iui·m~me: m:us il est ùtile de-remarquer comment 
il est expliqué par le calcul. La solution générale 8e rédnit 
en effet à un seul terme, à raison de la ténuité de la barre, 
et l'on a en remplaçant par l'unité 1 .. cosinus d'a"", extrê-

mement petits 'V=e-x~, équation qui exprime' dans 
le cas dont il s'agit ies températures stationnaires. 

On avait trouvé cette même équati,on précédemment, 
article ,6, page 65; on l'obtient ici par une analyse entière­
ment différente. 

33.. 
La solution précédente fait connattre en quoi consute le 

mouvmnent de la chaleur dans l'intét:.ieur du solide. Ii est 
facile de voir que lorsque le prisme a acquis, dans; tous ses 
points, les températures stationnaires que nous considérons, 
il existe da~ chaque section perpendiculaire à l'axe, un Hux 
consta nt de chaleur qui se porte vers rertrémité naD: écliauffée. 
Pour d,éterminer la quantité de ce ~ux qui répand à .une 
ahscisse . .x. Il faut considérer que cell~ qui traverse pendant 
l'unité de temps, un élément de ]a section, est égale au pro­
duit du coëfficient k, de l'aired.r dz, de l'clément d(, et du 

rapport ~; pris avec un signe contraire. Il f~udra donc pren-
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dre l'intégrale -kf dy!d. ;;, 'd~pui .... =0 ïUB<ju'~ 
z=l, demi.épai5se~r de ;~~ ,bar~e1 ~t ensuite,~epuis); , a, 
jus'J'.'l 'à Y =,1 . . O~ 'aura, ,~i'rsi, la 'J'.'atriè"~è hrtie,~~flux 
tota. .'., . . r ,. 

Leré~~'~t d~ ce c~l~~i r.ut connaître)la l~i siiiv'~t~quel1~ 
décroit la quantité q~ ti-ttverse Jûne section du prisme j et ro~ 
voit que 'l.s parties' él6ignë .. reçoi)'e11t ttè'.-pcl de chaleur 
du foyer, parce' q,~d,elle :qu,i en: é/JlaIW i_ê<\i.tem",,~,~ 
déWul'/le' ~n p....-ti. "'rs la 'Ill'fac~, :poq;. .1,\ ,\i}I~~ ,Il.ns 
rair. Celle qui traverse une section quelconqu~_~u. .prisme'", 
forme, si l'-&Jl-4I~t parler ainsi, une nappé de ch~lenr 
dont la den'gité varie d'un 'point de la ~ection ~ l'autre. 
Elle est continuellement employée à re'l'placer, la ,chIIIeur 
qui s'échappe par là surfa~~ ~ danstâute1'exirbriitldd ;pdsmé 
située à la droite..'de--la &ectiQll; il est"d()nc"~~es.saire que 
tou te la chaleur qui sort pendant un certain tem ps de cette 
par!i~d,u,pri.rna.soit exact"'1lent ~ompensée par celle qui y 
flénl;tre ~p. ve'JIlL ~e ,le cond!Içibi~é, iD4~rieure 'du' soli <le. 

,33~. , " 
Pou~ vérifier ce résultat, il faut calcuier le produit ~u flnx 

établi à la surface. L'élément de la surface est d z d y, et 'V 

étant sa température h1J d x dyest la 'quantité de chaleur 
qui sort de cet élémer.tt pendant l'unité ~ temps. Donc l'in­
tégralê'hfdrfdy.'V exprime'la èhaleur totale émanée 
d9une pottion finie ,de ta surface. Il ; faut maintenant em­
ployer la valeur connue de 11 en y, 'en supposant z= T,puis 
intégrer une fois depuis y=o jusqu'à , l, et une seconde 

fois d~puis .x ' x jwqu;à x=~. On trouvera ainsi la moitié 
, ','[ 
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!le la dlaJeur qui 5Ort '~e la .urf~c,. supérieure du. priame; et 
p~n~~t . quatre fojs . le ~ultat,. o~, au~ lil .. chaJe':l;r perdue 
paT;' . lè~ ~~rfac~s .supé~îé~re et jn(é~ieure. . '. ;)- " 
- Si ~ôn S(tsJrt màintenantdé rexpres'sion1hfJxft!:..v, 
que 1'00 .. donue ,à,y_ da~s 'V sa valeur 1, et que. l'.on intègre 
~ne .rOiS':d~puts z'=o j~squ'à z-":"l, e.t :une seconde fois de.-
r . ,~ . .' ' " ': ,' . ' •• 

pW~ .~'!= 0 jusqu'à """r .~ ; OD "II':'!- Ja. qu,aU'i""r portia de la 

~halë!1r cpt 's'éch.ppe p';"11lS s.arfa"". la~.l .... " ;· . ;. " 
• ,L'irltèiral< hfd:zfdy'IJ , 'êtAht p;o!se eBtre' te~ !ltl1i~ 
di!ilig\illes ,\Ionne ::, ' , ,: .. . . " '. ,'.: ' . 

ha' . 'l .. . ". '..L..:tV17I"+ n " 
-:;~17~ .sm m COi. "-/" . ,': " 1 :". VIIt'+"" " '1 .r~. L" 01 ' ' . 

1; '" . :,f'" • l ,,:I.".dli :"1' J .' 1 

et l'~téw.8I~ r ~fdx{dz.'1) d~~~ . ' :;~ '~ j. 1 ,.(,[ '. ' ,_ . . , . 
,. " ,+a ,:. ;,." /' " .. : 't :.,-... 1/.",=1<..,1 · . ... 

nVIll.;+ ..... , cos. ~ , sm. ne ' , .. 

Donc 1. qnantit~ de ch.leu; que le pristriepero à·\jao ,stltf.œ, 
dan. toùte :l'I'.rti .. , .itu.i~ .. 'kdrolfu de: I~sèétlo·ti doo. 
l'abscisse est x, se compose dé tous les tennes analogues à 
celui-ci '" .. ; :r:·.' '. .. . , i '1 " : .•.. 

4A.4 -"'V""+~'I" / ' , l' 'z· j V e " l ' . -- sJofLm cos. n rt- .... cOJ.m .liAD.nl -' 
rn..+ n' . ', rn. '. . '~ ' • 

. '_ . . , ' . ' . t . . . . " . , . . . 

. 0'1 ... . autr~' cÔ\é ,1. cp>antitéde. chaleur 'lni , p'én~re ' l"'nc 
d~~ "' .m~me: '"""p.h'·Fers 'la ..iction~t I·absoi.sa~ .. t ,;" . 
se (:ompose des, termes. analogues l , cel~i : i 

, ' 

4kaVm'+n~ -.t:V"., + n' . . . 
.!...~,..=-'-::. e . 1 .510. m 1. sm. n l,-

l ,m.n ~ .. ' ' . . . , 

il est donc nécessaire que l'on ait l'équation 
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AV~· l' 1 k • 1 --'-=--::,~sm.m .sm.n v: .sm. ln .cos.nl 
m.TI n~ m'+,,' 

k . 
+ nVm'+Il"COS. ml.slO. Ill, 

ou k(m'+n') sin. ml sin. nl=hm cos. rn/sin. n 1 
+ h nsin. ml cos. Tl 1: 

or on a séparémentKm' sin. rn/sin. n l=h 11]C05. m lsin. ni, 
msÎn. ml h, . 

ou m cos. m 1 = k; on a aussI 

kn~ sin. ni, sin. ml=II,n, cos. ni sin.ml, 

n.sin.nl ou 
cos. ni 

h 
k' 

donc l'équation est satisfaite. Cette compensation qu~ s'éta­
blit sans cesse entre la chaleur dissipée et la chaleur trans­
mise, est une conséquence manifeste de l'hypothèse; et le 
calcul reproduit ici la condition qui avait J'abord été ex­
primée; mais il était utile de remarquer cette conformité 
dans une matière nouvelle, qui n'avait point encore été sou­
mise à l'analyse. 

332. 
Supposons que le demi-côté 1 du quarré qui sert de base 

au prisme, soit une ligne extrêmement grande, et que l'on 
veuille connaître la loi suivant laquelle les températures dé­
croissent pour les différents points de l'axe; on donnera à .x 

et à z des valeurs nulles dans l'équation générale, et à 1 une 
valeur extrêmement grande. Or la construction fait connaî .. 

tre dans ce cas que la première valeur de test i, la seconde 

3 ~ la troisième 5 ~ etc. On fela ces substitutions dans l'é-" , 
52 

• 



410 THÉORIE DE LA CHALEUR, 

quation générale, et l'on remplacera n,l, n.l, n]l, n,l, etc. par 

1 tt 3tt 5tt 7~ J' '1' ' leurs 'Va eurs -, -, -, -, et on mettra aUSSI a lractlOu 
2 !l :.. 2 

'" ~ 

• au lieu de e :il 2. On trouve alors 

( ~). (~I V~ 1 VI'+S' ) 
1.1 4: =1 ct -get +511 -etc. 

'( V3~+1> 1 V3'+~' ) -3. -3 cr: + etc. 

'( v,,+.' ) + '5 cr: -etc. 

_~ (ct V 1·+I'_etç.) 

+ etc. 

On voit par ce résultat que la température des différents 
points. de l'axe décroît rapidement à mesure qu'on s'éloigne 
de l'origine. Si donc on plaçait sur un support échauffé et 
maintenu à une température permanente, un prisme d'une 
hauteur infinie, ayant pour base un carré dont le demi~côté 
1 est très-grand; la chaleur se propagerait dans l'intérieur 
du prisme ~ et se dissiperait par la surface dans l'air environ­
nant qu'on suppose à la température o. Lorsque le solide 
serait parvenu à un état fixe, les points de l'axe auraient des 
températures très-inégales, et à. une hauteur équivalente à la 
moitié du côté de la base, la température du point le plus 
échauffé serait moindre que la cinquième partie de la tem­
pérature de la base. 
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CHAPITRE VIII. 

DU KOUVE)[El'fT DB LA CHALEUI\ DAlfS UN CUBE. 

SOLIDE. 

333. 

1 L nous reste encore à faire usage de l'équation 

d v K Cd- v d" v d" 'V) 
dt=C.D d.:r·+ dy'+ d%" (a) 

qui représente le mouvement de la chaleur dans un solide 
de forme cubique exposé à l'action de l'air. (secti!lD IV du 
chapitre II, page -119) On choÎ$ira en premier lieu pour 'V ' 

la l ,. 1 -'" t va eur tres-Slmp e e cos. n:r: cos. py cos. fi z; et en 
substituant dans la proposée, on aura l'équation d~ condi­
tion m=k(n' +p'+q'), la lettre k désignant le coëfficieot 

C~D' Il suit de là que si l'on met au lieu de Jl" p~ q des 

quantités quelconqu~s, et si l'on prend pour m la quantité 
k (n' + p' + q'), la valeur précédente de 'IJ satisfera toujours 
S: l'équation aux différences partielles. On aura donc l'équa-
. -k("+p'+q')t L" tlOn v=e .COS. nx cos. py cos. q:.. etat 

de la question exige aussi que si :r: change de signe, et si y 
et z demeurent les mêmes, la fonction ne change point; et 
que cela ait awsi lieu par- rapport à y et par rapport à z: 
or la valeur de 'V satisfait évidemment à ces conditions. 

52. 
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334· 
Pour exprimer l'état de la surface, on emploiera les 

équatioDs ~uivaJltes: 

. Elles doivent ~tre satisfaites lorsque l'on a .r= +a, ou 
.r=±a, ou z=±a. On prend le cen'tre du cube pour 
l'origine des coordonnées; et le côté est désigné par a. 

La première des équations (b) donne 

-mt . le .=Fe nsm.nx cos.pycos.qz+ Keos. nxcospycos.qz=o, 

h . 
ou =F ntang. n.r+ K = 0, 

équation qui doit avoir lieu lorsque x = ± a. 
Il en résulte que l'on ne peut pas prendre pour n une 

valeur quelconque, mais que cette quantité doit satisfaire à 

la condition na tango n a= ~ a. Il faut donc rés~udre l'é· 

quation déterminée f tango t = i a , cc qui donnera la l'll­

leur de fJ et l'on prendra n=~. Or l'équation en , a une 

infinité de racines réelles; donc on pourra trouver pour II­

une infinité de valeurs différentes. On connaîtra de la même 
manière les valeurs que l'on peut donner à p et à q j elles 
sont toutes représentées par la construction que l'on a (ID-
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ployée dans la question précédente, art. (3'1). Nous dési­
gnerons ces racines par n . n, n] n~ etc. Ainsi l'on pourra 
donner à 'V la valeur particulière exprimée par l'équation 

-k'(n' + p' +q') v=e cos. nx . cos. py.cos.qz, 

pourvu que l'on mette au lieu de n, une des racines n., /t l! 

nJ n4 etc., et qu'il en soit de même de p et de q. 
335. 

On peut former ainsi une infinité de valeurs particulières 
de fI' • er. il p,,"t. visible que la somme de plusieurs de ces va· 
leurs satisfera aussi à l'équation di fférentielle Cn) ct aux 
équations détermtnées (b). P OUl' donner à 'V la forme géné­
rale que la question ex ige, on réuni ra un nombre indéfini 
de termes semblables à celui - ci : 

-kl(n'+ ' +n') ae p:J .cos.nxcos. pycos.q.:. 

Nous e~primerons cette valeur de 'V par l'équation suivante: 

( 
-Itn/ t -kn;t -kl/)'t) 

J= a,eos.n,xe + a cos.n,xe +acos.fl}XC + etc. 

(
-ft,,"/ -kn:t -kn '/ ) cos.n,ye . +cos. N.ye +cos. 1l1:r e l + etc. 

( 
-Irn 't - ft"Ii.' l -/rit °t ) "cos.n •• e . +CQs.ll , ze +<:os.1l.1ze ' +elc .. 

Le second membJ'e doi t sc fOl'mer du prodnit des trois 
facteurs écrits dans les trois lignes horizont.lies, c t les (Juan­
tités a, a, a J etc. sont des coëfficients inconnus. Or , scion 
l'hypothèse, si l'on fait t=o, la température doit être la 
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même pour tous les points du cubt. Il faut donc déttr­
miner a, a. as etc., en sorte que la valeur de 'V soit COD­

stante, queUes que soient celles de :Je de T et de z, pomvu 
que chacune de ces valeurs soit comprise eoue a et -D. 

~5ignant par 1 la température initiale commune à tous les 
pointa du solide, on posera l'équation 

1 =a. cos. n.z + a. cos. n,z + lZ, COI. Dl Z + etc . 

. dans laquelle il s'agit de déterminer a. a. a J etc. Après avoir 
multiplié chaque membre par cos. D i %' OD intégrera depuis 
x=o jusqu'à x=a.' or, il résulte de l'analyse employée 
précédemment art. (325), que ron a l'équation 

siD. n. d cos. Il, z .in. n, a. cos. n. Je .in. n, a .001. ~:t ... 
1= . + . + +~ . (lln,:;an'4) ('lD.3,,~a) (510.2/11/1) .....,..112 1 + n,a 1 + nJa 1 + 1 

• :lIn,a 211,4 21114 

d , . la' ,1 ( .iD. an/a) efugnant par fLi quanhte - 1 + , on aun 
::. :an; Cl 

cett~ équation aura toujours lieu lorsque l'on donnera l. 
une ~aleur comprise entre a et -Q. 

On peut en conclure l'expression générale de 11, elle .. t 
donnée par l'équation suivante: 
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(
sin. nia -le n,St sin. n,a _/cn,tt v= --cos. n,xe + --coS.n~:xe 
n,al-'. a n,al-'.4 

sin.na -k'n't ) + --'-COS.n3xe 3 + etc. 
n ,"1-'34 . . . 

(
sin.n,a -Icn/t sin.n,ll -kn:t --cos.n,ye + -- cos.n.ye 
n, a "'. a n.a~a . 

sin.na -len)'t ) + --'-cos.nlye + etc. 
"-l4(oL:Jt1 

(
':::in=:-',:;"',-:4 -kn,'t ain.n,a -A-n.'t cos. n • .z; e + -- COS. Tt,.z e 
n,af',iJ n,afL.". 

+--cos.nJze ] + etc .. sin. R11Z -le n • t ) 
n,a(oL:J" . . 

336. 
L'expression de v est donc formée du produit de trois 

fonctions semblables, l'un~ de :e, l'autre de y et la troisième 
de., ce qu'il est facile de vérifier immédiatement. 

En effet, si dans l'équation 

-=k-+-+-dv (d'v d'v d'lI) 
dt dz' dJ' 41." 

l'on suppose v=X Y Z; en dénotant par X une fonction de 
:x et t, par Y une fonction de y et t, et pat" Z URe· fonction 
de z et t, on aura 

on prendra les trois équatioll5 sépaJ:ées 

dZ d'Z dY ,d'Y dX d'X 
dt=lc- dz" dt=kdJ" Tt='Kn' 
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On doit avoir aussi pour la condition relative à la surface 

dV k 
-+~V=O, 
dx K. " 

\ 

d'où l'on déduit 

dX h dY h dZ h 
dx+J(X=o, dy+KY=o, dz+K,.Z=o. 

Il suit de là que pour résoud re complètement 12. question 

'( m d d (" . du .,. d'u d" (" 1 su It e preD re equatK>D dt = /Ii. d;E' et y ajouter e~ 

quation de con~ition ~: + : U = 0 qui doit avoir lieu, lors­

quex=a. On mettra ensuite à la place de x, ouy ou.: et 
l'on aura les trois fonctions. X, Y, Z, dont le produit est la 
valeur générale de v. 

Ainsi la question proposée est résolue comme il suit: 

t (x, t) 
sin. n,a -'/rn,'t sin. n,a _'III," 

COS •. n,xe + cos.n xe 
n, a p.. , n. a/-,~ 

sin.n)4 -'JUI,'t 1 + COS.nlxe +ec. 
n) a ILl 

Il., n .. , "'3 etc., sont donnés par l'équation suivante: 

h. 
~tang.e=KJ 

dans laquelle, représente na; la valeur de (L, est 

~ (1. + ::,;::n."." • .o',: .• ) 
2. ::l1Ji 4 ' 

On trouve de la même manière (es fonctions ~ (y, t), ~(:,t). 
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337· 
On peut se convaincre que cette valeur de 11 résoud la 

question dans toute son étendue., et que l'intégrale com­
plète de l'équation au ... différences partielles (al doit né­
cessairement prendre cette fonne pour exprimer les t~mpé­
ratures variables du solide. 

En effet, l'expression de 'V- satisfait à l'éq:uation(a) et aux 
conditions relatives à la surface. Donc les variations des 
températ,ures qui résultent dans un instant de l' action de~ 
molécule" et de l'action de l'air sur la surface, sont celles que 
l'on trouverait en difTerentiant la valeur de 'V par rapport à 
t. Il s'ensuit que si, au ~ommencement d'un instant, la fonc­
tion 'V représente le systême des températures, elle- repré­
sentera encore celles qui ont lieu au commencement de l'ins­
tant suivant, et l'on prouve de même que l'état variable du 
solide sera toujours exprimé pa~ la fonction 'V, dans laquelle 
on augmentera continuellement la valeur de t.- ~r cette 
m~me fonction convient à l'état initial :, d~nc: elle rep~sen­
fera tous les états ultérieurs du solide. Ainsi on cst assuré 
que toute solution qui donnerait pour v une fonction diffé­
rente de la précédente, serait erronée. 

338. • 
Si l'on 8uppOse que .le temps écoulé t est.d~"eDu tres-

grand., on n'aura plus à con,sidérer que le premier ,terme de 
l'expression de 'V; car les valeurs n.n, nJ etc. sont rangées par 
ordre en commençant par la pl1:lS petite. Ce tenne est donné 
par l'équation 

C
,in.n,a)' -3kn,"t v= cos. n.x cos.n,y cos.nze , 
Il, a t', 

yoilà donc l'état principal vers lequel le systême des tempé-
53 
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ratures tend continuellement, et avec lequel il coïncide 6ans 
erreur sensible après une œrtaine valeur de t. Dans cet lb.l 
la température de chacun d .. points d.krolt proportionn.~ 

l 'd 1 r ' -3>.: 1 l ' ement aux pUlssances e a nachort c ; a ors es ela.t5 
5ucêessifs sont tous semblables, ou "plutôt ils ne dHTéreDt 
que par la quantité des températures qui diminuent toutes 
comme les tennesd'une progression géométrique, en conservant 
leurs rapports. On trouvera"r.,cilement, au moyen de l'équation 
précédente, la loi sUlvant laquelle les températures décrois­
sent d'un point à l'autre dans le sens des diagonales ou des. 
arêtes du cube, ou enfin d'une ligne donnée de position. 
On reconnaîtra l1u~si quelle est la nature des surfaces qui 
déterminent les· couches de même tempér~ture. On voit que 
ùans l'état extrème et régulier que nous considérons iei,les 
points ~.'une même couche conservent toujours lA. même tem~ 
pérature, ce qui n'avait point lieu dans l'état initial et dHDS 

ceux qui lui succèdent immédiatement. Pendant la du ... 
infini~ de ce dernier état la masse se divise en une Îllfinité 
de couches dont tous les poin·ts ont une température com~ 
mUlle. 

3~, 
Il est Caeile de déterminer poUl' un instant donné la ttm~ 

pérature moyenne de la masse, c'est-à-<lire, de œJl~que l'on 
obtiendrait en prenant la 50m~e des ·produits du volume de 
chaque molécule par sa température, et én divisant cette 
somme par le volume entier. On formera ainsi l'expression 

JVdr,dy,d', Il dl' V 
. ::1 1 a)· ,qUlestcee e atemper.aturemoyenne. 

L'intégrale doit être prise successivemeil.t par rapport a 
x, ày.et à t:..) entre les limite& a ~t -"11.; 1I .éfl:nt . t1'allll 
produit X.Y.Z, on aura 
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V fXdxfYdyfZdz, 

"1' ClXdZ)' l ' amSJ a temperature moyenne' est .~, car es troIS 

intégrales totales ont une vàleur' :c(jrttthil~è~! donc' 
. . : .;, ," , ~ c_: l 'J . 

VvV (Sln.n,a)\!. 1 -in,·t (Sin. n.a)' 1 ~Ic".·t = ·-·e + ·-·e . n,4!L, ":a a ~. 

(
'sin. n] G')' 'l: ! -ln)' t " + -.·e. + etc. 

. Il] a " ~,.,; . .,' 

:La quantité na équivau~ à',' qui est. un~ latine d"Téqnation 

4.' " 1 à t ( sin. ::. ~) 0 d 
! tango ,:::::;: V et ~ est e~ e .2 1 - ~.' fi a one, 

en. désignant l~~ différ~ntea---:acine~ d~ ,'f~ue éT.I~ti~l"! :p:ar 
a. '. '3 etc. , 

" ,: " l'" 
J_t, LI, t l_t.· 

-/{-t -1[- -/{-t" 

VvV (sin.t,)' e a' (Sin .• ,), e a' (Sin.t1)1f! D" = --. . + '--, , + -- . + ete 
, " Sln.21,.. ,1n.:1', a, SIn.:l1! • 

1+ ~'" ' :~ ~l-t:-r:it."j.:ij-·;:ih:JI:rlIj+-~ 

i; eSt -entre '0 et ~'~', i.iest enfr·~·r.' ~f~~~/~;·~~~~t~li'~~~!~, 
2. 2. 1 2.. 

les moindres limites 'Ir, 2 r., 3", etc .. , a.pprochent de~;p'~~_:~n 
plus de,s racines ,~, ~l; '. ~tc:,' et, fi<~~sfPt _p'~r/ s~ '.f~~fon~~ 
à"'ec' elles lorsqqe Xi~ctibe.t ëst )rMsJ-~~nd.'. ~s- a~'cl ~4hl!f~s 
"2 1., ~ -'J'~ 12 ii ~tc. S9h,t ~omprJg e\i'tt~ 0 'et J1f'; e~.ue~2 ~~ ltJ~l~.: 
ent.re '4 n . èt . ~ ~'; cte~t' Ipbui-~6h~ll1~sl ~ih-~ (JiJ~·ë;lJi1.f'c'f -;O'rif 
tous positifs': les quartÜtês' ~II~ àH,~',: r +'.In, ~l,( ,- e'tc~'; 

'21, ", . 

Bont poSiti" .. étebmpm .. ~ é\itt~ t 'th:'ll"suli de [à"q~e 
53. , 
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, .3;-
tous les termes qui entrent daœ la valeur de V 11 sont po~ 
.itifs. 

340. 
Proposons nous maintenant de comparer la vitesse d'l 

refroidissement dans le cube, à celle que l'on a trouvée pour 
une masse sphérique. On a vu que ponr l'un et l'autre de 
ces corps, Je système des températures converge vers UD 

état durable qu'il attei.nt sensible~ent après un certain temps; 
alors les températures des différents points du cube dimi­
nuent toutes ensemble en conservant les mêmes rapports, 
et· Cd)es,d'un se.il:de'ces points décroissent 'comme les termes 

d'une prog~ssion géométrique dont la raison n'est pas la 
même dans les deux corps. Il résulte des deux solutions que 

pour' Û: ~phère ~a ~ai~oii èst e~kia" ~t p~ur I~ cube e -3~l, 
La quantité n est donnée par l'équation . 

" 

CO.'!. ft a n a .0;::, .:...:-.;; 
~110 . II a . 

h 
I--a . K. ' J 

: .! : / Il ''' .! • 

,il éià.lt le demi-dianiètr.tJe la sphère, et'-là 'q\,antité. est 

~~on~,~_ ~~ -f~~~t~~~: ' i tanS;,r. -:- ~ ~ ~ a ~~t ,Ie .d~i~côtè 
du cube" '. . , ' . , ' , 

~~tp~~! ~~_ ~~'n~l~~r~~-,~~x ~ di.ff~~n.t5; ce!ui ~ù: : I~ 
~~~~;ee;- ~~ j~ph~.e,t .)e:d~~:i~cô.~~,~u, :c~~! ~,~nt ~:~~. ,~tl:~~ 
e~aUfj a_ a" ,)~~an~te t~~s-.pet;r)~. i ~~, cel~l : <?~ la. v~~~~r d~. 'f ~ 
tt,e~f!Ta,nd~ . . ~u~p~on. d'~j,~~~'I.~e, lef d~~x l'0fP'!. fn(UDe 

~~\ti~e . d~~i~~;, hK~ ayanl u,n~ tfèsppetite ~alepr1 it~o ,sera 

de, ,,,ê,,,,e iIç, .,pu, "1'r~ 4"1j1c i,'-;:f;. dp"ç la'!mÜlfD; 
, ' 

,/ ' 
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" e-3;;k est égale 'il e a 

àinsi les dernières températures que l'on observe, ont une 
h 

expression de cette forme A e-3
; t. Si maintenant dans 

l
" . lIa.COll.lla 
equatlOD -::C' 0-:::-::-­

Sin. 11 a 

h 
1 - Ka, on suppose que l~ second 

h dom , d l' ., h n' ,a mem re lUere tres-peu e umte,on trouve K=-r-' 

là fraoction e -le "," 
h 

est e- 3 4" 

donc 

On conclut de là que si le rayon de la sphère est très~ 
petit, les vitesses fi.nales du refroidissement dans ce solide et 
dans le cube' circonscrit sont égales, et qu'elles sont l'une et 
l'autre en raison inverse du rayon; c'e~t-à-d.ire que si la tem­
pérature d'un cube dont le demi-côté est a, passe de la va­
leur A à la valeur B dans le temps t, Une sphère dont le 
demi-diamètre .st a, passera aussi dans le mêmo temps de 
la température A à la température B. Si la quantité a venait 
à changer pour l'un et l'autre corps, et devenait a' le temps 
néceasaire. poW" pa88er de A à B aurait Qne autre valeur (, 
d le) rapport ·des temps t et t serait celui des demi~côtés 
a et a'. Il n'en est pas de même lorsque le rayon a est extrê-

mement grand: car 1 équivaut alors à.! 'It, et les valeurs de 
" ", :1 

n il sçmt les quantités Tr, 2 'Ir, 31t, 4 Tr, etc. 
0[,1 trouvera donc facilement dans ce cas les valenrs des 

fracti~ns 
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On tire de là ces deux conséquences remarquables: 1° si les 
deux. cubes ont de grandes dimensions, ct que t1. et a' soient 
le~rs demi.côtés; si le premier emploie le temps t pour 
passer de la température A à la température B, et le second 
le temps t' pour ce même intervalle; les tempa t et ( seront 
proportionnels aux. quarrés a' et d' des demÎ·côtés. 00 a 
trouvé un résultat semblable pour les sphères de grande 
dimension. 2° si un. cube a pour demi • côté une longueur 
considérable ct, et qu'une sphère ait la même quantité ct pour 
rayon, ct que pendant le temps t la température du cube 
s'a'baisse de A à B, il s'écoulera un temps différent t' pen­
dant que la température de la sphère s'abaisSera de A à B, et 

les temps t et t' seront dans le rapport de 4 1t 3. . 
Ainsi le cube et la sphère jnscrite se rerroidiaaent égale.­

ment vite lorsqu'ils ont une petite dimension; et daos ce eu 
la durée du refroidissefIlent est pour l'un et l'autre corpi 

proportionnelle à l'épaisseur. Si le cu,be et la sphère ioomtt 
ont une grande.dimension, la durfe du refroidÎ6&ement Soa! 
D'est pas la même pour les deu. solide •. Cetto .durée ell pl .. 
grande pour· le cube que poUF la .phère, 4,.... la l'Oison dt 
4 à 3" et pour chacun des dewi co"!,, en particuliOl' la aurlt 
du refroidissemellt augmente comme le carré du diaJÙtl't. 

341 . 
On a supposé que le corps se refroidit librement daflS l'air 

atmosphérique dont la chaleur est constante. ·On pourrait 
assujétir la surface à une autre condition, et concevoir, par 
ex.emple, qu.e tousses points conservent, en vertu d'une cause 
extérieure,la température fixe o. Les quantités fi.. 1 P, q, qui e& 
trentdansla valeur·de-v sous le signe cosinus,doivent êtretellel 
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dans ce cas, que nx·de'Yienne nulle, 1000sque ft reçoit sa va ... 
leur complète a, et qu'il en soit de même de py et de qz, 

Si le côté du cube 2a est représenté paf ~ c,'c étant la 'lon~ 
,.2 , : 1 

gueur de la circonférence dont le rayon est 1; ... on pOUrra. 
exprimer une valeur particulière de v par l'équation sUl~' 
vante, qui satisfait en même temps à l'équation générale du' 

o mouvement de la chaleur et, à l'état de la surface, .. 

K -3-, v=e C,D. cos.xcos.ycos.z. 

. 
Cette fonction est nulle, quel que soit le temps t , lorsque .x 

ou y ou z reçoivent leurs,,' valeurs extrêmes + i c ou - ~ c: 

mais l'ellpression de la température ne peut avoir cette forme 
simple qu'après qu'il s'est écoulé un temps considérable, à 
moins que l'état initial donné ne soit lui-même représenté 
par la fonction cos. "%.cos.y.cos. z. C'est ce que l'on a sup~ 
posé dans la sect. VIII du chap.l, art. 100, p. 95. L'analyse 
précédente démontre la vérité de l'équation employée dans 
l'article que l'on vient.de citer. Il faut remarquel que le nom~ 
bre désigné par "" dans<etarticle, estle même qpe c: il équi. 
vaut à la circonférence entière, et non à la demi -circonfé­
rence. 

On a traité jusqu'ici les questions fondamentales de la 
théorie de la chaleur, et considéré l'action de cet élément 
dans les corps principaux. L'ordre et l'espèce des questions 
ont été tellement choisis, que chacune d'elles présentât une 
difficulté nouvelle et d'un degré plus élevé. On a omis à des­
sein les questions intennédiaires qui sont en trop grand 

• 
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On peut supposer, au lieu du solide infini, un prisme 
d'une très - petite épai~, et dont la surface convexe est 
totalement impénétrable à la chaleur. On ne considère donc 
le mouvement que dans sne ligne infinie, qui est l'axe com­
mun de tous les plans. 

La question est plus générale, lorsqu'on attribue des tem-· 
pératures entièrement arbitrai[es à tous les points de la par­
tie de la masse qui a été échauffée, tous les autres points du 
solide ayant 'la température initiale o. Les lois de la distri­
bution de la chaleur dans une masse solide.infinie, doivent 
avoir un caractère simple et remarquable; parce que le 
mou~ement n'est point troublé par l'obstacle des surfaces 
et par l'action du milieu. 

343. 
La position de chaque point étant rapportée à trois axès 

rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnées ~,j, z, 
la température cherchée est une fonction des variables ~,j, z, 
et du temps t. Cette fonction v ou tp (x, j, z, t) satisfait à 

l" . "1 dv K (d'v d'v d'V) () D equatlon generae dt=c:1) J;;+ d.r+ d:.' 'a. e 

plus, li est nécessaire qu'eUe représente l'état initial qui est 
arbitraire; ainsi, en désignant par F(~,j, z) la valeur donnée 
cie la température d'un point quelconque, prise lorsque le 
temps est nul, c'est-à-dire, au moment où la diffusion cOm­

mence: on doill1voir ~(x,y, z, o)=F(x,y,z) (h). Il faut 
trouver une-fonction v des quatre variables :r, 'y, z,-t, qui 
sati.fasse à l'équation ditTérentielle (a) et à l'équation déter­
minée (b). 

Dans les question(l que nous avons traitées précédemment, 
l'intégrale est assujettie à une troisième con~ition qui dépend 
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de l'état de la surface. C'est pour cette raison que l'analyse 
en est plus composée, et que la solution exige l'emploi 
des termes exponentiels. La forme de l'intégrale est beau­
coup plus simple, lorsqu'elle doit seulement satisfaire à 
l'état initial; et il serait facile de déterminer immédiatement 
le mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais 
pour exposer cette partie de la théorie, et faire bien con­
naître suivant quelle loi la diffusion s'opère, il est préfé­
rable de considérer d'abord le mouvement linéaire, en 
résolv~nt les deux questions suivantes; on verra par la suite 
comment elles s'appliquent au cas des trois dimensions. 

344. 
Ire question: une partie a b d'une ligne infinie est e1evée 

dans tons ses points à la température 1 ; les autres parties de la 
ligne ontla température actuelle o;on suppose que la chaleur 
ne peut se dissiper dans le milieu environnant; il faut détermi~ 
ner quel est l'état de la ligne après un temps donné. On peut 
rendre cette question plus générale, en suppOBant, 1° que 
les températures initiales des points compris entre a et b 80nt 
inégales et représentées par les ordonnées d'une ligne quel­
c::onque, que nous regarderons d'abord comme composée de 
deux parties symétriques (voyez6g . .5); ,,0 qu'une partie de 
Ia chaleur se disaipe par la surface du solide, qui est un prisme 
d'une très-petite épaisseur et d'une longueur infinie. 

La seconde question consiste à déterminer les états suc­
cessifs d'une barre prismatique. dont une extrémité est a .. u­
jettie à une température constante J et qui est infiniment 
prolongée. L.. re..oIution de ces deux questions dépend d. 

54 .. 
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l'intégration de l'équation 

d'li K t/. 'V H.L 
Tr=ëJ)' dz' -C.D.S 'V, 

(article 105), qui clprime le mouvement linéaire de ft. 
chaleur. 'V est la température que le point placé à la distance 
z de l'origine doit avoir aprt8 le temps écoulé ti K, H, C, 
D, L, S, désignent la conducihilité propre, la cooducibilité 
extérieure, la capacité spécifique de chaleuT 1 la densité, le 
contour de la section perpendiculaire, et l'aire de cette 
acctiOD. 

345. 
Nous considérons d'abord le premier cu, qui est celui où 

la chaleur se propage librement daos la ligne in6nie dont 
une partie ab a reçu des températures initiales quelcoDque5j 
tous les autres points ayant la température initiale o. Si l'on 
élève en chaque point de la barTe l'ordonnée d'une courœ 
plane qui représente la température actuelle de ce point, on 
voit qu'après une certaine valeur du tetDps t, l'état du so­
lide est exprimé par 1. figure de 1. courbe. Nous désigne­
rons par 'V=F.:r: l'équation donnée qui correspond à l'état 
initial, et nous supposons d'abord pour rendre le calcal 
plus simple que la 6gure initiale de la courbe, est composée 
de deux parties symétriques, en aorte que l'on a la condi· 
tion F z = F (-z). Soit 

Il k H. L h d 1" . dt) •. d'" , 
<":,D= 'C.D.S=" ans equatlon 7i=:~ dz.-nv} 

, -ht \. d., d'" d on lera 'V=e . U et on aura di =j{ ho' 00 preD 111 
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1 1 . 1" -k~', pour u a va eur pa~lCU lere a cos. q:z; e ,. a et q 
sont des constantes arbitraires. Soient g., q. , qu q~ .. . etc . 
une suite de valeurs quelconques, et a, ~ a . , a.u n~ . .. etc. , 
une suite de 'Valeurs correspondantes du coëfficient Q, on 
aura 

Supposons ,0 que leA valeurs 'J., '1., qll q, ... etc., crois­
sent par degrés infiniment petits, comme les a~scisses q d'une 
certaine courbe; en sorte qu'elles deviennent égales à dq, 
,.dq, 3dq, 4dq , . . . etc.;dq étant la différentieUe con­
stante de l'abscisse; 2° que les valeurs a., a., a" a, . .. etc. 
sont proportionnelles aux ordonnées Q de la même courbe, 
et qu'eU •• deviennent égales à Q. d q, Q. d q, Q. dq . .. etc. 
Q étant une certaine fonction de q. Il en résulte que la va· 
leur de u pourra être exprimée ainsi: 

u= dq Q.cos.qze- . j kf' 

Q est une fonctÎo;' arbitraire flJ , et l'intégrale peut être 

prise de q =0 à IJ =~. La difficulté se réduit à déterminer 

convenablement la fonction Q. 
346'. 

Pour y parvenir, il faut supposer 1=0 dans l'expression 
de u et l'égaler à F %. 00 a ainsi féquation de condition 

F % j dq Q.eos. q%. 

Iii l'on mettait au lieu de Q une fonction quelconque de q, 
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et que l'on achevât l'intégration depuis q=o jusqu'à q=!, 
• 0 

on trouverait une fonction de :x,. il s'agit de résoudre la 
question inverse, c'est-à-dire, de connaître quelle est la fonc­
tion de q qui, étant mise au lieu de Q, donnera pour résul­
tat la fonction F x, problème singulier dont la solution exige 
un examen attentif. 

En développant le signe de l'intégrale l on écrira comme 
il suit l'équation dont il faut déduire la valeur de Q: 

F x=dq Q. co •. q.x+ dq Q. cos. q. x+ dq Q, cos. q,x 

+ dqQ, cos.q.x+ dqQ, cos.q,x+ elt. 

Pour faire disparaitre tous les termes du second membre, 
excepté un seul, on multipliera de part et d'autre par 
dx cos. rx, et l'on intégrera ensuite par rapport à x depuis 
x=o jusqu'à x=n~, n étant un nombre infini; rrepré­
sente une grandeur quelconque égale à l'une des suivantes: 
q., q., qu q4'" etc., ou ce qui est la même chose dq, 2dq, 
3 d q, 4 d q . .. etc. Soit q; une valeur quelconque de la 
variable q, et qj une autre valeur qui èst celle que l'on a 
prise pour r,' on aura r=q~,dq et q=q,dq. On considérera 
ensuite le nombre in6ni n comme exprimant combieq l'no 
nité de longueur contient de fois l'élément d q, en sorte que 

l'on aura n= dtqo En procédant à l'intégration, on recOD-

nattra que la valeur de l'intégrale f d x cos. q x cos. ,.:c est 

nulle, toutes les fois que r et q sont des grandeurs diffé­

rentes; mais cette même valeur de l'intégrale est ; n", lorsque 

q = r. Il suit de là que l'intégration e1imine d""s le second 
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membre tous les termes, exCC'pté un seul: savoir, celui qui 
contient q j ou r. La fonction qui affecte ce même terme est 

Qi' on aura donc 

J dx F x.cos.qZ=dq·Qi'; n1r, 

et mettant pour n d q sa valeur [, on a 

r.Q; jd F - = x XCQ5. qz: . . 
~ 

on trouve donc en général 'lf
2

Q f d x F X cos. q.z. Ainsi, 
, 0 . 

pour déterminer la fonction Q qui satisfait à la condition 
proposée, il faut multiplier la fonction donnée F x par 
dx cos. qx, el intégrer de Z Dulie à x infinie, en ~ultipliant 

le résultat par~; c'est-à-dire, que de l'équation • 
Fx j dg/g cos. qx, 

on déduit celle-ci,fq=;! dx Fx cos. qx , la fonction 

F z représentant les températures initiales d'un prisme 
infini dont une partie intermédiaire seulement est échauffée. 
En s'ubstituant la"valeur defq dans l'expression deFz, 00 

obtient l'équation géoérale 

iF",= jdg cos. qx jdxFx cos. gx. C.) 

347' 
Si l'on substitue dans l'expression de "V la valeur que l'on 

a trouvée pour la fonction Q, on a l'intégrale suivante, qui 
COD tient la solution ~omplète de la question proposée 
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r.v -l''rd -kg'trl F "";""=e J qcos.qxe J(,x l,x cos. qx. 

L'intégrale, par rapport à z, étant prise de x nulle à oZ 

infinie, il en résulte une fonction de q, et prenant ensuite 

l'intégrale par rapport à q de q=o à q=.!. t on obtient 
. 0 

pour 'V la fonction de x et t, qui représente les états suc­
cessifs du solide, Puisque l'intégration. par rapport à '" • 
fait disp~raitre cette variable, on peut la remplacer dans 
l'expression de v par une variable quelconque «, en pre­
nant l'intégrale entre les mêmes limites, savoir depuis 

." rOnd • =0 ]usqua «=0' a one • 

L L 

wv -htJd' -k9''f'd F 2=6 qcos.qxe Il «cos.qœ., 
o 0 

ou ""11 -!t'j' J'; -1.:fJ't -;-=e da,FŒ dqe cos. qx cos. qœ. 
o 0 

L'intéçation, par rapport à q, donnera une fonction de Z J 

t et '. et en prenant l'intégrale par rapport à " on trouve 
nne fonction de x et t seulement. Il serait facile d'effectuer 
dans la dernière équation l'intégration pat rapport à '1 et 
et l'on changerait ainsi l'expression de 11. On peut en g6-
néral donner diverses formes à l'intégrale de l'équation 

~_kd·'tI_h 
dt - d.%~ v, 

elles représentent tout~s une même fonction de #; et 1. 
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Supposons en premier lieu que toutes les températures 
initiales des points compris entre a et b, depuis z =- r , 
jusqu'à z= l', aient pour valeur commune l, et qu~ les 
températures de tous les autres points soient nulles, la fonc­
tion F z sera donnée par cette condition. Il faudra donc 
intégrer, par rapport à z ~ depuis z = 0 jusqu'à %= l , car 
le reste de l'intégrale est nulle d'après l'hypothèse. On 
trouvera ainsi: 

Q=~.sin.q et ~=e-h'ff!!J.e -q~ let. cos. qx sin. q. 
r.'l 21 q 

Le second membre peut être racilement converti en série 
convergente, comme. on le verra par la suite; il représente 
exactement l'état du solide en un instant donné, et si l'on 
y fait t=o, on exprime l'état initial. 

Ainsi la fonction ;f~ sin.q.cos.qz équivaut à l'unité, 

si l'on donne à x une valeur quelconque comprise entre 
- 1 et 1 : mais cette fonction est nulle si l'on donne à :e 
toute autre valeur non comprise entre - 1 et 1. On .voit 
par-là que les fonctions discontinues peuvent aussi être 
exprimées en intégrales définies. 

349' 
Pour donner une seconde application de la rormule pl'é­

cédente, nous supposerons que la barre a été échauffée en 
un de ses points par l'action constante d'un même foyer, et 
qu'elle est parvenue. à l'état permanent que l'on sait être 
représenté par une courbe logarithmique: 

II s'agit de connaître suivant quelle loi s'opérera la diffu-
55 
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sion de la chaleur après qu'on aura retiré le foyer. En dési­
gnant par F z la valeur initiale de la température, on aura 

./HL 
Fx==Ae-~V KS; A est la temp~rature initiale du point 
le plus échauffé. On fera, pour simplifier le calcul, 

HL 
A=I et KS=I. 

On a donc Fx=e-:eonendéduitQ jdxe-.zcos.qx 

et prenant l'intégrale de x nulle à x infinie Q=-'_. 
, 1+9" 

Ainsi la valeur de 'lJ en x et t, est donnée par l'équation 
suivante: 

~= e-"jàq.cœ.qz . 
.2 '1+9'" 

350. 

Si. l'aD. fait t= 0, on aura ~ J d q. co,. ? z; ce qui cor-
2 1+9' 

respond à l'état initial. Donc l'expression !faq.cos,!z équi. 
. ~ 1+9' 

vaut à e- z. Il faut remarquer que la fonction Fx, qui 
représente l'état initial ne change point de valeur d'après 
l'hypothèse lorsque '" devient négative. La chaleur corn· 
muniquée par l~ foyer avant que l'état initial ne fût formé, 
&est propagée également à la droite et à la gauche dll point 
0, qui la reçoit immédiatement, il s'ensuit que la ligne 

d l,,· . ~Jàq.co,.q% , d ont equatlon seraIt y= - ~ est composee e 
or; l+q 

deux branches symétriques que l'on ronne en répétant à 
droite et à gauche de l'axe de:r la partie de la logarithmique 
qui est à la droite de l'axe des y J et a pour équation 
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y=e - x. On voit ici un second exemple d'une fonction 
discontinue exprimée par une intégrale définie. Cette fonc-. J''}' cos. '1%" ,-:;c 1 tIon 1+9" eqUlvaut a e orsque x est positive, 

mais elle est e Z lorsque x est négative. 
351. 

La question de la propagation de la chaleur dan. une 
barre infinie, dont l'extrémité est assujettie à une tempéra­
ture constante, se réduit, comme on le verra dans la suite, 
à celle de la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie; 
mais il faut supposer que ia chaleur initiale,au lieu d'affecter 
également les deux moitiés contiguës du solide y est distri­
buée d'une manière contraire; c'est-à-dire qu'en 'représen­
tant par F x la température d'un point dont la distance au 
milieu de la ligne est x, la température initiale cl u point 
opposé pour lequel la distance est -x, a pour valeur F x. 
Cette seconde question diflère trè .. peu de la précédente et 
pourrait être résolue par une métbode semblable: mais 
on peut aussi déduire la. solution de l'analyse qui nous a 
servi à déterminer le mouvement de la chaleur dans les so­
lides de dimensions finies. 

Sbpposons qu'une partie a b de la barre prismatique 
infiniesoit échauffée d'une manière quelconque, voy. fig. (16) 
et que la partie opposée a J3 soit dans un état pareil, mais de 
signe contraire; tout le reste du solide ayant la température 
initiale o. On suppose aussi que le milieu environnant est 
entretenu à la température constante 0, et qu'il reçoit dé la 
barre ou leur communique la chaleur par la surface exté­
rieure. Il s'agit de trouver quelle sera, après un temps donné 

55. 
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t, la température 'V d'un point dont la distance à l'origine 
est x. 

On considérera d'abord la barre échauffée comme ayant 
une longueur finie 2X, et comme étant .soumise à une cause 
extérieure quelconque qui retient ses deux extrémités à la 

. ,. X • temperature constante 0; on lera ensuite -=0' 

252. 

On emploiera d'abord l'équation 

8" K J'v C.O.s dl) 'L"'V 
dl=c.b ·d~'-1f[""'V'· OU Tt=.ho-h," , 

et faisant 
-ht du. ,_"'u v=e .u on aura ili=ffW' 

on exprimera comme il suit la valeur générale de u 

-Irg\t . -leg'. t . 
u=â.e SlD.c,x+a.e sm.g,x 

-Irg\t . -kG".t . 
+aJ 8 sln.gl x+a48 SlD. tr,. x + etc.; 

faisant ensuite x= X, ce qui doit rendre nulle la valenr de 
'V, on aura. pour déterminer la série des exposants g 1 la con­
dition sin. GX=o, oUGX=i .. , i étant un nombre entier. 
Donc 

,.. .' 
u=a.8 -Ir 1,1 sin. (xi) + a, e -Ir'x- t sin. (2,ri) + etc. 

Il ne reste plus qu'à trouver la série des constantes a., a., 
a" a" etc. Faisant t=o on a 

" Fx=a,sin.(xi) + a~sjn.( 2Xi) +aJsio.(3zi) +ett'. 
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aoit x ~=r, èt désignons F.r ou F (r~) par fr; on aura 

fr=a. sin. r+ al sin . .2r+alsin.3r+ a.sin.4r+ etc. 

Or, on a trouvé précédemment' a;=~f dr fr.sin. if, l'in­

tégrale étant prise de r=o à r=.,.. Donc 

~ ai f d.x F;t;.sin.(~'x~} 

L'intégrale devait être prise de r= 0 à r=w ; donc elle doit 
être prise par rapport à x depuis x=o jusqu'à x=X. En 
faisant ces substitutions, on fOfme l'équation 

r,' 

2 -h'[ _k':",. ~fd F . ( r.) v= x: e eX' sm.xx .x.x sm. Xx 

-k~ 2 " • (')f . (~) l .+e A. ' . sm. 2X'X dxFx 510. 2,ri, +elc. 

353. 
(a) 

Telle serait la solution, si le prisme a"ait une longueur 
finie représentée par 2 X. Elle est Wle conséquence évidente 
des principes que nous avons posés jusqu'ici; il ne reste 
plus qu'à supposer la dim~nsion X infinie. Soit X= n 1t, 
n étant un nombre infini ; soil aussi q ulle variable dont les 
accroissements infiniment petits dq sont tous égaux; on 

écrira -~ au lieu de n. Le terme général de la série qui en· 

tre dans l'équation (a) étant 

-k~i' " C· ~)J . C· ~) eX' sln. l x'X,]d.xFxSlO. tzx ' 

. '. 

• 

, 
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On représentera par dg , le nombre i, qui est 'ftriable et . q 

qui dev;"nt inSni. Ainsi l'on aura 

X ~ ".i.. 
=dlJ' n=Tq' l=dlj' 

En f.usant ces substitutions dans le tenne dont il .'agit, on 

trouvera e -*']'t sin. 'IX f J;r F.%' sin. 'Ix. Chacun de ces 

termes doit être divisé par X ou JCg' il devient par-là une 

quantité infiniment petite, et la somme de la série n'est 
autre chose qu'une intégrale, qlli doit être prjse par rapport 

'd ' t D a'1 e '1=0' '1=;;' one 

2 -h'fd -kg". fd F . 'lI=ne . 'le slD.qr % 3:510.'1:& (.). 

l'intégrale, par rapport à :r, doit être prise d. 3;=0 A 

z = ~ , ce qui donne une fonction de q; et la seconde inté-

grale doit être prise par rapport. '1 de '1=0 à '1=;' On 

peut aussi écrire .. .. 
c'" -h'fd -kg". fd F . -;-=" 'le 5tn.'JX" CI 610. '1., 

o 0 

., '" 
cv -h'fd F.rd -g". . ou --;- = e «fi) q e SlO. q.l: SIn. q QI.. 

o 0 

L'équation C.) contient la solution générale de 1. question; 
et, en sub.tituantpour F :rune fonction quelconque, ..... jettie 
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ou non à une loi cOfltinue, on pourra toujours exprimer 
en x et t la valeur de la température: il faut nement re_ 
marquer que la fonction F:x: correipond à une ligne formée 
de deux parti<!s égales et alternes. 

354. 
Si la chaleur initiale est distribuée dans le priBme de tell. 

manière que la ligne FFFF (fig. '7) qui représente cet état 
initial soit fonnée de deux arcs égaux placés à droite et à 
gauche du point fille 0, le mouvement variable de la chaleur 
est exprimé par l'équation 

. . 
~v -.'J'd F 1;d _kq" "2" =e a IX q e cos. q J; cos. q œ. 

o 0 

Si la ligneJJJJ ( fig . 18 ) qui représente l'état initial est 
formée de deux arcs pareils et alternes, l'intégrale qui 
donne la valeur de température est 

!. !. 

n -"'J'd J 1'd -k9" · . -;-=e li 0: 'le sm.qxsm. qG. 
o • 

Lorsqu'O/l supposera la chaleur initiale distribuée d'une 
manière quelconque, il sera facile de conclure des deux 
solutions précédentes r expression de 'V. En effet, quelle que 
soit la fonction t.x qui représente la température initiale et 
donnée, elle se décompose toujours en deux autres F:1J + fz 
dont l'une correspond ~ la ligne F F F F ,et rautre àda ligne 
f f f /1 en sorte que l'on a ces trois conditions: 
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On a déja fait usage de cette remarque dons 1", art. 133 et 
.234 . On sait aussi que chaque état initial donne lieu à UII 

état variable partiel qui se Jorme comme s'il était seul. La 
composltion de ces divers états n'apporte aucun changement 
dans les températures qui auraient lieu séparément pour 
chacun d'eux. Il suit de là qu'e'n désignant par 'V la tempé­
rature variable produite par l'état initial que représente la 
fonction totale f x, oOD doit avoir 

. . 
~" -4t(j"d -k9" jOd F -;-=e 'le cos. qx II. IIc05·9_ 

• • 
~ ~ 

+ !dqe-kft 
sin. q:r:fd.f. sin. q •. ) 

• • 
Si l'on prenait entre 1~ litnites -~ et + ~ les intt'grales 

par rapport à CI, il est évident qae l'on doublt'rait les ré­
sultats. On peut donc, dans l'équation précédente, omet­
tre au premier membre le dénominateur .2 1 et prendre 

dans le second les intégrales pourCE,depuiscr:=-!jus_ 
o 

qu'à 11:= +~. On voit facilement aussi que l'on pourrait 
o 

+f +; 
écrire J d. fIS COS. gc, au lieu de! d. F. cos. g4; car il ré-. 

_! _.! . . 
luIte de la condition à laqueUe e.t assujettie la fonction f •• . 
'lue l'on doit avoir 

+; 
o !dlS/rl cos ... q«, 

-, 
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On peut encore écrire 

+f _ l da. 'lia: sin. qlZ. 
+' 

au lieu de ld·. f • cos. q., 

car on a évidemment 

On en conclut 

+~ 

o. / da. Fa: sin. qœ· 
-, 

!. +!. 
-h'f" -kq"(f' '!t'v=e dqe ~a. fa: cos. qlJ. cos. qx 

u -~ 

+' 
+.Z d ~ ~« sin. q. sin. q x) , 

"1. +! 
-h'f~ -kq't ( 0 --

ou ,,'V=e d'le J,da. fil cos. (qx-.), 
o 

+{ ~ 

-h'fd fd -kq" -ou -;t'V=e . Ill: fil 'le cos.(qx-.)· 
o 

355. 
La solution de cette seconde question fait connaître dis· 

tinctement quel rapport il y a entre les intégrales définies 
que nous venons d"employer, et les r~sultats de l'analyse 
que nous avons appliquée aux solides d'une figure deter-

56 
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minée. :Lorsque, dans les séries convergentes que cette ana­
lyse fournit, on donne aux quantités qui désignent les 
"dimensions, une valeur infinie; chacun des termes devient 
infiniment petit, et la somme de la série n'est autre chose 
qu'une intégrale. On pourrait passer directement de la 
même manière et sans aucune considération physique des 
diverses séries trigonométriques que nous avons employées 
daDs le cbapitre III aux intégrales définies; il nous suffira de 
donner quelques exemples de ces transformations dont les 
résultats sont remarquables. 

356. 
Dans l"équation 

1 . 1 • 3 ,. 5 •. :4 'It=sw. u + '3 sm. u + s5m. U +-51D. 7 u + etc. 
• 7 , 

on écrira au lieu de u la quantité ~; .x est une autre varia­
• 

ble 1 et 11 est un nombre infini égal à Jlq; q est une quantité 

Cormée successivement par l'addition de ses parties infini­
ment peti tt>s égales à d q. On reprt'sentera le nombre varia-

ble i par.!f-, Si dans .le terme général -.'- sin. (2 i + 1) ~ 
"fJ :U+I,. 

on met pour i et n leurs valellrs ; ce terme deviendra 

dg . D 1 dl' - 'fdo . -SJD. !1q.x. one a somme e & sene sera- --"-sm.2'1 Z 2'1 2 '1 ' 

l'intégrale étant prise de q=o à q=-~; on a donc J'é-

" 'fd'J. " quatlon 4 1E' = :1 q SlD. 2 q:e qUI a tOUjours lieu, queUe 

que soit la valeur positive de oZ. Soit 2qx=r, r étant Wle 

JI 'bl '!.J. dr , fdr nouve e vana e, on aura =- et - -:r= _ si". ri 
'1"2,. 
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i!ette valeur de l'intégrale définie f d; sin. r est connue de­

puis long-temps. Si en supposant r négatif on prenait la 

même intégrale de r=o à r=-~t on aurait évidemment 

un résultat de signe contraire - ~ r.. , 
357' 

La remarque que nous venons de faire' sur la valeur dt! 

l,· • 1 Jdr . ., , . 'r' mtegra e -;:.sm. r, qui est; 'R ou -;1fpeutservIralalre 

connaître la nature de l'expression 

'Jdq.sin. q 
- cos.qx, 
~ q 

dont nous avons trouvé précédemment (article 348) la 
valeur égale à l OU à 0, selon que .x est ou n'est pas com~ 
prise entre 1 et -1. En effet, on a 

ft!..1.cos.q.xsin.q=~J!ïsin. q.X"+Ï-~J'dq sin.qx=ï; 
q :1 q !I q 

1 · "1 e prelDier terme vaut :4 'II: ou -'4 'Ir, se on que x + 1 est Wle 

quantité positive ou négati~e; le second i fdq'1 sin. q ;:=j 
, '1 .. . vaut '4 'Ir ou - :f7r, se on que .x - 1 est une quantlté POSI-

tive ou négative. Donc l'intégrale totale est nulle si x + 1 

et X-. 1 ont le même signe; car, dans ce cas, les deux 
tenne.s se détruisent. Mais si ces quantités sont de signe dif .. 
férent, c'est-à.dire si l'on a en même temps 

x+l>o.et X-I<O, 

les deux termes s'ajoutent et la valeur de l'intqgrale est'; 'Ir. 

56. 
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Donc l'intégrale définie -;!;sin. q cos." q % est une fonction 

de x égale à 1 si la variable .x a une valeur quelcooque 
comprise entre 1 et - 1 i et œtte même fonction est nulle 
pour toute autre valeur de x D0." I.:ompri.se entre les limites 
1 et - 1. 

358. 
On pourrait déduire aussi de la transformation des séries. 

en intégrales les propriétés des deux expressions 

j d1cos_qz et jqJqsin , q'% 
1+'1' t+1j' , 

la premièrQ' (art. 350) équivaut à e-x lorsque.:z:estpositive, 

ct à e IX lorsque x est négative. La seconde équivaut a e-
z 

• • • • .%. " 
SI :1: est pOSitive, et a - e 51 x est negatlve, en sorte que 
ces deux intégrales ont la même valeur, lorsque x est po!i­
tive, et ont des valeurs de signe contrâire lorsque x est né­
gative. L'une est représentt!e par la ligne eeee J (flg. 19l 
J'autre par la ligne •••• , (fig. 28 ). 

L'équation 

1· sin. a.sin. X sin, 2; Il.sin. 2; r .in. 3 R.sin. 3 Z te. 
- s".n. x .• + • " + . 'H . + e , 
211 1t Cl ... :1.a: 'ft .... cr. 

que nous avons rapportée (art. 22G), donne immédiatement 

l,· . l 'jdnsin.qr.sin.qz d·' ." mtegra e _"1 • cette el'mere expre551 
r. lq" 

équivaut à sin. x, si x t'st comprise eotre 0 ct 'Ir, et sa valeur 
est nulle toutes les fois que x surpasse r.. 

359. 
La même transformation s'applique à l'équatio? générale 
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.; 'n'op u=sin. ufdutpusin. u + sin. 2 U! dU'fusin. 2 U + etc. 

faisant u=;, on désignera 'fU ou f' (~) par fx; on in­

troduira dans le calcul une quantité q qui reçoit des accrois.­

sements infiniment petits, égaux à d q, n sera égal à :'1 et 

i à !L. substituant ces valeurs dans le terme ITénéral dg' C 

. .rjâr cr) . C·"') sm. l n n ip li sm. z.;; , 

on trouvera d q sin. q x f d x fx sin. q x. L'intégrale. par 

rapport à u est prise de u=o à U='It', donc l'intégratiop: 
par rapport à x doit avoir lieu de x=o à x=n1:, ou de x 
nulle à x infinie. 

On obtient am Si un résultat général exprimé par cette 
équation 

~ ~ 

~nfx jdq sin. qxJdxfx sin.qx, Ce) 
o o 

c'est pourquoi, en désignant par Q une fonction de q, telle 

que l'on aitfu jdq Q sin. qu, équation dans laquellefu 

est une fonction donnée, on aur. Q=~fdufltsin. q Il, l'in­

grale ~tallt prise de u nulle à u infinie. Nous avohs déja 
résolu une question semblable ... art. 346),et démontré l'équa. 
tian l)énérale 
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., ., 

;r.F." fdq c06.qx.!d."Fxcos.q." (,) 
o 0 

qui est analogue à la précédente. 
360. 

Pour donner une application de ces théorêmes, nous sup-

poseronsf."=.,,T, le second membre de l'équatioD (e) de­

viendra par cette substitution f d. q sin. q x f d z sin. q.x .% '", 

L'intégrale 

f dx sin. q:r:.:r/ ou q:tjfqdJ: sin. q%.(q.%( 

équivaut à + f d u sin. u. u ,., l'intégrale étant prise de 
~ .~ 

"DulIe à u infinie. Soit IL cette intégrale totale 

f du sin. a.ul"; 

il reste à prendre l'intégrale 

f dq sin. (q.,,).+ ~ ou ~."TJdu sin. 
~ .~ 

désignant par 'Y cette dernière intégrale, prise de u nulle i. 
u infinie, on aura pour résultat des deux intégrations suc-

cessives le terme.x
r 

/L''#' On doit donc avoir, selon la condi-• tion exprimée par l'équation (e), 

1,. r 1 
2~Z =!I.. vZ OU l'V=i'X'; 

ainsi le produit des deux transcendantes 
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Jd r. Jd. _r . • 
U u sm. l' et "u sm. u est '2 'Ir. 

1 ·• jau'lin.u 1 Par exemp e, SI r=-;, on trouve pour Vu sa va eur 

connue 0 'K' , on trouve de la même manière 
• 

id" :~5. u vif 1f; 

Et de ces deux équations on pourrait aussi conclure la sui-
00 

v~nte:/ dq e -9' =~~, qui est employée depuis IODg-
o 

temps. 
36,. 

On peut· résoudre , au moyen des équations (e) et (.), le 
pro blême suivant, qui appartient aussi à l'analyse des diffé­
rences partielles: Quelle est la fonction Q de la variable '1 
qui doit être placée sous le signe intégral pour que l'expres-

sion f d q Q e -9:r soit égale à une fonction donnée, l'inté.­

grale étant prise de q nulle à q infinie; mais sans s'arrêter à 
ces diverses conséquences dont l'examen nous éloignerait 
de notre objet principal, on se bornera au résultat suivant, 
que l'on obtient en combinant les deux équations (e) et (.). 
Elles peuvent être mises sous ·cette forme: 

00 00 

;1':/,1; jdqsin.qxjda./-zsino,qot 
o 0 

CIO CIO "' 

et ;1tFx fdfJcosoqxfdotFotcos.qot. 
o o 

• 
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Si l'on prenait les intégrales par rapport à cl, depuis -~jus. 

qu'à + ~ , le résultat de chaque intégration St'ïdit douhlé, ce 
qui est une cons~uence nécessaire des deux conditions 

f.=-f (-.) et F.=F(-.), 
on a donc les deux équations 

~ +~ 

-~fx jdqsin.qxJdof.&in. q. 
o ' -~ 

~ ... ~ 
et 'ltF.x jdqcos.qxjdœFllco5.qtz.o 

o ... ~ 

On a remarqué précédemment qu'une fonction quelconque 
f x se décompose toujours en deux autres J dont l'une, F x 
satisfait à la conditionfx= F (-x), et dont l'aut're/x satis­
fait à la condition fx=-f(-x) . On a aussi les deux 
équations 

o jdœF«sin.q« ct 0 jda/a. .cos.qIl.1 

on en conclut 
~ ... ." 

~ (Fx+fx)=r.,x jdq.in. qxJdof.sin.q. 
o co - ::0 +co .• 

+ f d q cos. qx f dlll F« cos. q l', 
o -00 

~ ... ." 
et 1':''fx f dq sin. qX.f dtz. 'fi" sin. q« 

-~ o 
~ +00 

+ f dg cos. qx f da. fil cos. 9 11 , 

o -00 
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+'X> ~ 

ou ~fX J d ri. pœ! dq (sin. q X sin. q rz+cos. qx cos. q œ) 
_1» CI l 

... '" .. 
ouen6n ~z=~fd.~.fdqcos.(q(x-.)} (E) 

--00 0 

L'intégration par rapport à q donne une fonction de zet«, et 
la seconde intégration ferait disparaître la variable 12:. Ainsi la 

fonction représentée par l'intégrale définie f d q cos. (q x .) 

a cette singulière propriété, que si on la multiplie par unè 
fonction quelconque !pit et par da., et si l'on intègre par 
rapport à Il entre des limites infinies, le résultat est égal à 
'K' il x i en '!torte que l'effet de l'intégration est de changer IZ en 
x et de multiplier par le nombre 'Ir. 

362. 
On pourrait déduire directement l'équation (E) du théorême 

rapporté dans I"art. 234, p .• 56 et 257, qui donne le dévelop­
pement d'une fonction quelconque F x en série de sinus et de 
cosinus d'arcs multiples. On passe de cette dernière propo­
sition à celles que nous venons de démontrer en donnant 
une valeur infinie aux dimensions. Choque terme de la série 
devient dans ce cas une quantité différentielle. Ces trans­
formations des fonctions en suites trigonométriques sont 
des éléments de la théorie analytique de la chaleur; il est 
indispensable d'en faire usage pour résoudre les questions 
qui dépendent de cette théorie. 

La réduction des fonctions arbitraires en intégrales dé­
finies, telles que I"expriment I"équation (E), et les deux 
équations élémentaires dont elle dérive donne lieu à di-

57 
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verses conséquences que l'on omettra ici parce qu'elles 
ont un rapport moins direct avec la question physique. 
On fera seulement remarquer que ces mêmes équations 
se présentent quelquefois dans le calcul sous d'autre&. 
formes. On obtient par exemple ce résultat: 

~ ~ 

fx=;f do fof dq cos. (q:X=:) , (R) 
o 0 

qui diffère de l'équation (E), en ce que les limites de l'inté­
grale prises par rapport à Il sont 0 et .;. au lieu d'être"-; 
et + -;. Ufaut considérer dans ce cas que les deux équations 
(E) et (E') donnent pour le second membre des val'Ours égales 
lorsque la variable :& est positive. Si cette variable est néga­
tive, l'équation (E, donne toujours pour le second membre 
une valeur nulle. Il n: en est pas de même de l'équation (E), 
dont le second membre équivaut à ~tX, soit que l'on donne 
à x une valeur positive ou une valeur négative. Quant à 
l"équation (E') eUe résoud le problême suivant. Trouver une 
fonction de x telle que si x est positive, la valeur de la 
fonction soit fX, et que si x est négative, la valeur de la 
fonction soit toujours nulle. 

363. 
La question de la propagation de la chaleur dans une 

ligne infinie peut encore être résolue en donnant à l'inté­
grale de l'équation anx différence.!! partielles une forme dif­
férente que nous ferons connaître dans l'article suivant. 
Nous examinerons auparav.ant le cas où la source de la cha­
leur est constante. 

Supposons que la chaleur initiale étant répartie d'une 
manière quelconque dans la barre infinie, on entretienne 1. 
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tranche A à une température constante, ~Ddi.8 qu'une 
partie de la chaleur commu~iquée se dissipe par la surface 
extérieure. Il s'agit de déterminer l'état du prisme apœs UD. 

temps donné, ce qui est l'objet de la seconde question que 
now nous sommes proposée. En désignant par 1 la tempé:' 
rature constante de l'extrémité A, par 0 celle du milieu,oD. 

_ /nL 
aura e -zV iS pOur l'expression de la température finale 
du poi.nt situé à la distance :r: de œtte extrémité, ou ~euJe-­

mcnt e -Je en supposant, pour simplifier le calcul, que la. 

quantité ~.~ soit égale à l'unité. Désignant par 'V la tempé­

rature variable du même point après le templ écoulé t, Da. 
a, pour déterminer 'V cette équation 

• d~ K a'~ H.L 
dt=ë:lj dz'-C.D.S·'V) 

soit maintenant 

du' K tI·u' R .t, d,,' J·u' , 
on aura Tt=ë":D~ -C.D.S U, ou «t = It~-hltl 

. en remplaçant C~1J par k et C~t.s par h. Si l'on fait 

• -At Ju l.d'" 
u =e u 00 a .1=1( IIZ-; 

. ~ 
la valeur de li. ou v-e -:r a.5 ~Il celle de la différence 
entre la température actuelle et la température Jinale; cette 
différence ... qui tend de plua en plus à s'énnouir, et doot 
1. dernière valeur est Dulie équivaut d'abord à 

F Z:--e -z v:;- , 
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en désignant par F x la température initiale d'un point situé 
lia distance x. Soit fx l'excès de cette température iDitia~ 
sur la température finale, il faudra trouver pour u nne fone· 
. ., , • 1" . d. k d' • h . 't bon qm satlSlasse a equatlon dt = d x' - u, et qm at 

pour valeur initialefx, ct pour valeur finale o. Au point A, 
• /H.L 

ou x=o, la quantité 1!-e -x V K.S a, par hypothèse, 
une valeur coustanle égale à o. On voit par-là que u repré­
sente une chaleur excédente qui est d'abord accumulée dans 
le prisme, et qui ensuite s'évanouit, soit en se propageant à 
l'infini, soit en se dissipant dans le milieu. Ainsi pour re-­
présenter l'effet qui résulte de l'échauffement uniforme d. 
l'extrémité A d'une ligne infi.niment prolongée, il faut con~ 
voir loque cette ligne est aussi prolongée à la gau~he dll 
point A, et que chaque point situé à droite est présentemeut 
affecté de la température initiale excédente,; 2,0 qne l'autre 

• 
moitié de la ligne à la gauche du point A est dans un état 
contraire; en sorte qu'un point placé à la distance -x du 
point A a ponr température initiale -fx: ensuite ra cha­
leur commence à se mouvoir librement dans l'intérieur de 
la barre, et à se dissiper à la snrface. Le point A conserve 
la température 0, et tous les autres points parviennent insen­
siblement au même état. C'est ainsi que l'on peut ramener 
le cas où le foyer extérieur communique incessamment une 
nouvelle c.halenr, à'cehù où la chaleur primitive se propage 
dans lïntérieur du solide. On pourrait donc résoudre la ques­
tion proposée de la même manière que celle de' la diffusion 
de la chaleur, articles (347) et (353); mais afin de multiplier 
les moyens de résolution dans une matière aussi nouvelle, 
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on employera l'intégrale sous une forme différente de ceUe 
que nous avons considérée jusqu'ici. 

364· 

On .~. ' l" . du l.d'u , satlslalt a equatlon dt = /(. d .r-I" en supposant u egaie 

• -z kt 0 cl·' < • d a e e r cette emlere Jonction e:e et t peut être 
mise sous la form~ d'intégrale définie, ce qui se déduit très-

facilemen~ de la valeur" connue de! dg e -( On a en efTe~ 
V~ fdq .-q', lorsque l'intégrale est prise de q=-~ 

. 0 

àq=+~.OnauradoncaussiV;= Jaq e-('1+ 6 )1., b 

étant une constante quelconque et les linUtes de l'intégrale 
étant les mêmes qu'auparavant. De l'équation 

• F::. _ -bJd -(q'+.bql v r.-c q e , 

on t'onclut, en faisant b'=kt 

kt 'fd -fj. -2qVl e =v; q e.e -, 

d 1 1 • 'd d -z kt,. ,. 
ODC a va eur prece ente e u OU e .6 eqUlvaut a 

'fd -q' - (z+.q V" l. v: 'I.e e , 

on pourrait aussi supposer u égale à la fonction 

-II.%: kIJ.'l 
a e e , 

a, et n étant deux constantes quelconques; et l'on. trouvera 
de même que cette fonction équivaut à 

• r:d -iJ' -n ( .r+:l.iJv'ri) 
V;!~qe e " 
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On peut donc prendre en général pour ~Ieur de " 1. lIODUIle 

d'une infinité de valeul'5 lIemblables, et l'OD aura 

id -~'C' -1I.(.r+2gVïi)+ -n,,(.r+2qVii) 
U= 'l e a e a.e 

-II,(.r+29\/;; ) +4,8 + etc. 

Les constantœ a., 4. J a J etc., et n. ; n. t ft t etc. étant indé­
terminées, la série représente une fonction quelconque de 

"'+~'7vTt; on. donc Il idq e-f' f(.x+2qVTt), 

L'intégrale doit être prise de u = - < ~ .. = ~ , et 1. valeur 

d ' r • . '1'" d. ,d'. C eu satLslera neces&aJrement a equabon JI =If H ' ette 

intégrale, qui contient une fonction arbitraire, n'était point 
connue lorsque nous avons entrepris. nos recherches IlUT la 
théorie de la chaleur, qui ont été remi ... ;. f'Institut de 
France dans le mois de décembre 1807: elle a été donnée 
par M. Laplace, dans un ouvrage qui fait partie du tome VI 
des Mémoires de l'école polytechnique; nOU6 ne faisons que 
l'appliquer à la détermination du mouvement linéaire de 1. 
chaleur. On en couclut 

z - .Iii:'i. 
lorsque 1=0 1. valeur de u est F ",-e - V n ou Jz 

douc fZ i dg e-~' pz et ,"=';;/". Ainsi 1. fonction 

arbitnire qui entre dan. l'intégnle, .. t déterminée au 
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moyen de la fonction donnéefx, et l'on. a l'équation sui­
yan te , qui contient la solütion de la question 

vH L _loI 

v=-e -z y:s + : v;] dq e -9'fex+2qloéTt) : 

il est facile de représenter ce résultat pu une construction. 
365, 

N OUi appliquerons la solution précédente au cas où tous 
les points çle la li~ne A B ayant la température initiale 0, on 
échauffe l'e*:trémité A pour la retenir continuellement à la 
telIlpérature 1. Il en résulte que F z a WlC valeur nulle lors-

z' liï:L 
que x diffère de o. Ainsi f x équivaut à - e - V ri, 
toutes les fois que .j diffère de 0, et à 0, lorsque .~ est nulle. 
D"un autre côté il est nécessaire qu~ell fair.ant :c négative, la 
valeur defx change de ligne, en sorte que l'on a la condi­
tionfe -x) =-fx, On connalt :unsi la nature de la fone-

,/Hi: 
tian discontinuefx,. eUe est -e -z V i:s lorsque x sur-

, /HL 
passe 0, et + e:JI: V K S lorsquE .x e&l: moindre que o. n faut 
maintenant écrire au lieu de x la quantité x + 2q\,/Tt. Pour 

trouver U ou] dq e -9', ;;fex + 2qVTt), on prendra 

d'abord l'intégrale depuis 

1 ensuite depuis x+ 2qVTt=-~jusqu'àx+2qVTt=O . 

• ,lU' la première partie on a 



456 THÉORIE DE LA CHALEUR . 

• Jd -g' -(or+2qVTt)V!~ 
-v- q e e , . ' 

OR 
et remplaçant A: par sa valeur C.D on a 

ou 

./HL 
V iS, 

. /ii'L BL (. /Ii"L )" 
ft -orv iS C.D.S tfd - q+ V c.o.s0t 

Vs e q e . 

En désignant par r la quantité q + V C~D~S' t, l'expression 

• • e -< ° /Iï.L B.L J -r' . 
procédente est - v; V i<.S. e c:D.S • t d r e cettf w· 

tégraleJdr • -" doit être prise par hypothèse depuis 

ou depuis 

q=- . /Kt 
'Vrn­C.D 

ou de r=v HL t 
C.D.S 

• ,\ 1 

Jusqua q=o' 

. .. 
Jusqua 

la seconde partie de l'intégrale est 

• r=­o 
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'fd "':'9' ("+09Y~.~) V!; 
V
- qe e , . . 

. /H.L . lïi:L 
1: Z V K.S rd -'1' 2!lV ~,e 

OU V .6 J qe.e , 

, 
ou v. e 
~.L B.L ., _ --.t 

K.S· c.n.S fd -,' • e r e , 
• 

eD désignant par r la quantité q-y HLS.t. L'intégrale e.D. 

1 dr 8 -,' doit être prise d'après l'hypothèse depuis 

• 
. /""iri" 1... _ r"'i'l 1 

x+~qV rn=-o Jusqua :&+a:qv c-:-n=-ô' 

oudeq=-~ à q_ 

1. .. r=-. Jusqua r=-y DL t-~" . C.D,S· Kt . -C.D 

Ces deux premiè .... limites peuvent, .d'après la naltlre de la 

fonctlon e -"", être remplacées par celles-ci: . 

. /""'ifI""" Z 1 r=v -c 0 st+ ~f et r=-· . . K :1 0 2 _ 

C.D 

Il suit de ·là que la valeur de « est exprimée ainsi: 
• 

_ /DL HL t _ /HL B.L 
. z V x:s ë:D.S fd -,. -z V ifS ·ë.D.Sf' d - r u=e .e Til -e..B ,.e 

58 
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1. première intégrale doit être prise depai. 

r=V?D\t+ .;~ jusqu'à 
C.D 

, r=-, o 

et la seconde depuis 
. /1iL r=v-- t 

C.D.S "V K.t ' 
jusqu'à r=~. 

C.D 

• Repl'ésentons maintenant par ~ R l'intégrale -3;/ dr e-? 

, . R' .\. JI' aepuls r= Jusqu a r= (; et 011 aura 

~t z~ . 
C.D.S KS .1. C. /"ïjJ;"" Z) 

u=e ,e 'f V ë":"D.s t + li. ~ 
c.u 

...!!!:..t -z~ 
C. D.S K8 .. 1. C. /H.L t Z) -e .e • V ~_ -~ 0 C.D.S &1 . -

C.D 

DL 
donc" qui équivaut à e -ë:D.S t • u a pour expression 

. /HL . ..~ 
eZVifS~C~t+ Z )-e- KS~CVBLt_~ 

C.D.S V'" C.D.S :-r.: • - ·V" cD U 

o /iiL : /HL 
-xV ILS -zV KS,I.(_ /Jo:-

et v=e -e T V ~--t 
C.D.S .;~ 

C.D 
~/iiL 

Z V ifS Co /"ïï"L" Z) .+ e + V iJfs t + . ri:t . 
:J V c.1; 
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L. fonction désignée par .. R est connue depuis long-temps 
et l'on peut calculer facilement, soit au moyen des séries 
oonver~ntes, soit par les fractions continues, les différentes 
valeurs que reçoit cette (onction, lorsqu'on met au milieu. 
de R des quantitéa donn~ j ainsi l'application numérique 
de la solution n'est sujette à aucune difficulté. 

366. 
Si l'on fait H nulle, on a 

Cette équation rep~sente 1. propagation de la chaleur dans 
une barre infinie, dont toua les points ~taient d'abord à la 
température 0, et dont l'extrêmité est elevée et entretenue 
à la tempémture constante 1. On .uppose que la chaleur ne 
peut &e dissiper par la surface extérieure de la barre; ou, 
ce qui est la même chose, que cette balTe a une épaisseur 
infiniment grande. Cette d.ernière valeur de 'V fait .donc COD­

ualtre 1. loi lIUÏVlUlt laquelle la chaleur "propage dans llIl 

aolide terD'liné par un plan infini, en supposant que ce mu 
. infi~iment épais, • d'abord dans toute. se. partie. une tem­
pérature constante initiale 0, et que l'on assujettit la 8urface 
à une température constante [ . Il ne sera point inutile de 
faire observer quel'l"e5 résultats de cette SOlutiOIL 

En désignant par 9 (R) l'intés .. l. ~J dr e -r' prise 

depuis r=o jusqu'à r=R; op a lorsque R est une quan.­
tité positive, 

~(R)=!-,(.R) et H-R)=!+9(R), • • 58. 
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donc 

cn développant l'intégrale f (R) on a 

(R)=.!.. (R_~ . .!RJ + _·_ . ! R5_~ . ~R' + etc.); " v. ,31.251.2 ... , 

donc 

• " /0 -vVi=-v os 
2 . 2 

- -,":;",= •• ( " )' •• ( " )' +--. ---. --r,F, +eIc 2IV.K.I 13 2VK.t J •• 5 2V ~ , 
C.D C. D C.D 

JO Si l'on suppose x nulle, on trouvera '11= 1; 2,0 si z n'étant 
point nulle, on suppose t= 0; la somme des termes qui 

contiennent :r: représente l'intégrale f d r e -,. prise depuis 

. ,,l' , é' .1 d r=o JU5lJua , 0' et par consequent qulvaut a ;:~; ODe 

1J est nolle ; 30 différents points du solide placés à d .. pr0-

fondeurs différentes x, z . XJ etc. , parneonent à une même 
température après des temps différeDts z, or, .Tl etc. , qui 
sont proportionnels aux quarrés. des longueurs .r,.r,.r, etr.; 
40 Pour comparer les quantités de chaleur qui traversent 
pendant un instant infiniment petit u.ne section S placée 
dan. l'intérieur du solide à la di.tance :z; du plan échauffé, 

OD prendra la valeur de la quaotité -KS*et 1'00 aura 
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-,~-,;S'_~ii=t .v;«r-H,;_Kt)' 
C.D C.D 

1 (. r )' 1 ( r )' t} S Vc.n. Vi< - ( yi" Kt); e-· --- +ec = . e 2. 
l.2 "V K:t 1.2,3 2V~ .' Vt V'II' C.D 

C.D C.D 

ainsi l'expression de la quantité ~; est entièrement dégagée 

du signe intégral. La valeur précédente à la surface du solide 

êchaufTé est S. V:.?~, ce qui fait connalt.re comment le 

flux de chaleur à la surface varie avec les quantitésC.D K, t,,. 
pour trouver combien le foyer communique de chaleur au 
solide pendant un temps écoulé t, on prendra l'intégrale 

fs' Vë.1'i. Vi:!!! ou 
. v; Vi 

2S Vë.D.Vif.Vï 
V. 

ainsi la chaleur acquise croit proportionnellement à la racine 
quarrée du temps écoulé. 

367; 
On peut trai~r par une analyse semblable la question de 

1. diffusion de 1. chaleur qni dépend .ussi de rintégration 

d )" . dv ,d'~ hO' f 1 e equatlOD dt =" d.z' - v. n representera par .:t' a 

température initiale d'un point de la ligne placée à la dis­
tance x de l'origine, et l'on cherchera à déterminer qu'elle 
doit être 1. température de ce même point après un temps t .. 
~ . -ht dz kd' z • 
laIsant 1J=e .:r.~ on aura dt = dx" et par consequent 

• fdq e-9'f(X+2qVTt).Lorsque t=oon doit.voir 
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'v fx 1 dq .-9' ~z ou ~z . ~fz; donc 

-" 
v='v. f dq .-Y'fC%+2qVTi), 

Pour appliquer cette expression générale, au cas où une 
partie de la ligne depuis Z=-cr jusqu'à z=. est unifor­
mément échauffée, tout le reste du s.olide étant à la tempéra­
ture 0, il faut considérer que le facteur f( % + 2 q VTt) qui 

multiplie e-tt a, selon l'hypothèse, une valeur ~oDstante l, 
lonque la quantité qui est sous le signe de la fonctiou est 
comprise entre -Cl et Il, et que toutes les auires valeurs de 

ce facteur sont nulles. Donc J'intégrale f dq • -y' doit être 

prise depuis Z+2qV'.rï=-. jusqu'à %+2qVTt=., 

ou depuia q -:~~(I jusqu'à q -:a:;;". En désignant 

comme ci~es.us par ;; + R fintégrale f dre -" p~ de-

. R' .. J pws r= Jusqu. r=o' on aura 

368, 
NoDS appliquerons encore l'équstion générale 

-A' 
v ·v;;fd.q e-Y'f(.1:+ 2 q0;), 

au <as où la barre illlini,e échaulfée par un foyer d'une in­
tensité constante [ est parvenue à des températurea fu. .. , 
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et se refroidit ensuite librement dans un milieu entretenu 
à la température 0, Pour cela il suffit de remarquer que la 

fonction initiale désignée par f:c équivaut à e -,%' vi; tant 
que la variable x qui est sous le signe de (oDction est posi-

tive, et que cette même fonction équivaut à e or V'; lors .. 
que la variable qui est afTectée du signe f est moindre que 
o. Donc 

.-"(id' -1' -"'Vi -'9vT. 
1J= v; q e e ·- e 

id -9' -ZV§ '9 V") + q e e c 

la première intégrale doit ~tre prise depuis 

x+2qVkë=o jusqu'à X+2qvr;=~, 

et la seconde depui~ 

"'+29VTt=-~ jusqu'à Z+2QVTt=o, 

La première partie de la valeur de v est 

,-ZV';JJ - .,. 
ou v. R-r e . ~ 
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v fx j d'l .-9' foX ou foX . :r.F 

Pour appliquer cette expression gélll : 
partie de la ligne depuis Z=-ct. jusql : 
mément échauffée, tout le reste du soli,: 
ture 0, il faut considérer que le fach'; 

multiplie .-g' _,oelon l'hypothèse , . 
lorsque la quantité qui est oous le 
comprise entre -Ct et CI, et que tou 

ce facteur sont nulles. Donc l'inti: 

prise depw. oX+2'lV:'"iï=-. 

ou depuis '1 --::;~-:œ jusqu'(1 

comme ci-dessua par ~ ~ R ri 

. R' 'à ' pwa r= JWqu r=; , 0 ; 

_ -At [~(- ., 'IJ-e - , 

Noua appliquerons enc! 

- ., 
'V=cv;fd q 

au cas où la barre il;lfin 
ten8ité conataQte J est • 

6 

• 
; 
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3 - IatfdfJ . • -q' /ct 

-v= - e - COS. qxSlO. q . e 
~ 9 

art. (348). 

Pour comparer ces deux résuJtats, on-supposera dam l'un 
et l'autre %=0; désignant encore par 0} (R) l'intégrale 

fdre-'" 

pdsed~pujs r=o jU&qU'à r=R, on a 

ou 

-kt [ (-. (') ) '2}.=e ~ 2V"Tt-~ :li Vote ' 

,,_A' l' "(.)' 
'11= v;' :a V,h-ï3' ~v'ft 

, '( .)' "(')' 1 +- - -:= - - - - + etc •• 20"5 ::aV", , i':"i":'T, :aVii . 

d'un autre côté on doit avoir 

:1 -"tJ'df ' -f'k, 'V=-~ -slD. qe , 
~ . 9 

ou 

( + etc) •. 3.4.5.6 . 

Or l'intégrale f due _ua • u 2m prise depuis U =0 jusqu'à 

u = ~ a une valeur connue, m étant un nombre entier po­
o 

sitif. On a en général 

{ -u' 2m 1 3 5 , :1 m. -1 1 • 

,due .U =2·;·;·~····-· 2 ·;VW, 

l'équation précédente donne donc, en fllÎl!ant q' Kt= u' , 
~. 
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-., ,. fd _'l' 

V= v- ue . ., ( 
.' 1 U· 1 

1- ,.3'*'+ , .3 .• . 5'..,. 
.' , ) 

~.3.4.S.6.,.P7 + etc. , 

-" 
ou 'V=:3~~ [_' __ !..!.(._'_)' +_'_:(_'_)' 

y 11: :iIIVTt (3 2:v'Tt . 1.:iI ~ aVTr 

-~~(2:1;): + etc.]. 
Cette équation est la même que la précédente, lorsqu'on 
suppose «= 1. On voit par-là qne ces intégrales, que l'on a 
obtenues par des prooédés difTén;nts ,conduisent aux mêmes 
séries convergentes, et fon parvient usai à deux résultats 
identiques. quçlle que soit la valel,lr d~ z. 

On poun.;ut, d~ cette qu&tion comme dans la précé­
dente, comparer 1"" quantités de cbaleur qui., dans un in­
stant donné, traversent différentes sectioru du prisme échauflë, 
et l'expression géuér.ale de Cet quanti.tés ne contient aUCW1 

'signe d'intégration; mais, sans a'arr~ter à ces remarquel, 
on terminera cette seetion par la compar&Î&Qp delf différentes 
formes que l'pn a données à fintégrale de l'équation qui .... 
présen te la diffusion de la chaleur da ns Une ligne infinie. 

37°' 

p . fa' 'l" . du K J'. our saba Ire a equatlOn dt = ili" on peut supposer 

-3; Jet " , 1 -/13; /I"Jet "=e . e ,et en genera u=e . e ,on en déduit 
!acilemenc, ait. 364, l'iatégrale 

U,,", f t/ q ~-~q' ~(", ... ~9 V ~t). 



CHAPITRE IX. 467 
+~ 

De l'équation connue v;. J d q e -q' on conclut celle-ci 

-~ 
+i-

t./; f dq e-(lJ+ 4 )',aétantunecoDstantequelconque; 
-i-

on a donc a' r Jd -tf -1.4q" e = V.; q e e , ou 

a' r J 9'( "'a"q" :Jla' q' ) e =V'II' dq e- 1-.2aq+-,--~+etc .. 

Cette équation a lieu, quelle que soit la valeur de a. On peut 
développer le premier membre j et, par la comparaison des 
termes, on obtiendra les valeurs déja connues de l'intégrale 

J d q e - q' q ':l n. Cette valeur est nulle lorsque n est impair, 

et l'on trouve, lorsque n est un nombre pair 2m, 

Jdq e-t.tq2m=.!.~.~.Z .... 2m-!. Vi. 
!I!lI2.2. 2. -

37 1 • 

On a employé précédemment pour l'intégrale de l'équation 
du J.d·u \' . 
J t = If d r expressIOn 

-n' kt -1&" kt _nt Irt 
u=a.e 1 cos.n • .x+a.e • coS.n • .%+aJe • cos.uJ+etc. 

ou celle-ci 

-n',lrt • -n\lrt . -n"llre . 
u=a,e SlD,n.z+a.e Sln .. n • .x+~e $lD.nJ.%+etc. 

a,a,G1a 4, .. etc. et n.1I~1I11l. etc. étant deux séries de con .. 
atantes arbitraires. Il est aisé de voir que chacun de ces termes 

59' 
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équivaut à l'intégralejd q .-9' sin, n(x+2qv.:D on 

jdq .-9' cos. n(x+,qVTt). 

En effet, pour déterminer la valeur de l'intégrale. 

jdq e-q
' sin. CX+'qv.:kt); 

on lui donnera la forme suivante: 

f dq e-lJ·~in. :ccos. 2q~+ fdqe-lJ·cos.~sin.2qVTt; 

ou celle·ci, 

f 
. 2QV-ij -2QV_A, 

+, dqe-
q 

cos.xC' 31/ , _t: :IV • ), 

qui équivaut à 

-kt. ('fd -(g-V'-;)' 'fd -(9+ V '-;)') e s.m. x - q e +- q e • > 

-k, (' fd -g' -(q-Vi<)', fa -~+Y-k) +e cos.x .... - 'Je e - ,/_ qe 
2"'_1 2,Y_1 

l'intégralej dg .-(q±v=Ii)' prise depuis q=_~ jus­

qu'à 'J = ~ est V;, on a donc pour la valeur de l'intégrale 

J dq .-9' sin. (",+ 'qVki), la quantité .-k'.in.",.V., 

et en général 
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• -ft·k'sin.("x)V;; !dqe-9' &În.n(x+2qVk'), 

on détenninel'B de la même manière l'intégrale 

fdqe-" cos.,,(x+';qVTt), 

-n'l, -
dont la valeur est • coo. ("x) . V w. 

On voit par-Il que l'intép-ale 
"' ;. d. 

équivaut à 

f d -<f'[ •. iin ... <.,+.9 V i<)+4 ....... <_,Vfi,)+ .... j 
'J e ',CQS.JI,(.~+lfVIï)+ ... ON.n.(œ+IIv:V1;)+.1II:.· 

La valeur de la.en. repr ...... tr \ comme "" ·1' ..... préCédem­
meDt, une r..",:tion.qneloooque de "'+ 2QVJi n,lm;: l'inté-
gra" gOoérale .era •• primée aiuai : . . 

.' 

:.; ! 

A 1", 1 ~- 1" . d. L "'. ~c U reste, lDtqpae .... ~· dt= .. h" ·1*'l ".,..... 
préslmtée sous diV ... autres fonn'" Touies ~ .. exp",*i.Qns 
sont nécessairement identique.. . .. ~: .. ' 

• 
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SECTIONDEUXI~ME. . 

Du moW'ement lihre de la chaleur dans un solide infini. 

J ' " d'" . . d'V K d" li () ' • 
J INTI!OGaALE e equaboD dt=C.D· h' a IODmlt 

immédiatement celle de l'équation à quatre variables 

d~ K (d' 'V d·> v d >V) 
dt=C.D d:c·+dy·+(ji" ~ (A) 

comme nous l'avons déja remarque en traitant la question 
de la propagation de la chaleur dans un cube solide. C'est 
pour cela qu'il suffit en général de considérer l'effet de la 
diffusion daos le · cas linéaire. Lorsque les corps n'ont point 
leurs dimemionsinfinies, la d~tributioo de 1. ch.aleur est 
continuellement troobl':" par le p.sooge du milieu solide · 
au milieu élastique; ou, pour employer les expressi.oDs 
propres à l'analyse, la fonction qui dé~rmine la tempéra­
ture ne doit pas selliement .. tisfaire à l'éqnation aux diffé­
rences partielles et à l'état initial; elle est encore assujettie 
à des conditions qui dépendent de 1. figure de 1. surface. 
Dans ce cas l'intégrale a ~ne for~e plus difficile à connaître, 
et il faut examiner la question avec be"aucoup plus de soin 
pour passer du "cas d'une coordonnée linéaire à celui des 
trois coordonnées orthogonales: mais lorsque la masse solide 
n'est point interrompue, aucune condition accidentelle ne 
s'oppose à la libre diffusion de la chaleur. ·Cet élément se 
meut dè la même manière dans tous les sens. , 
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La température variable 'V d'un point d'Ulle ligne infinie 
est exprimée par réquation 

+~ '0=,;.1 d1'-~'f(x+21Vi) (i), 
- i 

.x désigne la distance entre ·un point fixe 0, et le point m, 
dont la température équivaut à 'V après le temps écoulé t . 

On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la sur­
face extérieure de La barre infinie, et l'état initial de cette 
barre est exprimé par l'équation v f x. L'équation diffé­
rentielle à laquelle la valeur de 'V doit satisfaire est celle-ci: 

dv K tf·" 
-;n=fJj'"if? (a), 

M ' '1'6 1 1 l " d. d' v ais pour simp 1 er e ca cu , on ecnt dt= Jz' (b); 

Ce qui suppose que l'on emploie au lieu de t une autre in-

d ' ., ; l ' I{, etermmee t ega a c . if 

Si dans une fonction de .x el de constantes f x on 
substitue x + !l n Vi à .x, et si, après avoir multiplié pal' 

~~ e -,,~ , on intègre p~r rapport à 11 entre des limites 

infinies,l'expression ~fdn e -II" fCx+2n\.0) satisfer~, 

comme on l'a démontré plus haut, à l'équation différen­
tielle (b); c'est-à-dire que cette expression a la propriété de 
donner une même valeur pour la fluxion seconde par 
rapport à x, et pour la fluxion première par rapport à t. 
D'après cela il est évident qu'une fonction de tx:ois variablts 
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SECTION D . 

Du mQUNement libre de ln. t -j-

J /nnÉGIlALE de réquati ~ " 
immédiatement celle de ri :'. 

comme nous l'avons dr.:,j. 
de 1. propagation de la 
pour cela qu'il suffit ('1' 

diffusion dans le cas Iii 
leurs dimensions iofill 
contjDu~llement trOll ' 

au milieu élastique ~ 

propres à l'analyse , -
ture ne doit pas SC\ 

rences partielles et . 
à de. ooqditions q' 
Dans ce càs l'intégr;' 
et il faut examiner 
pour passer du ~cas 
trois coordonnées 01 

n'est point interroll 
s'oppose à la libre Il 
meut dè la même m, 

_Z!._~ 
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.%, y, z à une température initiale égale à la valeur de la 
fonction donnée F(x,y,% ). On peut se representer que la 
chaleur initiale est contenue dans une certaine partie de la 
masse dont le premier état est donné au moyen de l'é~tion 
'1I=F(x,y, z), et que tous les autres points ont une tempé­
rature initiale nulle. Il s'agit de connattre quel sera , après un 
temps donné, le systême des températures. Il faut par con­
séquent exprimer la température variable 'V par une fonction 
,(x,y, <, t) qui doit satisfaire à l'équati~n générale (A) et à 
la condition 9(x,y,%, o)=F(x,y,z). Or la valeur de cette 
~onction est donnée par l'intégrale 

fr .r..r (n'+p'+ ')t v='-jdnJdpJdqe- ~ F(z+2nVt ). 

En: effet, cette fonction 'V satisfait à l'équation CA), et si 
l'on y fait t=o, on trouve 

• - . dn dp dq e- p F(z,y, .) , 'f f f (n'+ '+f')t 

OU, en achevant les intégrations, F(z, y, z). 

374· 
Puisque la fonction 'V ou ,(x,y, z, t) représente l'état 

initial lorsqu'on y fait t=o, et qu'elle satisfait à l'équation 
différentielle de la propagation de la chaleur, elle représente 
aussi l'état du solide qui a lieu au commencement du second 
instant, et en faisant varier le second état, on en conclut 
que la même fonction représente le troisième état du so~ 
lide, et tous les états subséquens. Ainsi la valeur de 'V, que 
rOD vient de déterminer, contenant une fonction eutière~ 
ment arbitraire des trois variable! :c,y,.z donne la solution 

• Go 
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de la qUestion ; et l'on ne peut supposer qu'il y ait une 
expression-plus générale , quoique d'ailleurs ta même inté­
çale puisse être mise sous des fonnes très-diverses. 

Au lieu d'employer l'équation 

'tJ= :.1 dq e -'j(:x:+ 2qVï), 

On pourrait donner une autre forme à l'intégrale de l'équ-
, dv d ' v '\ ' , "1 d' d 'd' l" tIan dt = dz. j et 1 serait tOUJours laCI e en e wre 10-

tégrale qui convient au cas des trois dimensions. Le résultat 
que l'on obtiendrait serait nécessairement le même que le 
précédent. 

Pour donne .. un exemple de ce calcul nous ferons usage 
de la valeur particulière qui nous a servi à former l'inté­
grale exponentielle. 

R d 1" ' <Iv d' v 
eprenant one equatlon dr =h- (h ), nous do .... 

neTons à 'V la valeur très-simple e -nit cos. n x , qui satis,.. 

fait évidemment à l'équation différentielle (h), En efTet, on 

. dv • d'v Dl" ' rai en tire dt=-n 'V et dx' =-n'v. one lOteg e 

+ .:. 
dn e- cos. f ,', nz 

-i 

convient auSSI a l'équation (h); car cette valeur de 'tJ est 
formée de la somme d'une infinité de valeurs particulière!. 
Or, l'intégrale 
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+l 

fdn •-Il" 
COB. nx 

" ~~ .' .. 
esl connue, et l'on sait qu'elle équivaut à; V . (Voyer. .- , 
l'article suivant.) Cette dernière fonction de x et t cODvient 
donc aussi avec l'équation différentielle (b), Il est d'ailleurs 
très-facile de re<:onnattre immédi'atemeot que la valeur par~ .' .. 
ticulière 'v, satisfait à l'équation dont il .'agit, 

Ce même résultat aura lieu si 1'00 rem.pll.ce la variable x 
par ,7;-Il.,« étant une conataote quelconque. On peut donc 

(z'",.;)' 

1 l '",,1" l' ' A.-" emp oyer comme va eur paru _.tCre a lonctlOn Vi ' 

dans laquelle on attribue ia: une va1eur quelconque. Par cansé­
- (._ ), 

.r J., 4' 1JU0000luomm'J d.f. i7. ... tiofait au"; à l'équation 

différentielle Ch); car cette somme se compose d'une infinité 
de valeurs particulières de la même rorme, multipliées par 
des constantes arblt .... i ... " Donc on peut prendre pour va-

l d d 1" ' d. d' ~ Il ' eur e 'lJ ans equatlon Tt =;r;;; ce e M CI : 

A étant un coëfficient constant. Si dans cette demiere inté­

grale on suppose (z;;t =()'. en fai.sant aussi A= 2 :,,;, on 
. 60. 
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+ ~ -(<<-x)' 

aura v fd.f •. e2V~ (i) 
, , 

ou v=;.fdq .-9'f(.:t+2qVt). (i) Ou voit 

par-là comment l'emploi des valeurs particulières 

_II"t 
e COS. nz ou 

conduit à l'intégrale sous fonne finie. 
375, 

.' 
• •• 

La relation qu'ont entre elles ces deux valeurs particulières, 
se-découvre lorsqu'on détermine l'intégrale 

+t 

f n', 
,dn e -. cos. nx. -. 

Pour effectuer l'intégration, on 'pourrait développer le filc. 
teur cos. nx, et intégrer par rapport à n. On obti~nt .ioei 
un,e série qui représente un développement connu; mais on 
déduit plus facilement ce résultat de l'analyse suivante. 

L'intégrale f dn. -n', cos, nz se rapporte à celle-ci: 

fdp .-1" co •. • pu; 

en 8UppoHJIt n' t=p' et n%=~pu. On a ainsi 

+~ +; 

f _n', • J -p' dn e cos. nx=~ dp e COS.2pU. 

-~ ~~ , , 

On écrira maintenant 
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-..;:,,;. . 

I:E IX . 479 
(c . - ' )' + C' - ' )' +Cl~)') 

' -' c .' 
,. (j) 

o, h-gralc générale de la proposée 
" ronduit à œtte intégrale doit 

i ' il s'applique aux clis les plus 
.. df'ment utile lorsque l'intégrale doit 

. rdati ves à la surface. En J'exami­
{"ollnaiu'a que les trapsforJ1l3tioDS 

,·1 iquées par la nature physique de 
IHssi, dans l'équation (j), changer 

; l<lllt 

( le second membre par uri coefficient 

l '+ ') .' 
-/' q :t\x+.nvt,y+'pV'i, <+.qV') 

1 1 1· · • • ":\ es entre es lmItes - - et + -t et 
. . 0 0 

·onnnitre l'éœt initial, on trouvera 
Ainsi, en repr:6sentant les teIPpé .. 

:,'s par F (.%, y, .z ) , et donnant à la 

, 1 __ " " on parviendra à l'intégrale 

. --r ' .• - 9' F(X+A..vt,y+'pV7, Z+"'lV, ) 

.' de l'article (37')' 
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. ---
Au reste la valeur particulière e;; est assez simple pOUf 

qu'elle se p~~8entc immédtatement sans. qV'il soit néceuaire 

de la déd~i ... de celle.ci .-n'lcos.nx.Quoi qu'il en .oit, 

il est certain que la fonction e ;; satisfait à l'équation dif­

r ' . Il J" J'" "1 lerentle e 7iï=dz'; 1 

-(~)' 

en est de même pa' canséqucnt de 

r . C 4 t 
la Jonction Vi , que~~ que soit la quantité Il. 

376. 
Pour passer au cas des trois dimensions, il saRlt de mu). 

-(.-.), 

. l' 1" ,4' d r bp 1er a lonction en x et t, vt pa~ eux autres IOnc-

tians l\emblables l'une en y el t,. le produit do il évidem-
. fa' ' Y' . 41/ d'v d·'V d ' v On ment saUs Ire a eqnatlon Tt =. h- + d.T~ + tlz " 

prendra donc pou.r '1J la valeur aill8i expl'im~ 

v 

Si maintenant on multiplie le .second membre par dO:l da, dl' 
et par ,une fonction quetconqac f (., ~,T) des qn.ntités " ~,T, 
on trouvera, en indiquant l'intégration, une valeur de 'li 

formée de la somme d'une inGnité de valeurs particulières 
m,ultipliées par des constantes arbitraires. 

Il swt de là_que la fonction 'V peut être ainsi exprimée : 
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+~ +; +~ 

." 1d«jd~Jdyf(<<,~,y).t-~e 
(('-')'+ (,-.)' +(y-)') 

4' 

-~ -f -~ , , . (j) 

Cette équation contient l'~tégrale générale «:te la proposée 
(A): le procédé qui noua 11. conduit à oette intégrale doit 
être remarqué par ce qu'il s'applique aux càs les plus 
variés; il. est principalement utile lorsque l'intégrale doit 
satisfaire à des conditioœ relati,vea à la surfa-ce. En '.l'exami­
nant av~cattention OD. .reconnaîtra que les transfor,mations 
qu'il exige sont toutes indiquées par la. nature physique de 
la question. On peut aussi, dans- l'équation (j), changer 
d'indéterminées, en prenant 

(«--<<)' =n' (@-:r)' =p" (r»' """'l' 
4 t '4 t ' 4 t .~ 

on aura, en multipliant le second membre par un coëfficient 
constant A"I 

J=2'.A Jdn Jdp Jdq e -(n'+p'+9'!tlx+2nVt,)'+2pVi, Z+2qV,) 

Prenant I~s ,trois intégrales entre les limites -, ~ et +~, et 

faisant t=o afin de oonnnître l'éttlt initial, on trouvera 
-V=2

J .A~ fez, y, z). Ainsi, en repr:mentant les teauPé­
ratlires initiales connues par F(z, y, z), et donnant il la 

coBBtante A La valeur t.'~ ""l' on parviendra à l'intégrale 

+~ +~ +; '}}} " , , =" -~"d"_"lip_"dqe-n ,.-cp .• -9 F(",+~ .. Vt,.r+2pv.:t,'+2~V') 
• o'. 

qui ost ,la, mêID,1': que celle de l'article (372). 



480 THÉORIE DE LA CHALEUR. 

L'intégrale de l'équation (A) peut être mise sous plusieurs 
autres formes parmi lesquelles on choisit celle qui convient 
le mieux: à la question que l'on se propose de résoudre. 

Il faut obse.rver en géné!'3I, dan~ ces recherches , que deux 
fonctions ,(::,1', L, tJ sont tes mêmes lorsqu'elles satisfont 
J'une et l'autre à l'équation différentielle (A), et lorsqu'dies 
sont égales pour nné valeUr déterminée du temps. Il suit de 
ce principe que les intégrales, qui se réduisent, lorsqneywt 
t=O., a une f~iIction arbitraire F ( .x ~ y, :), ont toutes le 
même degré de généralité; eITes sont nécessairement iden-
tiques. . "" 

Le second membre de l'équation différentielle (a) était 

multiplié par CKD' et l'on a supposé dans l'équation (b) ct 

coëfficient égal à l'unité. Il suffira, pour rétablir cette quan­

tité dans le calcul, d'écrire c:o au lieu de t , dans l'inté­

grale (i), ou dans l'intégrale (1). Nous indiquerons maintp. 
nant quelques-unes des conséquences que l'on déduit d. 
ces équations~ 

377 ' , 
La fonction qui sert d'exposant au nomfu'e e, ne peut 

représenter qu'un nomb~e absolu, ce qui suit des principes 
génêraux du calcul, comme on l'a prou'fé explicitement daD5 
1. ~ct;on IX dn chapitre" page ,52. Si daos cet exposant 

on remplace l'indét~rniinée t par t.ÔI on voit: que lesdimen· 

sions de K, C, D et t, par rapport à l'unité de longueur 

étant - -1,0,-3 !f!t 0, la dimension 'du déno~Dl.teur :~ 
est !1 comme celle de chaque tenue du numérateur, en sorte 
que la dimension totale de l'exposant 'est o. considérons k 
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cas où 1. valeur du temps t augmente de plus en plu., et 
pour simplifier cet examen, employons d'abord l'équation 

- (,; - ... )' . , 
v fdofo cvv ( i ) 

:1 or r 

qui représente la diffus ion de la chaleur dans ulle ligne in­
finie. Supposons que la chaleur initiale est contenue dans 
uoe portion donnée de la I.igne , depuis X=- !I, jusqu'à 
x= + K, et que l'on attribue ~, x une valeu r déterminée X, 
qui fixe la position d'un certain point ln de celte ligne. Si 

le temps t croit sans limite, les termes ",;' et + 2;~ qui 

entrent dans l'exposant deviendront des nombres absolus 
de phlA eD plus petits, cn sorte que, dans le produit 

x' 21%% IX' 

e- 4l .e"4T e-4 l . 

On pouna omettre les deux derniers facteurs qui se confon­
dent .teosiblcment avec l'unité. On trouvera ainsi, 

( y) 

C'est l'expression de l'état variable de la lign e après Ull 

temps très-long j elle s'applique à toutes les parties de cette 
ligne qui sont moins éloignées de l'origine que le point m. 

+g 

L'intégrale définieJd« f« désigne la quantité de chaleur 
-h 

totale B contenue dans le solide , et l'on , 'oit que la distri-
butioD primitive n'a plus cI'illfiuence sur les températures 

6r 
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op ..... un tempo trl!s· long, Elles ne dépendent plus '1"" de 
la somme Il, et non de la loi SUivant laquelle b chaleur a 
été répartie. 

378. 
Si l'on suppose qu'un seul e1émeDt w placé à l'origine a 

reçu la température initialcf, et que tous les autres avaient 
la tempéralDre 0, le produit wf sera équivalent à J'intégrale 
+1: 

j d~f« ou B. La constante f . S-era extrêmement grande, 
- h 
puisqu'on .uppose la ügoe ~ très.petite, 

.' 
L'équation 'II e .' v· v· ,wfreprésente le mouvement qui 

2 • , 

aurait lieu, si un seul élément placé à l'origine eùt été 
échauffé. En effet, si l'on donne à ~ une valeur quelconque 

. .' 
. " a, non infiniment petite, la fonction e Vï sera nulle lors-

qu'on supposera t=o. Il n'en sera pas de même si la valetU' .' 
e -4"t 

de x est nulle. Dans ce cas la fonction ~ reçoit au con· 

traire une valeur infinie, si t=o. On connaitra distincte­
ment la nature de cette fonction, si l'on applique 1e6 
principeo généraux de la théorie des surraces courw à 

z' 

la surface qui aurait pour équati.oo i= e v;.1. 
" .' L'équation 'V :1< ;. .. V t • fil J exprime donc la tempéra-

tu1"e variable d'un point quelconque du prisme, Ionqu'on 
suppose toute la chaleur initiale rélWie dans Wl seul élément 
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placé à ,"origine. Cette hypothèse 1 quoique particulière 1 

appartient à une qnestiOD générale , parce qu'après un temps 
assez long , l'état variable du solide est toujours le même 
que si la chaleur initiale eût été rassemblëe à l'origine. La 
loi suivant laquelle la chaleur a été distribuée, influe beau­
coup SUl' les températures variables du prisme; mais cet 
efTet s'affaiblit de plus en plus, et finit par devenir L~tière­

ment insensible. 

379' 
11 est nécessaire de remarquer que l'équation r éduite (y) 

ne s'applique point à la partie de la ligne qui est placée 
au· delà du point /1> dont la distance a été désigné"-.J'ar X. 
En effet, quelque grande que soit la valeur de temps, o~ .. " 
pourrait choisir \lne valeur de x telle que le terme e 4T 
d ifférât sensiblement de l'unité, et alors ce facteur ne doit 
pas être supprimé. Il faut donc se représenter que l'on a 
marqué de part et d'autre de l'origine 0 .deux points, m et 
m', placés à une certaine· d\stance X ou -X, ct que l'on 
augmente de plus cn plus la valeur du temps , en observant 
les états successifs de la partie de la ligne qui est comprise 
entre m et m'. Cet état variable convergera de plus en plus . , 
vers celui qui est exprimé par l'équation 

(y ) 

Quelle que soit la valeur attribuée à X, on pourra toujours 
trouver une valeur du temps assez grande pour que l'éta t 
de la ligne m' 0 m ne dHThre pas sensiblement de celui 

61. 
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qu'exprime l'équation précédente Cr). Si l'on demande qu< 
cette même équation s'applique . à d'autres partiè. pl .. 
éloign<'es de l'origine, il faudra supposer une valeur du 
temps plus grande que la précédente. 

L'équation (.1), qui exprime dans tous 1... cu l'étlt 
final. d'une ligne 'l""lconque, fait 'Voir qu'ap"'s uo tmlps 
extrêmement long, les divers points acquièrent des tempé­
ratures presqu'égales, et que les températures d'uo mê ... 
point Snissent par varier, en raison inverse de la racine 
quarrée des temps écoulés depuis le commencement de la 
diffusion. Les décroissements de la température d'un point 
quelconque deviennent toujours proportionnels auJ. aœrois­
semenls du temps.· 

380. 
Si l'on faisait usage de l'intégrale 

- ( "-..Z') . 

v ja%., ~., (i) 
lV ... VA-Vt 

pour connatlre l'état variable des points de la ligne placés 
il une grande distance de la portion échauffée, et que, pour 
etprimer cette demière condition. on supprimât encore le 

-C,,-;;,) 
facteur e 4 , les conséquences que l'on obtiendrait 
ne seralent pas exactes. En effet, en li'':lpposant que la por­
tion écbauffée s'étende seulement" depuis œ=O }usqu'à «=G 
et que la limite C soit très-petite par rapport ~ la distance 
z du point dont on veut détenuiner la température; la 

'Iuantité - (tI~:)' qui . forme l'ex~osant se réduit en ~fTet 
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approche d'autant ' plus de l'unité que la valeur de :r: •• t 

plus grande par rapport à celle de«: mais il ne s'ensuit 
p •• 'lue 1'00 ' pui ... remplaœr. l'une Jle l,a quantités par 
l'autre dans l'exposant de e. En général l'omission d,es t:çr:mes 
subordonnés me peut paint avoir lieQ aioii dans l~a expres­
sions exponentielles ou ~rigonométrique8. Lea quantités 
p.lacées SOUI lei signes de sinus ou de co.sin!ls, ou sous le 
signe exponentiel e 80nt toujours des nombre. absolu., et 
l'on ne peut omettre que les parties de ces nombres, dont 
la valeur est extrêmement petlle j leurs valeurs relatives ,ne 
lont ici d'aUCWle conSidération. Pour juger si l'on peut 
réduire l'eJ:preuion 

G _ (._..t:')' 

fd.fœe.\ü à celle - ci 
-.r' G 

4l'fd e' «fa. , 
o o 

il ne raut pas examiner si le rapport de :r: à • est ~d, 

mais si les termes !.!!, - ." sont des nombres très-petits . 
. . ' ,lt 41'-. 

Cette condition a toujours lieu lorsque le temps écoulé l 

est extrêmement grand; mais elle ne dépend point du 'rap. 

" port - 0 

• 
381. 

Supposons maintenant qüe ~ on veuille cOllD$re comliien il 
doit s'écoule,' de temps pour queletltempéroturo. dela . partie 
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du solide, rompr;'" depuis ,,",,=q jusqu'à .x=X, poiAoent 
être représentées à très-peu près par l'équation réduite 

. , 

~t que o' et wient .r, les limit .. d. la portion primitiTement 
écbautro!e. . 

. LA ""lution e .. _ eèt donnée pa~ fèlparion 
. , 

et la soJu~~~ ~pprochée ~t donitée 'par réquati~ri 
• 1 . . •• _ . I t • 

_z' 

v ,TT. ! .,.-;-";".",.-77' d a. fa.' 
:aV .. VAVt ' (y) 

o 

k désignant la 'valeur C~D de la conduclbilité. Pour que 

l'tquation (1) puim être eo général .u~titué. à la pri<é-. , 
. :1.--, 

dente (i ), il raut que le racteur e 4" ; qui est celui que 

ll~m omet, difere' trè~ -peu . de .J'unité;. c~r s'il était , ou ; 

on pourrait craindre de commettre une erreur égale à la 
valeur calculée, ou à la moitié de cette valeur. Soit donc 

• 4 1.-, ::CC"F1;'.-, 'W é\ant: uQe pdite frKtion t fK>'Pme * Gil 

, :.. on en conclura la condition . .. . . . 
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ou 

et sj,1a "las ~aade valevor fi que pui .... l'ecavoi, la variabl.« 

~st tre$-petite" par rapport à x, on aura t=%~.8_~. 
, . ' w ~ 

On voit ~r c~ résultat que plus les points' dont on veut 
détennwe~ la te/Dpérature ~u moyen de l'équation réduite, 
Ii!Int.éJojgnfs de l'origine" plus West nécessaire que la valeur 
du temps éconlé soit grande. Ainsi la chaleur tend de plus 
en plus à se distribuer suivant une loi indépendante de 
l'klt.nffemont .primitif. A~. un certain tempo, la diffuoion 
e8I: sensililement opéra., c'oat,à.œre que ré"'t du solide ne 
dépend pl ... que' de· la quantiti de :la chaleur initiale, et non 
de la distribution qui en avait été faite. Let températures 
des points '''8el. TOisins de l'origine ne tardent pas à être 
représentéea sans err<llr por l'équation réduite Cr): mai. 
il n'en est pM dt ... nêmedas points trè.·distant. de ce foyer. 
On ne~t alors faire ua.ge de la même équation qq.e.i le 
temps éooull!·~ extrê_nt long. Les .applicatiolHl Duwé. 
~. rendront cetteremarqa.e plus • ..wbl •. 

382. 
Supposons que la substance dont le prisme est formé, ejit 

le fer, et que la portion de ce ..,lid. qui a été échauffée a 
un déci"",tre d'étendae, en sart .. que {f=O,I. Si l'on 
vent cennaltre quelle aera, après un tempe donné, la teœ­
pérature d'un point m dont la distance à l'origine est no 
mètre, et si l'on emploie potI.r ce calcul l'intégrl:le appro­
chée (y), ou commettra une erreur d'autant .plus grande 
(lue la valeur du temps sera moindre. Cette erreur sera plus 
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petite que la centième partie de la quantitê cherchée, si le 
temps écoulé surpasse trois jours et demi. 

Dans ce cas la distance compriae entre l'origine 0 et le 
point m dont on déterm"ine la température, est seulement 
di .. fois pins grande que la portion échauffée. Si œ rapport 
est cent au lieu d'être dix, l'intégrale réduite (y) donnen 
la température à moins d'un centième près, lorsque la' valeur 
du temps écoulé surpasser~ un mois. Pour que l'approxima. 
tian soit admissible, il est néces5aire, en général, 1° que la 

quantité :1 Il; ;;/1- ne puisse équÎvsloir.' .qu'à ·u'ne très-petite 

fraction comme .: •• ou;-;"; au plus; :;lO"que l'ernmr qui en 
doit résulter ait une valeur' absolue beaucoup .moindre que 
les petites quantités que l'on obser:ve avec les thenqomètr'a 
les plus sensibles. . 

Lorsque les points que l'on considère .ont trèa-éloignés 
de la portion du solide qui a été primitivement échauffée, 
les températures qu'il s'agit de déterminer IOnt extrêmement 
petites; ainsi l'erreur que Ion commettrait. eD se tenant de 
l'équation réduite l aurait une très-petite valeur absolue; 
mais il ne s'ensuit pas que \'on soit autoriaé à. faire usage de 
cette équation. Car si J'erreur commise, quoique très-petite, 
surpasse ou égale III quantité cherchée; ou même si elle eu 
est la moitié ou le quart, ou une partie notable, l'approxi­
mation doit être rejetée. Il ... t manifeste que dans œ cu 
l'équation approchée (y.) D'exprimerait point l'état du solide, 
et que l'on 'ne pourrait point s'en servir pour déterminer 
les rapports des températures simultanées de deUll ou plu­
sieurs points. 
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383. 
489 

Il suit de cet 'examen que l'on ne doit point conclure de 

l'intégrale v que 1. loi 

de la distribution primitive n'inBue pas sur la température 
des points très-éloignés de l'origine. L'effet résultant de cette 
distribution cesse bientôt d'avoir lieu pour les points voisins 
de la portion échauffée; c'est-à-dire que leur température ne 
dépend plus que de la quantité de chaleur initiale, et non de 
la répartition qui en avait été f.ite : mais 1. grandeur de la 
distance ne cqncourt point à effacer l'empreinte de la distri~ 
bUlion, elle la conserve au contraire pendant un très-long 
temps et retarde la diffusion de la chaleur. Ainsi l'éqilation 

~. 

- If 
1 e 4 J.-t f v=:-?/_ dofo 

""'11""4 /.:1 • 
o 

ne représente les températures des points extrêmement 
éloignés de la partie échauffée, qu'après un temps immense. 
Si 011 l'appliquait sans cette condition, on trouverait dell 
résultats doubles ou triples des véritables oU même incom~ 
parablement plus grands ou plus petits; et cela n'aurait pas 
lieu seulement pour des valeurs très-petites du temps; IDais 
pour de grandes valeurs, telles que, une heure, un jour, 
une année. Enfin cette expression serait d'autant moins 
exacte, toutes choses ~gales d'ailleurs, que les points seraient 
plus éloignés de la partie primitivement échauffée. 

6" 
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384. 
Lorsque la diffusion de la chaleur s'opère dans tous les 

sens, l'état du solide est représenté comme on ra vu par 
l'intégrale 

Si la chaleur initiale est contenue dans une portion déter­
minée de la masse solide, on connattra les limites qui com­
prennent ceUe partie échauffée, et les quantités «,. ~, y, qui 
varient SOU6 le signe intégral, ne pourront point reœvoir 
de valeurs qui excèdent ces limites. Supposons donc que 
l'on marque sur les trois axes six points dont les distances 
sont+.X,+Y, +Z, et -X,-Y,-Z,etquel'on con­
sidère les états successifs du solide compris entre les SD 

plans qui passent à ces distances; on voit que l'exposant de 

1 · d"" 'd ., (.r·+.r·+z-) e, sous e sIgne integration, se re Olt a - .4 kt' 

lorsque la valeur du temps écoulé augmente sans borne. Rn 
.... J l ,.x .' . d . cmet, es termes te s que 4 le t et m reçoIvent ans ce 

cas des valeurs ~bsolues très-petites, parce que les numéra­
teurs sont compris entre des limites fixes, et que les déno­
minateurs croissent à l'infini. Ainsi les facteurs que l'on 
omet diflèrent extrêmement peu de l'unité. Donc l'état va­
riable du solide, après une grande valeur du temps, a pour 
expression 

-(x' +7' +z') 

v "'V~~:'t' Jd.J d~J dl f(',~,l)· 
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Le facteur f d. f d ~ f d r f(., ~, r) represente la quamit': 

totale de chaleur B que le sollde contient. Ainsi le systême 
des températures ne dépend point de la distcibution de 1. 
chaleur ioitiale, mais seulement de sa quantité. 00 pourrait 
IUlpposer que toute la chaleur initiale était contenue dans un 
seul élément prismatique placé à l'origine, et dont les dilueo- , 
sions orthogonales et extrêmement petites seraient w, , "'., "';J. 

I ... a température initiale de cet élément serait désignée pal' 
un nombre extrêmement granù/, et toutes les autres molé­
cules du solide auraient une température initiale nulle. Le 
produit w, w, w ) / équivaut dans ce cas à l'intégrale 

f d. f d~ fdrf(.,~,r). 
Quelque soit l'échauffement initial, l'état du solide qui cor­
respomJ à une valeur du t~mps tres-granùe, est le même 
que si toute la chaleur avait été réunie dans un seul e1erocnt 
placé à l'origine. . 

385. 
Supposons maintenant que l'on ne considère que le. 

points du solide dont la distance à l'origine est tJ'ès-gl'3nde 
par rapport aux. dimensions de la partie échauffée; on pour­
rait d'abord penser que cette condition suffit pOUl' réduire 
rexposant de e dans l'intégrale générale. En effet cet expo­

sant est _ (.-x)' + ( ~-T') + (1-')'). ct les variables 
-4 kt ' 

«,~, T sont, pal' hypothèse, comprises cntre des limites 
détenninées, en sorte que leurs valeurs sont toujours extl'ê­
mement petites, pal' ra()port :1 la p]us gra nde coordonnée 
d'un point t"ès-éloigné de l'origi ne. Il sui t de là que l'expo­
sant de. se compose de deux partie. M +~, dont rUile est 

. 62. 
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très-petite par "'pport à l'autre. Mais de ce que le "'pport 

f. est une très-petite fraction, on ne peut pas conclure que 
M 

l'ex:ponentielle e M + fL devienne égale à eM,ou n'~n diffère 
que d'une quantité très - petite pa~ rapport à sa propre va­
leur. Il ne faut point considérer les valeurs. relatives de M 
et ", mais seulement la valeur absolue de l" Pour que l'on 
puisse réduire l'intégrale exacte (j) à réquation 

il est nécessaire que la quantité 

dont la dimension est 0, soit toujours un nombre fort petit. 
Si l'on suppose que la distance de l'origine au point m dont 
on veut déterminer la température est très-grande par 
rapport à l'étendue de la partie qui a été d'abord échauf­
fée, on examinera si la quantité précédente est toujoun 
une très - petite fraction w, Il faut que cette condition 
soit satisfaite, pour que l'on puisse employer rinté-

3 , J -z' 
grale approchée 'II = B ~ -, • -. k -. t-·.4 kt : mais 
cet,te équation ne représente point l'état variable de la partie 
de la masse qui est très-distante du foyer. Elle donne au COD­

traire un résultat d'autant moins exact, toutes choses d'ail· 
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leurs égales, que les points dont 00 détermine la trmpé­
rature sont plus éloignés du foycr. 

La chaleur initiale contenue dan! une portion 4éterminée 
de la masse solide pénètre successivement les parties voi­
sines , et se répand dans tous les sens j il 0' en parvient 
qu'une quantité extrêmement petite aux points dont la dis­
tance à l'origine est tres-grande. Lorsqu'on exprime par 
l'analyse la température de Cft points, l'objet du calcul n'est 
pas de déterminer en nombre ces températures, qui ne sont 
point mesurables, mais de connaître leurs rapports. Or ces 
quantités dépendent certainement de la loi suivant laquelle 
la chaleur initiale a été distribuée, et l'effet de cette réparti~ 
tian initiale dure d'autant plus que les parties du prisme 
sont plus éloignées du foyer. Mais si les termes qui font 

. d l' L'OZ 0- d 1 partte e ex.posant, tea que 4It et Wt ont es va eun 

ablIOlues qui décroissent sans limite, on doit employer les 
intégrales approchées. 

Cette condition a lieu dans les qnestions où l'on se 
propose de déterminer les plus hautes températures des 
points très-éloignés de l'origine. En effet on peut démon­
trer que dans ce cas les valeun du temps croissent dans 
un plus grand rapport que les distances, et qu'elles sont 
proportionnelles au quarTé de ces distance" lorsque les 
points que l'on considère sont très-éloignés de l'origine. 
Ce n'est qu'. près avoir établi cette proposition qu'on peut 
opérer la réduction sous l'exposant. Les questions de ce 
genre seront l'objet de la section suivante. 
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SECTION III. 

Des plus hautes températures tlan.s UIl $OIUk ~ 

386. 
Nous considérerons en premiel" lieu le mouvement linéaire 

dans une barre infinie, dont une portion a été uniformé­
ment échauffée, et nous chercherons quelle doit être la va­
leur du temps écoulé pour qu'un point donné de cette ligne 
parvienne à sa plus haute température. 

On désignera par ~ G l'étendue de la partie échauffée doot 
le milieu correspond avec l'origine 0 des distances z. Tous 
les points dont la distance à l'axe des y est moindre que G 1 

et plus grande que -K, ont par hypothèse une tempéra~ 
ture initiale communef, et toutes les autres tranches ont 
la température initiale o. On suppose qu'il ne se fait à la 
surface e;ttérieure du prisme aucune déperdition de chaleur, 
ou, ce qui est la même chose, OD attribue à la section per­
pendiculaire à l'axe des dimensions infinies. Il s'agit de COQ­

naître <Juel sera pOUl' un point donné,doot la dUitance eat z, 
le temps t qui répond au maximum de temptnture. 

On B vu, dans les articles précédents, que la température 
variable d'un point quelco~que est exprimée par l'équation 

- (.-z)' 
4kt 

Le coëfficient k représente C~D' K étant la conducibilité 

spécifique, C la capacité de chaleur, et D la densité. On fera 
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leur initiale est contenue dans un seul élément de la barre ,. 
prismatique infinie. 

388. 
Dans la question précédente on a déterminé l'état variable 

d'un prisIPe infini dont une portion déterminée était affectée 
dans tous les poinu d'une température initialef. On suppo­
sait que la chaleur initiale était distribuée daD8 une éten­
due infinie depuis z=o jusqu'à.:c h. On suppose main. 
tenant que la même quantité de chaleur b f est contenue 
dans un élément infiniment petit, depuis ,1;= 0 jusqu'à 

.z=(oI. La température de la tr~ncbe écbauffée sera donc/oS, 
w 

et il résulte de ce qui a été dit précédemment, qae l'état 
variable du solide sera exprimé par l'équation 

-." 
fb ~4 il -ht 

v= v; :i"Vki" e ; (a) 

ce résultat a lieu lorsque le coëf6cient c~ D qui entre d~ns 

1" . d''''' '11 dw K d"v h d''''' equauon luerenbe e di=C.D°"'d'z. - v, est e3Jgne 

par k. Quant au coëfficient h, il équivaut à cH:.s; on dési­

gne par S l'aire de la section du prisme, par 1 le contour 
de cette section, et par H la conducibilité de la surface 
extérieure. En substituant ces valeurs dans l'équation (a).ona 

C.D 
-.2:1",- H.I bf e 4kt ___ .t 

'V= v.; V K e C.D.S (A) 
1lVt· C.D 

,1' représente la température moyenne initiale, c'est-à~dire 

63 
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cene qu'aurait un seul point, ai l'on distribuait également 
la chaleur initiale entre toft 1~5 points d'une portion de la 
barre dont la longueur serait b, ou, plll8 simplement, l'uoitl! 
de mesure. II . 'agit de déterminer la valear du "'mpa écoulé 
t, qui répond au maximum de température d'un point 
donné. 

Pour résoudre cette question, il suffit de déduire_de l'équa. 

tian Ca) la valeur de ~; et de l'égaler à zéro,' on aura 

donc 1. valeur i, du temps qui doit s'écouler pour que le 
point placé à la distance x atteigne sa plus haute tempé­
rature, est exprimé par l'équation 

(c) 

Pour corinaltre la plus haute température V, on remar· 

quera que l'exposant de .-' dans l'équation (a) est 

ht+ ti,. Or l'équation (b) donne ht=ti,-;; don< 
~. .te' 1 • 

Il t + 4Tt = :d' t -;: et, mettant pour t sa valeur connne, 

on a ht+ 4~'t = V~ + ;.%Oj substituaDt cet exposant de 

e -, dans l'équation (a), on a 
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et remplaçant V'.k par sa valeur connue, on trouve, pour 
l'expreasion du mlntimum V 

(dl 

Les équatiow; (c) et (d) contiennent la solution de 1. que>. 
. l'" 1 1 H.L . ~ tlon ; on remp acer " " el If par eurs va eurs C 0 < et -'-; 

.. ~ C.D 

on peut aussi écrire ;G au lieu de l' en -représentant par G 

la demi-épaisseur du prisme dont la base est un quarré. On 
aura, pour déterminer V et e, les équations 

~e 
C.D 

z' 

V'lH 1 .+. -x'+-
... 4 

(Cl 

Ces équations s'appliqu~nt au mouvement de lÀ chaleur­
daos une barre peu épaiS&e, dont la longueur e&t très-graode. 
On suppose que le milieu de ce prisme a été affecté d'une 
certaine quantité de chaleur b f qui · se propage 'jusqu'aux 
extrémités, et 'Se dissipe par la surface convexe. V désigne le 
maximum de température pour le point dont la distarice au 
foyer primitif est X; ë est le temps qui s'écoule depuis le 
commencement de la diffusion jusqu'à l'instant où la plus 
haute température V a lieu. Les coëfficients C, H ,· K, 0 

• 

• 
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désignent les mêmes propriétés spécifiques que dans les 
questions précédentes, ~t g est le demi-côté du quarré formé 
par une sectio[] du prisme. 

389. 

Si 1'011 veut rendre ces résultats plus seÇlsibles par une 
application numérique, on supposera que la substance dont 
le prisme est fonné est le fer, et qlle le côté :lg du quarré est 
la vingt-cinquième partie d'un mètre. 

Nous avons mesure ;mtrefois, par nos e&périences, les va· 
leurs de H, K; celles de C et D étajent déja connues. En 
prenant le mètre pour unité de longueur, et la minute seu­
gésimale pour unité de temps, et employant les valeurs ap­
prochées de H, K, C. D, on détenninera les valeurs de y et 
de e relatives à une distance donnée. Pour l'examen des con­
séquences qae nous avons en vue, il n'est-pas nécessaire de 
conl1aître les coëfficicnts avec une grande précision. 

On voit d'abord que si la ciistance x est d'environ un 
• d· d • 1 .H . metre et emlOU eux metres, e tenne KGz'.-qw enlre 

sous le radical, à une grande valeur par rapport au second 

terme i. Le ra~port de ces termes ee.t d'autant plus grand 

que la distance est plus grande .. 

Ainsi la loi des plus hRutes températures devient de plus 
en plus simple, à mesure que la chaleur s'éloigne de l'ori­
gine. Pour ,déterminer cette loi régulière qui s'établit dans 
toute l'étendue de la barre, il faut supposer que la distance 
x est trfos-grande, et l'on trouve. 
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. . /~H 1 

V 6/ ,-.x V l4'('H)4 
_ V.V" Vi 'Kg (~) 

K e- .x 
ë.TI - ~H 

2 -K& 

ou .z. (r) 

39°' 
On voit par la seconde équation que le temps qui répond 

au maximum de température, croit proportionnellement à 
la distance. Ainsi la vitesse d~ l'onde (s~ toutefois on peut 
appliquer cette expression au mouvement dont il s'agit) est 
~onstante, ou plutôt elle le devient de plus en plus, et con­
.serve cette propriété en s'éloignant à l'infini de l'origine,de 
1. chaleur. 

0.... rOo:DArf.Jfte .. a.CIIV03b! d!:ll"i." ,1:11 prp.m.ière· équation que la 

quantité f e - x V ~ ~ ~xpri~ ~eB températures, pt!rm~~ 
Dentes que prendraient les différents points de la barre, si 
l'on affectait l'origine d'une température fix.e fi, comme on 
peut le voir dans le chapitre l, page 65. . 

• Il faut donc, pour se repré""nter la vùeur de V , <:o~e­
voir, que toute -la chaleur initiale que le--(oyer contient" est 
églilementdistri.buée dans une portion de.1a barre dont l~ 
longueur est b ou l'unité de mesure. La ~empératur~ f qui en 
résulterait pour éh~que p'oint de cette portion, est '~'m quel­
que sorte la température moyenne. Si l'on supposait qné la 
tranche placée à l'origine fût retenue pendant un temps 
infini à la température constante f, toutes les autres tran­
ches acquerraient des températures fixes dont l'expression 
. ./a . 
générale est f e -.:t'V K K, en désignant par x la distance 
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de la tranche. Ces températures fixes représentées par les 
ordonnées d'une logarithmique sont extrêmement petites, 
lorsque la distance esl un peu considérable; ell.,. décrois.. 
sent, comme OIl .e &ait, très-rapidement à mesure que 1'00 

s'"loigne de l'origine. Or l'équatioll (a) rail voir que ces tem­
pératures fixes, qui sont les plus hautes, que c:baque point 
puisse acquérir, surpassent Leaucoup les plus hautes tem· 
pératutes qui se succèdent pendant la diffusion de la cha­
leur. Pour déterminer ce dernier maximum, il faut calculer 
la valeur du maximum fixe, la multiplier par le nombre 

constant (~}i V: 'ft' et diviser par la racine quarrée de 

Ia.distallce x. 
AiDsi les plus hautes températures se succèdent dans 

toute l'éteudue de la liWl6, commt\ toPa nT'dl'\J'\nH... tI'M"P 10 
garithmiqut:: divisées par les racines qQ8rrees des abscisses, 
et le mouvement de l'ondé est uniforme. Cest SOlvant-œtte 

IOl" générale qne la chaleur réunie un un s~ul poiot se 
propage dans le se'" de la longuent du solide. 

:}gl . . 
"" SI l'on" regardait1:omme -lMllie la oonducibilité de là &ur­
ra'ta rxtérieure du prisme) o'u st la conducibilité X ou 
VépRÎsseur' !1g étaient supposées infinies, on obtiendra.it des 

!és~lta~s .trèHliffél'ents. On omettrai.~ a~~rs le ter~ ~H x' ~ 
. . , . "!. . , . 1 

et l;oll ~urait 

v 

'D~os ce cas la valeur du ma"ximum est eo raison inverse de. 

'1 j' , .J , . 
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la distance. Ainsi le mouvement de l'onde ne' serait point 
uniforme. li faut remarquer que oelle hypotbèse est pure_ 
ment théorique, et que si la conducibilité H n'est pas nulle, 
mais seulement une quantité extrêmement petite, la vitesse 
de l'onde n'est point variab~e dans les parties du priome 
qui sont très-éloignées de l'origine. En elfet, quelque pe­
tite que soit la valeur de H, ai cette valeur est donnée ainsi. 
que celle. de K et g, et si l'on suppose que la di.tance x aug-

mente sans limite, le terme ~~ x' deviendra toujours beau~ 

coup plus grand que 1. Les distances peuvent d'abord être 

• • H d" , assez petites pour que ce terme Kg x· mve elre conserve 

seul sous le radicaL Alors les temps sont proportionne's aux 
quarrés des distances; mais à mesure que la chaleur s'écoule 
dans le sens de la longueur infinie, la loi de la propagation 
s'altère, et les temps deviennent proportionnels aux dis­
tances. La loi initiale, c'est-à-dire celle qui se 'rapporte aux 
points extrêmement voisins du foyer, differe beaucoup de 
la loi finale qui s'établi~ dans les parties très-éloignées, et 
jusqu'à l'infini: mais, dans les portions intermédiaires, leS 
plus hautes températures se succèdent suivant une loi mixte, 
exprimée par les deux équations précédentes (D) et (C). 

~2. 
Il nous reste à déterminer les plus hautes températures 

pour le cas où la chaleur se propage à l'in6ni 7 et en tout 
sens dans la matière solide. Cette recherche ne présente au­
cune difficulté d'après les principes que nous avons établis. 

Lorsqu'une portion déterminée d'un solide infini a été 
échauffée, et que toutes les autres parties de la masse ont la 
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température initiale 0, la chaleur se propage dans toua les 
sens, et après un çertain .tcn:tps J'état du solide est le même 
que si eUe avait été primitivement réunie dan. un seul point 
à l'origine des coordonnées. Le temps qui doit s'écouler 
pour que ce dernier effet ai~ lieu est extrêmement grand, 
lorsque les points de la masse sont très-éloignés de l'origine. 
Chacun de ces derniers points qui avait d'abord 1. tempé­
rature 0 s'échauffe insensiblement; sa température acquiert 
ensuite la plus grande valeur qu'elle puisse recevoir ; et elle 
finît par diminuer de plus en plus, jusqu'à ce qu'il ne reste 
dans la masse aucune chaleur &ellaible. L'état variable est en 
général représenté par l'équation 

(E) 

les intégrales doivent être prises entre les limites 

a=-a, a=a., h=-b, b=b" c-.-c, c=c." 

Les limites -a" +a., -bOl +b" -c" +c. , soot 
données; elles comprennent toute 1. portion du solide qui 
a été primitivement échauffée. La fonction f ( a, b, c) est 
aU.!5Î donnée. Elle exprime la température initiale d'un point 
dont les coordonnées sont a , b, c. Les intégrations défioi~ 
font disparattre les variables a, b, c, et il reste pour 'V UDe 

fonction de x, Y, z, t, et des constantes. POUl' déterminer le 
temps e qui répond au maximum de 'V, en un point m 
donné, il faut tirer de l'équation précédente la valeur de-

~; ,on fonnera ainsi une équation qui contient e et lea roor· 
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données du point m . On en pou~ra donc déduire la valeur 
de 5. Si l'on substitue ensuite cette valeur de e au lieu de t 

dans l'équaiion (E) , on connaltra la valeur de la plus haute 
température V exprimée en :c, y, z et en constantes. 

00 écrira ail lieu de l'équation (E) 

en désignant par P le produit des trois fonctions sembla­
bles, on aura ensuite 

J" =_~ .~" +fd alti bf de (~")'+("---;rr+ (c-')')PJ(a b ) 
Jt 2. 1 ,ft" " c. (e) 

393. 
Il faut maiotenant appliquer cette dernière expression 

aux points du solide qui SOllt très -éloignés de l'm·igine. Un 
point quelconque de la portion qui contient la chaleur ini­
tiale, a pour coordonnées les variables a, h, c, et le point 
m, dont on veut déterminer la température, a pour coor­
donnéeJ Z, Y, z. Le quarré de la distance de ces deux points 
est (a-"')'+ (b-;r)'+(l>-z)' ; et cette quantité entre comme 

facteur dans le second terme de ~:. Or le point m. étant 

très-éloigné de l'origine, il est évident que sa distance 6 à 
un point quelconque de la portion échauffée, se confond 
avec la distaoce D de ce même point à l'origine; c'est-à-di.re 
que le point m s'éloignant de plus en plus du foyel' primitif 
qui contient l'origine des coordonnées , la dernihe raison 
des distances D et 0:1 est 1 . 

Il suit de là que da li S "équation (e) qui donne la .valeur 
64 
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de * il faut remplacer le facteur (a-x)'+(b-yY+(c-zY 

par z' + y' + .', ou " en désignant par r la diatanœ du 
point m à l'origine. On aura donc 

ou dv (" 3) 
4'='11 41'-;-; . 

Si rOll met pour 'V sa valeur, et ai l'on remplace t par c~~, 

.6n de rétablir le coëfficient C\' que l'on avait supposé égal 

à 1,00 aura 

. 3 -((a-.. )'+(~)'+(c-,)')~ 
d " 1 " - 1 f ,f.dbl d ." y,= K • K t da), c • ëJjt . 

4(C.D t )2C.D ' '(K)' ff.a,b,,!. 
~J1f' c:n . 

39'\. 
Ce résultat ne convient qu'aux pointa du solide dont la di.. 

tance à l'origine est trè .. grande par'rapportà la plus grandedi­
mension du foyer. JI faut toujoul"5 remarquer avec soin qu'il Dt 

s'ensuit pa' de cette condition que ron puiMe omettre 1f!5 
.. ariables a, 1J, e 8008 le signe exponentiel:. On doit aeult­
ment ... omettre hor. de ce .i~e. Si l'on ne f.is.it poiol 
tette distinction on pournit commettre une .ert'eur considé­
rabte. En d'f'et, le terme qui entre 50115 Jes signes d'iuté­
gration, et qui multiplief (a, b, c) est le produit de plu-
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sieurs facteurs, tels que 

-0' 

K 
4c;ot 

e • 

-.r' 
II. 4. G.D t 

Or il ne suffit pas que le rapport; soit toujours un très­

grand nombre pour que l'on puisse supprimer les deux 
premiers facteurs; par exemple: si l'on sUppOSé a égal 
à un décimètre, et x égale à dix mètres, et si la 
substance dans laquelle la chaleur ge propage est le fer, 
OD voit qn'après n.uf ou di. h.u .... écoulées, le facteur 

~ 
4 C Dt 

e . est encore plus grand que !1;donc,.en le supprimant, 
on s'exposerait à réduire le résultat cherché à la moitié de sa 

valeur. Ainsi'la valeur de :; telle qu'elle convient aux 

points très-eloignés de l'origine, et pour nn temps quelcon~ 
que, doit être exprimée par l'équation (lX)j mais il n'en est 
pas de même, si l'on ne considère que des valeurs du temps 
extrêmement grand ... , et qoi croissent proportionnellement 
"" <J'Dm dea.dissanc ... 11 faut d' ""rès cette eondition ollldtre 
sous le signe exponentiel même, les termes qui contiennent 
a, ou b, ou c~ Or la condition a lieu lorsqu'on veut déter­
miner la plus haute température qu'un point éloigné puisse 
acquérir, comme nous anons· le prouver.' 

, 395. 

Eu. eliet la ... aleur de ~ ;. dGit être nul. dao& le cas dOll' 

il- s'agit; on aura dom' 
64. 
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" 
4~t' C.D 

3 
K 

-~ C. D t 
o ou 

Ainsi le temps qui doit .'écollier pour qu'un point tris­
éloigné acqu.erre sa plus haute température est proportionnel 
au quarré de la distance de ce point à l'origine. 

Si dans l'expression de v on remplace le dénominateur 

4 K. l ' l' d . -, . C.D t par sa va eur "3 r' exposant e e qui est 

(.-"'J' + (6-)")' + «-.)' , , 
:Ir 

_~~.,3 l' l' peut se n:uulre a ;i parce que es lacteurs qae on omet se 

confondent avec l'unité. 
On trouve par conséquent 

L'intégralefdafdhfdc fla, h, c) représente la quantité 

de chaleur initiale; le volume de la sphère dont le nyoD 

est r est ~'K' r', en sorte qu'en désignant par fla température 

'lue recevrait chaque molécule de cette sphère, si l'on distri­
buait également eptre ses parties toute 1. chaleur initiale, 

on aura 'V f" / fi . V",,,l 

Les résultats que nOU8 avons e:xposés dans ce chapitre 
font connaître suivant quelle loi la chaleur contenue dans 
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une portion déterminée d'un 501id~ infini pénètre progres­
sivement toutes les autres parties dont la tempérnture ini .. 
tiale était nulle. Cette qUC!5tion est résolue par une analyse 
plus simple que celle des chapitres précédents, parce qu'en 
attribuant au solide des dimensions in6nies, on fait di5pa~ 
nitre les conditions relatives à la surface, et que la princi­
pale difficulté consiste dans l'emploi de ces mêlDe's condi­
'tious. Les c0!1séquences générales du mou~ement de la 
chaleur dans une masse solide non terminée sont très-remar­
quables, parce que le mouvement n'est point troublé par ' 
('obstacle des surfaces. Il 's'accomplit librement, en vertu des 
propl'iétés naturelles de la chaleur. Cette analyse est, à pro­
prement parler, celle de l'irradiation de la éhaleur dans la 
matière soHde. 

SECTION IV. 

(,oml!l1raison des inlécrales. 

3g6. 

L'intégrale de \' équation de la propagation de la chaleur 
se présente sous différentes fonnes qu'il est nécessaire de 
comparer. JI est facile, comme on le voit dans la section 
deuxième de ce chapitre; pages 471 et 478, de ramener le 
cas des trois dimensions à celui du mouvement linéaire; il 
suffit donc d'intégrer l'équation 

dv K. d'v 
;r;=C.O·dzs1 

• 
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ou celle-ci: 

du d ' v 
7<= ho· (a) 

Pour déduire de cette équtdtion différentielle 1e6 lois de la 
propagation de la chaleur dans un corps d'une figure déter­
minée , par exemple, dan!l une armille, il était nécessaire de 
connaltre l'intégrale, et de l'obtenir sous une certaine forme 
propre à la question, et qui ne pourrait être suppléée par 
aucune autre. Cette intégrale 1'1 été donnée pour la" première 
fois dans notre Mémoire remis à l'Institut de France le 21 dé­
cembre 1807 (page 124, art. 84) : eUe consiste dan. l'équa­
tion suivante, qui exprime Je systême variable des tempéra­
tures d'un anneau solide: 

1 . 

'V=~;'R ~Jdll. . FlI.e-i"i.' cos. (i . .:c R. ~). (. ) 

R est le rayon de la circonférence moyenne de l'armille; 

l'intégrale j , par rapport à «, doit être prise depuis «=0 

jwqu'à Cl=2",R, ~u,ce qui donDe le même résultat, depuis 
.=-1fR jusqu'à Œ=1fR. i est un nombre eDtier quel~ 

conque, et la somme l: doit être prise depuis i=-! i~ 
o 

qu'à i= + ~. v désigne la température que l'on observe­

rait après le temps écoulé t, en chaque point d'uDe section 
séparée par l'arc x de celle qui est à l'origine. On représente 
par v=Fx la température initiale d'un point quelconque 
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de l'anneau. Il faut dODner à i les valeun successi .. es 

0, + 1, + :1, + 3, + 4 ... etc., et -l, -2, -3, -4 .. etc. 

et au lieu de cos. i cr R 0: , ) écrire 

C· ") c·") . c· Z) . c·") cos. /'. R ,.COS. L R + BIO. La .SID. Li: • 

• 
00 obtient ainsi tous les termes de la valeur de 'V. Telle est 
la forme BOU5 laquelle doit être mise l'intégrale de l'équa­
tion Ca), pour exprimer le mouvement varillble de la chaleur 
dan. une armille (chap. IV, page 27' J. On considère le ca. 
où la fonne et l'étendue de la section génératrice de l'ar­
mille sont telles, que les points d'une même section 'con­
servent des températures sensiblement égalea . . On suppose 
aU56i qu'il ne .se rait à la superficie de l'anneau aucune dé­
perdition de h chaleur. 

:ln. 
L'équation Cs) s'appliquant à toutes les valeurs de R, on 

y peut iuppôser R infini; elle donne dans ce cas la solution 
de la question suivante: : L'état initial d'un prisme solide 
d'une petite épaisseur et d'une longueur in6.nie , étant connu 
et exprimé par v=F.x, déterminer tous les étau subaé­
quents. On considère le rayon R comme contenant un nom­
bre fi, de fois le rayon J des tables trigonométriques. Dési­
gnant par 9 une variable qui devient succe8sivement dq, 
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!J.d q, 3dq 1 .••. idq . .. etc., le nombre infini n sera el~ 

primé par ;9 ' et le nombre variable ~ par!g' Faisant ces 

substitutions, on trouve 

1 J 9" v=;;;Idq d.F.e- . cos. (q .. -q.). 

Les termes qui entrent sous Je signe l sont des quaD­
. tités différentieUes, en sorte que ce signe devient celui d'une 

intégrale définie j et l'on a 

...... +-

v= ,~J d. F.J dq .-7" , cos, (q:<-q.), 
_.. _œ 

Cette équation est une seconde forme de l'intégrale de 
l'équation Ca); elle ex.prime le mouvement linéaire de la 
chaleur dans: un prisme d'une longueur infinie (chap. VII, 
page 441). Elle est une conséquence évidente de la première 
intégrale (<<), , . 

398, 

On peut, dans l'équation (~), effectuer l'intégration définie 
par rapport à q: car on a, selon un lemme connu, et que 
l'on a démontré précéde.mment (art, 375), 

+J- -,' -h' -dze cos.2hz=e v ... · --
Faisant. donc z'=q't, on trouvera 
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donc l'intégrale (~) de l'article précédent devient 

C"-Z)' +J" det.F« - 2 V, 
v= ,/_,/.e 

IlIV1rvt 
(y) -. 

Si l'on emploie au lieu de a. une autre indéterminée~, en 
l': Z-Gt Jaisant ---:-::;&" = ~, on trouve , v , 

Cette forme (3) de l'intégrale de l'équation (a) • été donnée 
par M. Laplace, daus le tome VIII des Mémoires de l'Ecole 
polytechnique. Ce grand géomètre est .parvenu.à ce ré­
sultat en considérant la série infinie qui représente l'inté­
grale. 

Chacnne des équations (~), (T), (01), exprime la diffusion 
linéaire de la chaleur dans un prisme d'une longueur infil}ie. 
Il eSt évident que ce sont trois fonnes d'une même intégrale, 
et qu'aucune ne peut être considérée comme plus générale 
que les autres. Chacune d'elles est contenue dans l'intégrale 
(") dont elle dérive en donnant à R une valeur infinie. 

399· 

Il est facile de développer la valeur de 'V déduite de l'équa-
• 
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tion (a) en séries ordonnée:l suivant les puiSBaoces croit.­
santes de l'une ou rautre variable. Ce. développements '" 
presentent d'eux-mêmes, et nous pourrions nous dispenser 
de les rapporter; mais ils donnent lieu à des remarques utiles 
pour la recherche des intégrales. En désignant par " , ,., 
" 1"' d d" d' fi' etc., es lonctlOns fir'x, dr'tpz, dxJfx, etc., on a 

et 

la constante représente ICI une fonction quelconque de z. 

En mettant pour 'V. sa valeur c" + rd t 'V'~, et continuant 

toujours "aes substitutions seI!lblables, on trouve-

",=c+ f dt.fll 

=C.+ fdl(c"+ [dt. V") 

=c+ jJ+"+ jdt(d'+ jJt vfl

)). 

ou 
'. t"... ".... ct .... , te v=c+tc+-c+-3J.c + 3l56c +e. 

2 2 •• ~ 2. ".' • 
('Ij 

DaD~ cette série, c désigne une fonction arbitraire en x. Si 
l'on veut.ordonner le développement de la valeur de v, 
.elon les puissances ascendantes de x, on écrira 

d' 'V dv 
iJz> =ilï' 
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et, désignant par 'iI" fil' If,", etc., les fonctions 

d d' d' 
dt" ([tif, dtl" etc., 

on aura d'abord v=a + hz + f d.% f dz'fJ,. a et h repré. 

sentent ici deux fonctions quelconques de t. On mettra 

ensuite pour v, sa valeur ai+b,z+ fdz fdxv,,; et, pour 

'V" 1 sa valeur au + b
ll

.:& + fax fdzv", , et ainsi de suite. On 

trouver~, par ces substitutions continuées, 

v=a+b:z+ fd:zfd:zv, 

=a+b:z'+ fd:zfdx( a,+ b,+ fdxfdxv,,) 

=a+bx+fdxfdx(a,+b,x+fdxfd:r:(a"+b,,x+fd:r:fdxv,,) ), 

z' 
ou v=a+-;-a, 

z' 
+--·a 2.3·4 " 

+ etc. 

.r' z~ Z7 
+xb +-b, + b +. b,,, + etc. 

2.3 2.3.4.5" 21.3·4.5.6'7 

Dans cette série, a et b désignent deux fonctions arbi­
traires de t. 

Si dans cette série donnée par l'équation eX) on met, au 
lieu de a et b, deux fonctiolls 'ilt et 4tt, et qu'on les dévè· 
Ioppe selon les puissances ascendantes de t, en ordonnant 
le résultat total par rapport à ces mêmes puissances det, 
on ne trouve qu'une seule fonction arbitraire de .%, au 
lieu des deux. fonctions a et b. On doit cette remarque à. 
M. Poisson, qui l'a donnée dans le tome VI des Mémoires 

de ricole polytechnique, P'g. [10. 

65. 

(X) 
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Réciproquement, si dans la série exprimée par l'équation 
(T) on développe la fonction c selon les puissances de:t:, 
en ordonnant le résultat par rapport à ces mêmes puissances 
de :x, les coëfficients de ces puissances se trouvent formés 
de deux fonctio·ns entièrement arbitraires .de t; ce que l'on 
peut aisément vérifier en faisant le calcul. 

400. 
La valeur de '1!, développée selon les puissances de t, ne 

doit en effet contenir qu'une fonction arbitraire en..1: .- car 
l'équation différentielle Ca) montre clairement que, .si l'on 
connaissait en fonction de :x la valeur de v, qui répond à 
t=o, les autres valeurs de cette fonction v, qui répondent 
aux valeurs subséquentes de t, seraient par cela même déter­
minées. 

Il n'est pas moins évident que la fonction '11, étant déve­
loppée selon les puissances ascendantes de $, doit contenir 
deux fonctions entièrement arbitraires de la variable t. En 
" (" . d.fli' . (( d· v . dv . (' euet, equatlon 1 erentIe e dx' = dt montre que, sion 

connaissait en fonction de t la valeur de v, qui répond à 
une valeur déterminée de x, on ne pourrait pas en conclure 
les valeurs de v qui répondent à toutes les autres valeurs 
de $. Il faudrait, de plus, que l'on donnât en fonction de t 
la valeur de v qui répond à une seconde valeur de x, par 
exemple à celle qui est infiniment voisine de la première. 
Alors toU!? les autres états de la fonction v, c·est~à·dire ceux 
qui répondent à toutes les autres valeurs de x, seraieDt dé­
terminés. L'équation différentielle (a) appartient à uoe 
surface courbe, l'ordonnée verticale d'un point quelconque 
étant '11, et les deux coordonnées horizontales étant x et t. 
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Il suit évidemment de cette équation (a) que la forme de 
la surface est déterminée, lorsqu'on donne la figure de la 
section verticale dans le plan qui passe par l'axe des X;,' et 
cela résulte aussi de la nature physique de la.question : car 
il est manifeste que, l'état initial du prisme étant donné, tous 
les états suùséquents sont déterminés. Mais on ne pourrait 
pas construire la surface, si elle était seulement assujettie à 
passer par une courbe tracée sur le premier plan vertical 
des t et des 'V. Il faudrait de plus connaître la courbe tracée 
sur un second plan vertical parallèle au premier, et que l'on 
peut supposer extrêmement voisin. Les mêmes remarques 
s'appliquent à tout~s les équations aux différences partielles-, 
et l'on voit que l'ordre de l'équation ne détermine point pour 
tous les cas le nombre des fonctions arbitraire". 

401. 
La série (T) de l'.rt. 399, qui dérive de l'équation 

dv d' l' 
dt= dz" (a) 

peut être mise sous' cette fonne v=e -tD' • 'Px. On déve­

loppera l'exponentielle selon les puissances de D, et l'on 

écrira ...!!...... au lieu de Di, en considérant i comme indice de 
dz' 

différentiation. On aura ainsi 

d' t' d' t' d 8 

v=9x+t-mX+- --oX+--' mZ+etc. dx'T 24Z'T ~.3d:e' T 

Suivant la même notation 1 la première partie de la série (X) 
(a1't. 399), qui ne contient que des puissances paires de z, 
sera exprimée sous cette forme: cos. (x.\.'--: -D) 'Pt . . On déve .. 
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loppera selon les puissances de :.c, et l'on écrira ~i au lieu 

de ni, en considérant i comme indice de différentiatiolL 
La seconde partie ·de la série (X) se déduit de la première, 
en intégrant par rapport à x, et changeant la fonction, t 
en une autre fonction arbitraire ~ t. On a dODC 

v=cos. (xV D) + W, 

• 
et W=4tfdx cos. (xV D). 

o 

Ge. notations abrégées et connues dérivent des analogies 
qui subsistent entre les intégrales et les' puissances. Quant 
à l'usage que nous en faisons ici, il a pour objet d'exprimer 
les séries, et de les vérifier sans aucun développement. Il 
suffit de: différentier sous les signes que cette notation em-

ploie. Par exemple, de l'équatio~ v=lD" ,.:t'JI on déduit, 
en différentiant par rapport à t seulement, 

d. D' tD~ D2 . d" • 
dt = .e tpX= v=~." 

ce qui montre immédiatement que la série satisfait à. l'équa­
tion différentielle (a). Pareillement, si l'on considère la 
première partie de la série (X), en écrivant 

'II=cos. (.xV-D) ~t, 

on aura, en différentiant deux Jois par rapport à x seule­
ment, 

d·v D dv 
dz.= .cos. (xV Dht=Dv= dt 

Douc cene valeur de 'V satisfait à l'équation différentielle (a). 
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On trouvera, de la même manière, que l'équation diffé--. 

rentielle 
J"v d'v 
"il? + dT'=o (b) 

donne pour r expression de 'V,en série développée selon 
les puissances croissantes de Y, 

11 = co •. (J'D) f"" 

n faut développer par rapport à y J et écrire d:' au lieu 
de D. En effet, on déduit de cette valenr de 11, 

div d~ 
-d ,=-D'cos. (yDh",=-D'lI=-d-,11' 

T • 

La valeur sin. (y DH'" •• ti.fait ausai à l'équation différen­
tielle : donc la valeur générale de 11 est 

1I=Coo. ()'Dh'" + W et W =.in. ()'DH"'. 

402. 
Si l'équation différentielle proposée eot 

d' 'V d' 11 do '11 

dt' =d .. ' + dT" (c)' 

et que l'on veuille exprimer 'V en série ordonnée selon les 
puÏ.ssaoce& de t J on désignera par Dt la fonction 

d' d' 
'dZ'" f + dr' t ; 

et l'équation étant ~"t~ = D'V, on aura 

11 = cos. (IV'. D)f ("',y) . 

. En effet, on en conclut 

d'v div d"v 
7t"=DlI=d .. , + dT" 
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Il faut développer la valeur précédente de ." selon les pw.. 

e 
d' d' )i . 

lances de t J écrire ~ + dJ' ' J au lieu de IY, et regarder 

ensuite i comme indice de différentiatioD. 

La valeursuivante fd e cos. UV D) 4 (x, y) satisfait à 

la même condition: ainsi la valeur la plus générale de 'V est 

.,,=cos.(tV D)v(X,y)+W 

et W Jdtcos.(ev D).4(x,y). 

'V est une fonction/Cx,y, t) de trois "Variables. Si l'on fait 

e=o, on af(x,y, 0)=, (x, y); et, désignant ;tf(x,y, tl 
par j' (x, y, t), on aura f' (:t', y, 0 )=4(x,.r). 

Si l'équation proposée est 
d'v J 4 -v 
dt' +,d?=o, (d) 

la valeur de 1) en série ordonnée selon les puissances de t 
. d' 

sera ... =co •. (tD'),(z,y), eu désignant;z:;; parD: car 

ou en déduit 
d·'V d' 
d,' =-D'.,,=- d)" v . 

La valeur générale de 1), qui ne peut contenir que det1l 
fonctions arbitraires de .x et y, est donc 

v=co •. (tD') .,.< "', y) + W . 
• 

et W Jdtco •. (tD'). 4 (x,y). 
• 

Désignant 'V par fex,y, t), et ~; par ft (x, y, t), on a. , 

pour déterminer les deux fonctions arbitraires, 

,( x,y) =f(x, y, 0), et ~ (x, y) =j' (""y, 0). 
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403. 

Si l'équation différentielle proposée est 
J'v div J'v d~v 
dt·+dz,+2 d.x·dy'+dy'=O' Ce) 

OD désignera par D', ~a fo~ction' ~.~! + :~! 7 en sorte que 
. d' d' 

DDm OUO'ID se formera en élevant le binome -d +-d au 
T T x' J"' 

quarré, et regardant les eIposants comme indices de difTé-
.. L" . () d . d d d'v renbatlOn. equabon e eVlen ~a one dt' + DatV=o; 

et la valeur de v, ordonnée selon les puissances de t, sera 
cos. (tD),(x,y) : car on en tire. • 
~. ~.~.~. ~v 
dt.=-D'v, ou ~+d%4+:ldz'd.r'+d:r4=O. 

La valeur la plus générale de v ne pouvant contenir que 
deux f~nction8 arbitraires en .x et y, ce qui est une consé. 
quence évidente de la forme de l'équation, cette valeur 'V 

sera ainsi exprimée : ' 

.,,=C05. (tDJt (x,y) + J dt cos. (tD) +C x, y). 

Les fonctions t et ~ sont déterminées comme il suit, en dé­

signant la fonction." par f(x, .1,/), et :'f( x, y, t) par 

f, (x, y, t), 
,(z,y) f(z,y,o), Hx,y) =/, (x, y, 0). 

Enfin, soit l'équation différentielle proposée, 
d'V J'v d'v d'v d'v 
di = ah' + biiZi + C dzG + d Jz' + ete., U1 

les coëfficients al bIc 1 d sont des nombres connus, et 
l'ordre de l'équation est indéfini. 

66 
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La valeur la plus général~ de; ne peut pas contenir pIns 
d'une fonction arbitraire en~ : ear il est évident., par la 
forme même de l'équation, que si l'on connaissait en fonc~ 
tion de .:c la valeur de'l.l qui répond à t = 0, toutes les autres 
valeurs de 'V, qui répondent aux valeurs successives de t, 
seraient détermiOées. On aura donc, pour ex.primer 'V, 

[". tD equatlOn v=e . tX. 

On désigne par D f l'expression 
d', d', ~. . 

a Jz' + b dz' + C tir' + etc. , 

c'est-à-dire que, pour former 1. valeur de v, il f.ud~ait déve­
lop~r, selon les puissances de t, la quantité 

et(aŒ" +-h:'+ ccze+,dcz' + ete.), 

et écrire ensuite d~ au lieu dé e::, en considérant les expo­

sants de ct comme des indices de différentiation. En effet, cette 
valeur de 'V étant différentiée par rapport à t seulement, on a 

dv ID d'v li' v dl v' 
Tt=De ,.1:= Ov=a{Jz. + b dz' + C-d.r' + etc" 

Il serait inutile d. multiplier ces applic;ation. d'un même 
procédé. Pour les équations très-simples~ -on peut se dis­
penser des expressions abrégées; mais, en général, elles 
suppléent à des calculs très-composés. Nous avons choisi pour 
exemple les équations précédentes, parce qu'ellesse rapportent 
toutes à. des phénomènes physiques dont l'expression analy­
tique est analogue à celle du mouvement de la chaleur. Les 

deux premières, (a) et (h), appartiennent à la théorie de 
la cpaleur; d 1 ... trois suivantes, (c), (cl), (eJ·, àdesqaes. 
tion. dynamiques; 1. dernière, V), ."Primo œ. qœ ..... it 
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Je mouvement de la chaleur dans les corps solides, si la 
transmission instantanée n'était pas bornée à une distance 
atrêmemellt petite. On a un exemple de ce genre de ques~ 
tion dans le mouvement de la chaleur lumineuse qui pénètre 
les milieux diaphanes. 

404· 
On peut obtenir par diverS moyens les intégrales de ces 

mêmes équations. Nous indiquerons en premier lieu celui 
qui résulte de l'usage du théorème énoncé dans l'art. 36[, 
pag.44g, et que nous allons rappeler. 

Si l'on considère l'expression 
+.. +- .. 

Jdo,oJdp cos. (px-po), (a) 
-. -QIO 

on voit qu'elle représente une fonction de x: car les deux 
intégritioDs définies par rapport à • et p font disparaître 
ces variables, et il rest~ une fonction de x. La nature de . 
cette fonction dépendra, évidem~ent de celle que ,l'on aura 
choisie pour fIL On 'peut demander quelle doit être; la f(j)Uc­
tion de tŒ, pour qu'après les deux intégrations définies on 
obtienne une fonction donnéefx. En général, la recherche 
des intégrales pr"P"es à exprimèr divexls phénomènes phy­
siques, se réduit à des qnestions semblabies à la pr~ente. 
Ces questions ont 'pour objet 'de déterminer les fonctions arbi­
traires sous les signes d'intégration dé6ni·e, en sorte qui> ie 
résultat de cette intégration soit une fonction dOl~nét>. Il. est 
facile de voir,par exemple, que l'intégr~le g~n~cale de l'é· 
quation . 

dv t/'v J~v dl;, dt/'v . 
7i=a dz.+b Jz'+ da"?"'" Jz' +.eto,: (Î)' 

66. 
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serait connue si, dans l'expression précédente (a), on poa­
. vait déterminer t«, en sorte que le résultat de l'équation fût 
une fonction donnée fx, En effet, on forme immédiatement 
une valeur particulière de 'V, ainsi exprimée, 

-m't 
v=e cos.px, 

et l'on trouve cette condition: 

m = ap' + bp' + cp' + etc. 

On poolTa donc prendre aussi 

-m' I~ ) 'V _ e cos. I,Yx-p, , 

en donnant à la constante Cl une valeur quelconque. On aura 
pareillement 

v fd« ta.fdp e -t (tJps+bpt+cp·+etc.). cos. (px-p_). 

Il est évident que cette valeur de 'V satisfait à l'équation 
différentielle (f); elle n'est autre chose qu'une somme de 
valeurs particulières. De plus, supposant t=o, on doit 
trouver pour 'V une fonction arbitraire de x. Désignant cette 
fonction par f ("'), on a 

f'" fd.t.fdp cos. r,p",-p.). 

Or il résulte de la forme de l'équation (f), que la valeur 
\q plus géné~ale de v ne peut côntenir qu'une seule fonc· 
tion 'l.rbitraire en ,z. En effet, cette équation montre clai. 
rement ~ue ~{ l'on connaît en fonction de z la valeur de v 
pourÏlne valeur dQnnée du temps t'; toutes le~ autres valeurs 
de 'V qui correspondem. aux autres valeurs du temps, sont 
nécessairement déterminées. U, s'ensuit rigoureusement que 
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si l'OD conDatt en fonction de t et de z une valeur de 'V qui 
satisfasse-à l'équation différentielle; et si, de plus, en y fai .. 
sant t=o, cette fonction de .% e_t t devient une fonction entiè­
rement arbitraire de .%, la fonction de .% ,et t dont il s'agit 
est l'intégrale générale de l'équation (f). Toute la question est 
donc réduite à déterminer dans l'équation la fonction t lE, 
en sorte que le résultat des deux intégrations soit une fonc­
tion donnée fx. Il est seulement nécessaire, pour que la 
solution soit générale, que rOD puisse prendre pour/x une 
fonction entièrement arbitraire et même discontioue. Il ne 
s'agit donc que de connaitre la relation qui doit toujours 
ex.ister entre la fonction donnéefx et la fonction inconnue 
,CI. Or cette relation très-simple est el.primée par le tbéo-­
l'ème dont noU:s parlons. Elle consiste en ce que les inté­
f;rales étant prises entre des limites inD.Dies, la fonctio~ fCl 

est '!JI-nfll; c'est-à..dire qu'on a l'équation 
-+oc. -+0_ 

fx =.!...fd. ,.fdp cos. (px-p.). 
or. -.. -- (B) 

On en conclut, pour l'intégrale générale de la proposée (f), 

r J+·d" "j+·d- -t(ap'+/Jp~+cp'+etc.) ) v= - Il..} Cl P e. cos. px-p •. . ~ 
-c. -_ 

405. 

Si l'on propose l'équation 

d' 'V d. "V 

d.·+dr·=o, (d) 

qui exprime le, mouvement 'Vibratoire d'une lame élastique, 
on _considérera que, d'après la forme de cette équation, la 
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valeur la plus générale de v ne peu&: contenir que deux Jonc .. 
tions arbitraites cn z : car, en désignant cette valeur de 11 

par f(x, t), et par.l' (r, t) la fonction :tf ( x, t), il est évi­

dent que si l'on connaissait f( x, 0) 'et.f' (x, 0) t c'est-à-dire 

l~s v~leurs de 11 ct de ~i au premier in~tant, toutes les autres 

valeurs de 'V seraient déterminées. 

Cela résulte aussi de la nature même du phénomène. En 
effet, considérons dans son êtat cie repos une lame élastique 
rectiligne: x est la distance d'un point quelconque de cette 
lame à l'origine 0 des ~oordonnées; on change extrêmement 
peu la figure de cette lame, en l'écartant de sa position d'équi­
libre, où elle coïncidait avec l'axe de x sur le plan bori­
zontal; ensuite on l'abandonne à s_es forces propres excitées 
par le changement de figure. . On suppose le déplacement 
arbitraire, mais très-petit, et tel que la figure initiale donnée 
à cette lame soit celle d'une courbe comprise dans un plan 
vertical qui passe par l'axe de:x. Le systême changera succes­
sivement de forme) et continuera à se mouvoir dans le plan 
vertical de part et d'autre de la· ligne d'équilibre. C' .st ct 

mouvement dont l'équation 

d'v d'v 
dt' + dz'=o (d) 

exprime la condition la plus générale. 

Un point quelconque m, placé dans la situâtkm d'équilibre 
à la distance :x de l'origine 0, et sur le plan horizontal, est, il 
la fin du temps t 1 éloigné de ce point de la hauteur perpendi­
culaire 'V. Cet écart variable 'V est une fonction de:x et t. La 
vale"r initiple de 'V .. t arbitrai",; eUe est exprimée par une 
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fonction quelconque 'X~ Or, l'équation (d) déduite des 
principes fondamentaux de la dynamique fait connaître qne 

. . d' 'li 
la seconde fluxion de 'V, prise pour t, ou dt' 1 et la fluxion 

d .. rd· d'v d" u quatneme 0 re, prIse pour:r, ou ;l:i" sont eux (Onc-

tions de x et t qui ne difÎerent que par ie signe. N OU5 n'en­
trons point ici clans la question spéciale rela:Îve à la discori­
tinuité des fonction~; nous n'avons en vue que l'expression 
analytique de l'intégrale. On peut supposer aussi, qu'après 
avoir déplacé arbitrairement les divers points de la Jarne, 
on leur imprime des vitesses initiales très-petites) et dans 
le plan vertical oùles vibrations doivent s'accomplir. La vÎtesse 
initiale donnée à un point quelconque m' placé à· la distance 
te, a une valeur arbitraire. Elle' est exprimée par une fonc­
tion quelconque ~x de la distance x. 

Il est manifeste que si l'on donne, 1° la figure initiale du 
.systême ou fX, 2° les impulsions initiales ou: la fonction ~x, 
tous les états subséquents du systême so~t déterminés. Ainsi 
la fonction 'V ou f{ x, t), qui représente, après un temps 
quelconque t, la forme correspondante de la lame, contient 
deux fonctions arbitrairea !pX et ~z. 

Pour déterminer la fonction cherchée f(:r:, t), nous consi­
dérons que, dans l'équation 

d' V d 4 v 
d"+dr'=o, (d) 

on peut donner àv la valeurtrès.simple ==cos. (q't) cos. (q:<) , 
ou celle-ci : 

u=cos. (q't).cos. (q"'-q.), 

eu désignant porq et:. des quantités quelcouqu •• qui ne 
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contiennent ni :e, ni t. On aura donc aussi. 

u j d. F •. Jdq.cos. (q' t) cos. (q.,-q.), 

FŒ étant une fonction quelconque, et quelles que soient 1-e5 
limites des iDtég~atioDs. Cette valeur de 11 n· est autre cboee 
qu'une somme de valeurs particulières. . 

Il est nécessaire maintenant qu'en supposant t=o, la ,a­
leur de li soit celle que nous avons désignée par f(~, 0) ou 
if z. On aura donc 

t Z = Jd.F. fdq cos. (q"'-q.). 

n faut déterminer la fonction F Cl, en sorte que, les deux in­
tégrations étant achevées, le résultat soit la fonction arbi­
traire tZ. Or le théorème exprimé par l'équation (B) fait 
connaltre que les limites de chacuoe des intégrales étant 

1 1 
-- et +-o 0' 

1 
on a FIZ=-t •. 

o~ 

Donc la valeur de li est donnée par l'équation suivante : 

-+- + .. 

u=:~Jd.t'Jdq co •. (q't) cos. (q.,-q.). 
-00 _. 

Si l'on intégrait par rapport à t cette valeur li, en y chan­
geant , en ~, il est évident que l'intégrale désignée par W 
satisferait encore à l'équation différentielle proposée (d), 
et l'on aurait 

w = .!.fd. ~.fd q . ..!., sin. (q't) co •. (qz-q .). 
on 9 

<;ette valeur W de,ient nulle lorsque t=o; et si l'on prend 
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l'eIpression 

DW 1 f+" f+" , 7. = 2< d.~. dq cos. (q t) cos. (q$-q.), 
_ot _.. ' 

on voit qu'en y faisant t=o elle devient égale à ~x. Il n'en 

est pas de même de l'eIpression dd"; elle devient nulle lors­. , 
que t=o, et u devient égal à f$ lorsque 1=0. 

Il soit de là que l'intégrale de l'équation (d) est 
-t-_ +_ 

'1)= :i!d. f1dq c",.q'tcos. (q"'-q.) + W=" + W 
-.. -00 

-+-- ........ 

et W=.'Jd.~~!dq. ;, sin. (q't) cos. (q"'-q.). 
-. _ot 

En elTet, 10 cette valeur de 1) satisfait à l'équation diffé-
rentielle (d). . 

2 0 Lorsqu'on fait t=o, elle devient égale à la fonction 
entièrement arbitraire ,.:t'. 

30 Lorsqu'on fait t=o dans l'expression ~:' elle se ré­

duit à une seconde fonction arbitraire ~x. Donc la valeur 
de 'V est l'intégrale complète de la proposée, et il ne peut y 
avoir une intégrale plus générale. 

406. 
On peut réduire la valeur de l/, à une forme plus simple 

en achevant l'intégration par rapport à q. Cette réduction 
et celle d'autres expressions du même genre dépendent des 
deux résultats exprimés par les équations ( 1) et (2), qui 
seront démontrées dans l'article suivant. 
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fdqsill ( q't ). cos. (q%)=~~ sin. O~-f,)· (.) 
On en conclut 

• . -"'fd . C' (r-.l') u=~V;;'Vl 4f451O . 4'1:+ 41 . (8) 

Désignant IX .: par nne autre indéterminée l', on aura 
, Y< 

~=.r + 2t1-Vt, d!l=!1d~Vt. 

Mettant, au lieu de sin. Ci"'" + p.') ) 

.sa valeUl' 

on aura 

.r.. ,+.r. , V ;:' sm. t' v;' co.s. t' , 

+~ 

u= v:~f.dp. (sin. p.' + cos. p. ') , (<<+2".Vt). (n 
-~ 

Nous avons prouvé dans un mémoire particulier, que ces 
intégrnles C~) ou ( ~') de l'équation (d ) représentent d'une 
manière claire et complète Il! mouvement des diverses parties 
de la lame élastique infinie. Elles contiennent l'expression 
distincte du phénomène 1 et en ront connaltre facilement 
toutes le! lois. C'est 60US ce poÎnt de vue sur~tout que nous 
les avons proposées li l'attention des géomètres. Elles moo­
trent comment les oscillations se propagent et s'établissent 
dans toute l'étendue de la lame, et comment l'effet du dé­
placement initial, qui est arbitraire et fortuit, s'altère de 
plus en plus en s'éltJignant de l'origine, devient bientôt in­
sensible, et ne laisse subsister que l'action des forces propres 
du système, qui sont celles de l'élasticité. ' 

40 7. 
Les résultats exprimés par les éqUAtions ( 1) et (2) dé-
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rivent des intégrales définies 

fdx cos. x', et J dr sin.;c'; 

soit 
+~ 

g= fdx cos. x',. 
+~ 

et h .fd.x sin. x'; 
-~ -~ 

53l 

et regardons g et h comme des nombres connus. Il est évi­
dent que, dans les deux équations précédentes, on peut 
mettre y + b au lieu de oZ, en désignant par b une constante 
quelconque, et que les limites de l'intégrale seront les mêmes. 
Ainsi l'on ·a . 

,+0 +-
(J jdycos.c:y,+.by+b'), h-fdy sin. if +.by+b'), 

-~ -~ 

f d ( COs.y" .coa. 2. hy . cos. 6" - cos.j',sin. 2. [,y.,iD. hO) 
C y .• ,.. ..., ,... 

-SID'J .SIO.2Vj.~.rJ -slIl.y .cos.';I:oj.sm.,,· 

Or il est facile de y.oir que toutes les intégrales qui con­
tiennent le facteur sin. (2. by) sont nulles, si les limites sont 

-" ~ et +~: car sin. (2by) châ.nge de signe en même temps 

que y .. On a donc 

• cos.bjdycos.y> . cos. 2by-sin.bjdy .sin.y> . cos . • by'(a) 

L'équation en h donnera aussi 

h fd [ sin.j'.co5.20b) .. cos.h'+C05.j'~S.2hjSiD·[,·l 
y .' L L.·. 1-' L. +cos.j .sm.2uy.C05." -.m.y .51D.2 ... .I.Am." 

et, omettant aussi les termes qui contiennent sin. 2 by, on 
aura , 

kcos.b'Jdy sin.y> cos .• by+ .in.bjdlcosfcos.~by. (b) 

67· 
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Les dèux équations (a) et (b) donnent donc en g et h les 
deux intégrales 

jdy.sin.y" co •. • by et jdycos,y'.CO •. 2by, 

que 110US désignerons respectivement par A et B. On fera 
ensuite 

y' pl t, 

On a donc 

ou y=pVi, b= v' -' • • 

Vi.j dp cos.p't.cos.pz=A, Vi= j dp.sin.p't.co •. pz=B 

On déduit immédiatement les valeurs deg et h du résultat 

connu - f+d" -z' V'K= x.e . -. 
En effet, cette dernière équation est identique, et par colJSé.. 
quent ne cessera-point de l'être, lorsqu'on mettra au lieu 

de x la quantité ( .+v::;). 
y VS' . 

cette substitution donne 

. --:=('+~)I (d,·.-y' V::; '+v::;r.d '-V-' V 1'1' 'Jo;; V; J"Ycos.y -l.SIO.y" 

Ainsi la partie réelle du second membre de la dernière équa~ 

tion est V;'-, et la partie imaginaire est nulle. On en con~ 
clut 

ct 

v; = v', (jdy cos . .,.' + j dy sin. y,) , 

o jdy cos.)"·~ - / dpin.y', 
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+œ 

ou fdy cos'Y'=g=v~#, fdYsin'Y'=h=V~r.. -. 
Il ne reste plus qu'à déterminer, au moyen des équations 

(a) et (b), les valeurs des deux intégrales 

{dy cos .. y· cos. 2by, et f"dy sin.y" ,sin. !lby. 

Elles seroDt ainsi exprimées: 

A= f d:r cos.:r' .co •. 2b:r = h sin. b' + (Jcos. b', 

B fd:r sin.:r' . cos. 2 b:r = h cos. b'-(Jsin. b'. 

On en conclut: 

f v. 1 ( (") • (") ) dpcos'P"tcos,pz=Vi'V;' cos. 4t + ~m. 4t 1 

f " Vi< 1 ( ( • ') • ( ")) dpSlD.ptcOS,pz=V:tv;' cos. 41 -sm. 4t . 

écrivant sin. (i~), ou cos. Ci'l't' ) , au lieu de vif, o,n a 

fd (P' ) (p )_v.. (~ ") peos. t .cos. z -"V7'SlD. 4" + 41 ' 

et fd . (P') (P) v;. (~ =') jL:pSJD. t .cos. Z =Vt SlD . 4-~' . (2) 

408 .. 

La proposition exprimée par l'équation (Bl,. page 525, ou 
par l'équation (E), page 449, et qui nous a servi à décou­
vrir cette intégrale (~) el les précédentes, .applique évi­
demmentà un plus grand nombre de variables. En effet,dans 
l'équation générale 

+.. +-

fz= .~fdofo fdp cos. (px-po), 
_w _ .. 
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.... - +-

. ou fx= -' fdpfd. co •. (pz-po)fo, ,r. 
-,. -'-

on peut regarder fx comme UDe fooctioo de deux variabl~ 
z ety. La fonction fa seta donc une fonction de dt ety. On 
regardera maintenant cette fonction f(4.y) comme une 
fonction de la variable y ., et l'on couclun du même- tbéo~ 

rème (B), page 525, 
+-

f(·,y) = ;" f d·f(·,~) f dg co •. (gy-g~). -. 
On aura donc, pour exprimer une fonction quelconque 

des deux variables x et y, l'équation suivante: 
+ .. +_ +a. ... _ 

f (x,Y)==C:Sp.p~f(a,~ifdp co •. (px-po )fdg eo •. (gy-qn '.1 
_. -,. _Q _w 

On formera de la même manière l'équation qui convient 
aux fonctions de trois variables, savoir: 

f (x,y, ')= (,'.)'P.jd~ pyf(a, G, y) 

(BI! Jdp cos. (pz-p.) fdq cos. (qy-g~).fdrco •. (rz-ry), 

chacune des intégrales étant prise entre les limites , o 

ct + - " • 
Il est manifeste que la même pr~position s'étend auJ. fODc· 

tions qui comprennent un nombre quelconque de variables. 

Il nous reste à montrer comment cette proposition s'ap-­
plique à la recherche des intégrales, lorsque les équatioru 
contiennent plus de deux ,variables. 
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40 9' 
Par exemple, l'équation différentielle étant 

d"v d ' v d'v 
dt' =Jz' + dT" (c) 

535 

on veut connattre la valeur de 'Ven fonction de (z,y, t), 
ettelle, 1° qu'en.uppo,antt=o),'IJ ouf(x, y, t) devienne 
une fonction arbitraire If (x,y) de x et Y ; 

:1,0 Qu'en faisaot (=0 dans la valeo.rde ~;, ouf' (z,y, t), 

on trouve une seconde fonction entièrement arbitrAire of (z,y). 

Now pouvons conclure de la fonne de l'équation difléren_ 
tielle (c), que la valeur de 'V qui sstisfèra à cet~e équation et 
a ux deux conditions précédentes 1 s~ra nécessairement l'inté­
grale générale. Pour découvrir cette intégrale, nous donnons 
d'abord à 1.1 la valeur particulière 

,,=co,. (mt ) cos. (px ) cos. ( g)' ). 

La substitution de v fournit cette condition m = V p' + i" 

Il n'est pas moins évident que l'on peut écrire: 

v=cos. (pX=;) c~s.(qy-r-) cos.tVp'+q' , 

ou 'IJ jd.f#F(.,~) 

fdp cos. (px-p.)/dq cos. (qy-q~ ) co • . tVp'+(, 

quelles que soient les -quantités p, q, 01, r. et F (<<, ~ ) , ql1i ne 
contiennent ni x, niy, ni t. En effet, cette dernière valeur 

. de 11 n'cst autre chose qu~une somme de valeurs parti('u-
lières. 
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Si l'on suppose t=o, il est nécessaire que 11 devieont 
~(""y) . On aura dODc 

,(z,yl = fd« fd~F (" ~l fdpcos . (pz-p«) fdqcos. (qy-q~;. 

Ainsi la question est réduite à détennioer F(CI,P), en sorte 
que le résultat des intégrations indiquées soit, (x,y). Or, en 
comparant la dernière équation à l'équation (BB), on trouve 

+ .. +_....... ..... 
, (z,yl = CJfd.fd~f(.,~)jdpcos.(pz-P«ifdqco •. (qy-q!' 

_~ _oa -. _. 

Donc l'intégrale sera ainsi exprimée : 

=C.)'ft.JJr,f(.,~ljdpcos.(pz-P·ifdqcos.(qy-qê)cos.q/T+i' . 
. On obtient ainsi une première partie u de l'intégrale; et,dési. 

gnant par W la se~onde pa.rtie, qui doit contenir l'antre 
fonction arbitraire ~ (z,yl , on aura 

'V=u+W, 

et l'on prendra pour W l'intégrale Judt~ en changeant &eU. 

lement, en 4r. En effet, u de'Yient égale à 9 (xJY )' IOrsqU'OD 

fait 1=0; et en même temps W de~ient nulle, puisque l'in· 
tégration, par rappo~ à t, change le cosinus en sinus. 

De plus, si l'on prend la valeur cie ~; , et que l'on fasse 

t=o, la première partie, qui contient alors un sinus, de-­
vient nulle, et 1. seconde partie devient égale à ~ ('",.rl. 

,Ainsi l'équation 'V=u + W est l'intégrale complète de la 
p,roposée. 

On formerait de la même manière l'intégrale de l'équation 
d~v d"v d~v d' v 
dt'=dz' + df' + d :.· " 
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Il suffirait d'introduire nn nouveau, fOK'teur 
, 

- cos. (rz-r1), 
n 

et d'intégrer par J'apport à r et r. 

410. 

S · l'" ~ d" 'Z! d'v d'/I 'l" Olt equatlon proposee dx' + dy' + ri z' = 0; 1 S agIt 

d'expt'imer'V en une fonction f(x,y, z), telle, 1° que 
f(xly,o) sOit une fonction arbitraire t (x,y); 2,0 qu'en 

faisaDt 1.=0 dans la fonction /:,fex,y,z), on trouve une 

seconde fonctÏOD arbitraire ~ (x,y). 11 suit évidemment de 
1. forme de féquatiOD diffénmtieU. ,que la fonction ainsi 
déterminé. sera l'intégrale complète d. la proposée. Ponr 
connaitre' cettè fonction, on remarquera d'abord que 1'.00 

satisfait à l'équation en écrivant v=CQs.px.cos.qy.e"U, 
[es exposants p et q étant des nombres quelconques, ct la 
valellr de m étant ±Vp' +q". 

On pOllfrait donc aussi écrire 

C
zvp'+" -zvP'+') V=C08. (px-p.) cos. (q:r-q~) e + e '. 

ou v fd.jd~ F( ... ~) !dpjdq. 
cos. (px-p.) cos. (qy-q~i Ce' Vp'+,' + e -z VP'+f'} 

Si l'on fait z=o, on aura, pour déterminer F(Cl,~), la 
condition ,suivante: 

op (x,,.) P'PJF (',~)fdp jd<J cos. (p:<-p.) cos'{'1:r-q~); 
68 

/ 

, 
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et, en comparant à l'équation (BB), on voit que 

F ( .,~)=(;~)' ~(. , p). 
On aura donc, pour l'expression d'une première partie de 
l'intégrale: 

ll= (.'r. )'P.jd~ ~ (', n 
rdp cos. (px-p.) rdq cos. (qy_q~) (e' V;.-+i' + e-'V"+"} 
Cette valeur de u se réJQit à 9 (x ,y) lorsque z=o, et 1. 

même substitution rend nulle la valeur de :: . 

On pourrait aussi intégrer par rapport à .2: la valeur de "J 
et l'on uonnerait à l'intégrale la fonne suivante daDslaquelle 
of est une nouvelle fonction arbitraire : 

W=(;JP·jdP ~ (',~) 

f J ( ' VP'"+f' --V"H') dp cos.(px-p.) dq cos. (qy- qP ) , V;~r' . 
La valeur de W Jevient nulle lorsque :=0, et 1. même 

substitution rend la fonction dd~ égale à of (%1)"). Donc l'in­

tégrale générale de ta proposée· est v=u + w. 
4ù. 

Enfin, soit l'équation 

d' v d~ v d' v d' v 
Jt' + J .. ' + d" ' dT' + dr=o : (e ) 

on veut connattre pour v une foncti~n f(z,)" , t), qui satis-
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. fasse à la proposée (e) et au.!. deux conditions 5Ulvantn, 

savoir, ,0 que la sunstitution de t=o dansf(x,.r, t ) donne 
une fonction arbitraire, (.c, y ) ; que la même substitution 

dans J
rJ f (.x 1 Y, t) donne une seconde fonction arbitraire 

• • t 

~ (x,y). 
Il suit évidemment de la forme de l'équation (e ), et des 

principes que nous avons expo~s plus haut, que ln fonction 
'V, étantdétermÎnée en sorte qu'elle satisfasse aux. conditions 
précédentes, sera l'intégrale complète de la proposée. Pour 
découvrir cette fonction on écrira d'abord 

",=co •. (pz) co •. (qy) cos. (mt), 
d"où l'on tire 

On a donc la condition m=p' +q' . Ainsi l'on écrira 

'V=cos. px.cos. qy .cos. (t op' + q') 

ou ",=C05. (p.:r:-o) co • . (q.y-~) co •. (t .p ' +q' ) 

ou '" p.p~ F (o,~) pp Jdq 

COB. (pz-po ) cos. (qy-q~) cos. (p't + q' t ). 

Lorsqu'on fait t=o , on doit avoir '1I=9(x,y ); ce qui sert 
à détenniner la fonction F ( 1:1, ~). Si l'on compare à l'équation 
générale (BB), on trouve que, les intégrales étant prises 

entTe deslimitesinfini.s , la valeur de F(o,~) est (,~)' t (o.~). 
On aura donc, pour exprimer une première partie Il de 
l'intégrale, 

(:SJd.P~t (., ~)pp Pq co •. (pz-po) co •. (qy-q~ )( co •. p· t+ q' 1). 

. 68. 
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En intégrant la valeur de Il par rapport il t, et ~ dési­
gnant la seconlle fonction arbitraire 1 on trou't'era une aatre 
partie W de l'intégrale ain.i ""primée: 

. 1 

w = C:.Yfd«Jn~' C«,~~rdp jdq cos. (p,"_po) . co'. Cqy_q~) .... ~::.;i 

Si l'on fait t ~ 0 dans u et dans W, la premiÈ"re fonction 
devient égale à 9 (.x. y ) ~ et la seconde nuUe i et si l'on ' r.it 

aussi t =0 dans ~, u et dans i W , la première foncti~D de· 

vient nulle, et la seconde devient égale à ;. (z, y) : doue 
'V = U + West l'intégrale générale de la proposée. 

4.". 
On peut donner à la. valeur de u WlC fonne plus simple 

en effectuant les deux intégrations par rapport à p et q.' On 
{ait usage, pour ce calcul, des deux équations ( 1) et ( .2) que 
nous avons démontrées dans l'art. 4°7) et l'on obtient rin· 
tégrale suivante: 

+- +-

u=Ud« j dp ~ Co, P)· 4·,.in. c<z-« )' :'(T-~~'} -- - .. 
Désignant par u cette première partie de l'intégry.le, . et par 
W la seconde, qui doit contenir une ' autre fonction arbi­
traire, on a 

et v=u + W . 

• 
Si l'on désigne par 1'- et y deux nouvelles indéterminées, tellt'S 
que l'on ait . 

~=J:=~, ..-v; 
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"et que l'on substitue, pour CI, ~, dœ, d,~ leurs valeurs . - . 
x+~i'Ve , .r+2yVi, 2d~Vï , ~d.,Vt, 

ori aura cette autre forme de l'intégrale 
+- ..... 

'I)=;;[d~ [d, sin. ( ~ .. + ,'), (X+2~Vt, y+ 2'Vt,) + W . -. -. 
Nous ne pourrions multiplier davantage ces applicatioDs 

de nos formul es, sans nous écarter de notre sujet principaJ. 
Les exemples précédents se rapportent à des phénomènes 
physiques dont les lois étaient inconnues el difficiles à dé­
couvrir; et nous les avons choisis parce que les intégrales 
de ces équations, qne l'on avait inutilement cherchées jus­
qu'ici, ont une ' analogie remarquable avec celles qui ex­
priment le mouvement de la chaleur. 

413. 

On peut aussi, dans la recherche des intégrales, consi­
dérer d'abord les séries développées selon les puissanœs 
d"une variable, el sommer ces séries au moyen des théo­
rèmes exprimés par les équations ( B), (BB). Voici un 
exemple de cette analyse, choisi dans la théorie même de 
la chaleur, et qui nous a paru remarquable. 

On a vu, art. 399, que la valeur générale de 'V1 déduite 
de l'équation 

(al 

développée en série, selon les puissances croissantes de la 
variable t 1 contient une seule fonction arbitraire de Z l ' et 
qu·ét~nt développée en série selon les puissances croissantes 
de x, elle cootient deul fooctiono entièrement arbitraires de t. 
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La première série est ainsi exprimée: 

d' t ' d' t' dG 
V=mX+ t d- IDX+ --d 4 fX+ -3 d-----C: fX + etc. 

T x' T 2. X 2. X (T) 

L'intégrale désignée par (~), art. 397, ou 

v=-' rd. ,.[dpe-p"cos. (px-p«), 
,~ . 

représente la somme de cette série, et contient la seule Conc-
tion arbitraire IjlX. • 

La valeur de 'V, développée selon les puissances de x, 
contient deux fonctions arbitraires ft et Ft" et est ainsi ex­
primée: 

x' d x' d' x' d' 
v f'+-'d- Ft +---'-;'d--Jt + 345 6'd"ft + etc. !li t 2...... t 2 .... 

X' d x 5 d' x 7 d' 
+.xFt + ,.3 d,Ft + ,.3.4.5 dt,Ft + ,.3.4. 5.6'7 dt,Ft + etc. (\ 

Il Y a donc, indépendamment de l'équation (~), une autre 
forme de l'intégrale qui représente la somme de cette der­
njer~ série, et qui contient deux fonctions arbitraires, ft et 
Ft. Il s'agit de découvrir eette seconùe intégrale ùe l'équa­
tion proposée, qui ne peut être plus générale que la preœ­
dente (~), mais qui contient deux fonctions arbitraires. 

On y parviendra en sommant_chacune des deux séries qui 
entrent dans l'équation eX). Or il est évident que si l'Oll COD-~ 
naissait en fonctiori de :x: et t la somme de la première série 
qui contient ft, il faudrait, après l'avoir multipliée par Jx, 
prendre l'intégrale par rappo-l't à ~,_et changerffen Ft. On 
trouverait ainsi la seconde série. De plus, il suffirait de 
connaître fa somme des termes impairs qui entrent dans 1. 
première série: car, en désignant c~tte somme par ~, et la 
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somme de tous les autres termes par 'Ij, on a évidemment 

• • 
, jd"'Ja'" f ' 

• • 
Il reste donc à trouver la ~aleur de f" Or la fonction ft 
peut être ainsi expriulée J au moyen de l'équation géné­
rale (B), 

ft=,~ {a.f. {ap cos. (;t-p. ). (B ) 

Il est facile d'en déduire les valeurs des fonctions 
" , d' d' 
d'ii/t, dt.ft, dr&ft~ etc. 

Il est évident que la différentiation se réduit à écrire dans 

le second membre de J"équation (B), sous le signe {ap, 
les facteurs respectifs _p", + p., _p6, + pl, elc. 

On aura donc , en écrivant une seule fois le facteur corn .. 
mun cos. (pt-p.), 

,,= :"jaof.jap 00.0. (pt-p. ) 

( 
D·.r' ' p' .r" p t z " ) 

I-~+ - - _ + etc . 2 . 3 . 4 :1.3 .4.5 .6'7.8 ~ .3 .. .. , . .. 121 • 

Ain$i la question conStste à trouver la somme de la série 
qui entre dans le second membre, ce qui ne présente au­
cune difficulté. En efTet, soit y la valeur de. cette série , on 
en conclut . 

d'y_ • ~ 
d---;--P + 34 :r ~. • 

pO .rI 
'<1 . 3 .4 ... 8 + etc., 

J'y 
ou -;J;4=-P' y. 

Intégrant cette équation linéaire, et déterminant les con~ 
ltantes arbitraires, en ,orte que, x étant nulle, y soit l, 
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tly J'y dl" 1 1 et h' d or" W' soient nul e~, on trouve, pour a somme 

de la série, 

y=. (e~vo; + e -"'VO;) cos. (zV;P). 

/1 serait inutile de rapporter le détail de ce calcul; il 
suffit d'en énoncer le résultat, qui donne pour l'intégrale 
cherchée, . 

'V ·;Jdaf afaq.'1 (ooS'('9't-.) (.g",+ .. ·_g"')COS·9Z 

-sin.( .q'I-.) (.9'" -.-'''')oio. 'Ix) + W. (,s) 

Le terme W est: la seconde partie de l'intégrale; 011 le 
forme en ÎoU;grant la première partie par rapport àx, depuia 
z=o jusqu'à x=.x, et en changeantf eD F. SOlla cette 
forme l'intëgrale contient deux fonctions entièrement arbi­
traires, ft et Ft. Si, dan!i la valeur de 1.1, on 'suppose .% 

nulle, le terme W devient nul par hypothèse. et la pre­
mière partie u de l'intégrale devientft. Si l'on fait la même 

substitution z=o dlns la valeur de ~;. il est évident qne La 
.. . d" d . d IL ' 1 de JW premlere parlle d z eVICD ra nu Je, et !lue a ~D , J Z 1 

qui ne difrere de la première que par la fonction F pla"", 
all lieu deJ, se rédain à Ft. Ainsi l'intégrale exprimée 
par l'équation (~~) satisfait à toutes les conditions, et ell. 
représente la ·somme des deux .&éries qui forment le secolld 
membre de l'équation (X). 

C'est cette fonne de r~.. qn'il est .écesNire do 
choisir dans pluoiear. ,!"estions d. la théorie .... 1 .. ,rh leur; 
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on voit qu'elle est trètHlifTérente de celle qui est e1pri~ée 
par l"équation (~) , al1. ~7. 

4.4-
On peut employer d .. procédés de calcul ttès-vari", pour 

exprim'er, en iotégralœ dé6nies, les sommes des séries qui 
représentent les intégrales des équations différentielles. La 
forme de ces expressions dépend aussi des limites des inté­
grales définies. Nous citerons un seuf exemple de ce calcul 
en rappèlant le résultat de l'art. 3 •• , pag.380. Si, dans l'é­
quation qui termine cet article, on écrit x + l sin. u sous le 
signe de fonction" on a 

~ . 
1 rd . l· . t~.. te ... rv' u,(z+ lsm.u)=,x+;; ., X' + 2',4' 'if' X' + !J .3.4.5 .6" x+ etc. 
o 

Désignant par 11 la somtne de la série qui forme le second 
membre, on voit que, pour faire disparaître dans chaque 
terme un des facteurs:a" 4', 6', 8', etc. 1 il faut différencier 
une fois par rapport à t 1 multiplier le résultat par t, et dif­
férencier une seconde rois par rapport à t . On conclut de là 
que 11 satisfait à l'équation aux différences partielle.!!! 

J·v_! . i. (t.J") . ;rz. - c dl Tt 1 

On a donc, pour exprimel' l'intégrale de cette équation, 
~ 

v=i!du, (x+ t sin. u) + w. 
o . 

La' seconde partie W de l'intégrale contient une nODvtlle 
fonction arbitraire. La rorme de cette seconde partie W dt 
J'intégrale differe beaucoup de celle de la première, et pour­
rait a .... i êtl'e exprimée en intégrales défini.,. Lts,..,;,.,Jtab 

119 
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que l'on obtient au moyen des intégraleS définies varient 
selon les procédés de calcul dont on les déduit, et selon les 
limites des intégrales. O? peut dire, en général, que ces re­
cherches nont point un but assez déterminé lorsqu'on les 
sépare des questions physiques auxquelles elles se rap~ 

portent. 
415. 

II est nécessaire d'examiner avec soin la nature des pro~ 
positions générales qui servent à transformer les fonctions 
arbitraires: car l'usage de ces théorÈ'mes est t~a~étendu, et 
l'on en déduit immédiatement la solution de plusieurs qu~ 
tions physiques importantes, que l'on ne pourrait traiter par 
aucune autre méthode. Les démonstrations suivantes, que 
nous avons données dans nos premières recherches, 80nt très. 
propres à rendre sensible la vérité de ces propositions. 

Dans l'équation générale 
-+- - -+--

f:e='Jdofo f dp cos. (po-pz), 
-~ 0 

qui est la même que l'équation (B), page 525, on peutelf..,­
tuer l'intégration par rapport à p J et l'on trouve 

+-

f 'j·d r ,;n. (po-px) x=- (J.J(J.. • 
10 Il r 

_œ 

On doit donc donner à p, dans cette dernière expression, 
une valeur infinie; et, cela étant,. le second membre expri~ 
meru la valeur de/x. On reconnaîtra la vérité de ce résultat 
au moyen de la construction suivante. Nous examinerons . 
d' b dl'· , 1 d 'fi· id ';n ... ft or l11tegra e (' me x. -- , . .. que I"OD sait être 
, l ' , "- . 0 t'~a e a - r., art. J:)(~ • • 



CHAPITRE IX . 

. Si l'OD construit au-d .... us de l'axe des:x; la ligne dont 

l'ordonnée est sin.3J, et celle dont l'ordonnée est!., et 
x 

qu'ensuitë aD multiplie l'ordonnée de la première ligue par 
l'ordonnée correspondante de la seconde, 00 considèrera le 
produit comme l'ordonnée d'une troisième ligne dont il est 
très-facile de connaitre la forme. 

Sa première ordonnée 11 l'origine est l, et les ordonnées sui­
vantes deviennent alternativement positives ou négatives; la 
courbe coupe l'axe aux pointsoù z='IC',21C',3'1C',4'K',etc., et elle 
se rapproche de plus en plu. de cet axe. Une seconde brancbe 
de la courbe, entièrement semblable à la première, est située 

+-
à la. gauche de l'axe desy. L'intégrale f dx· ai:.%" est l'aire 

• 
comprise entre la courbe et l'axe des z, et comptée depuis 
z=o jusqu'a une valeur positive infinie de x. 

+~ 

L'intégrale définie f d:r;. ,in. ~x), dans laquelle p est 
• 

supposé un nombre positif quelconque, a la même valeur 
que la précédente. En effet, soit px=z,; l'intégrale proposée .... 
deviendra f d. si:. z, et, par conséquent, elle équivautaussi . . 
à ;1r. Cette proposition est vraie, quel que soit le nombre 

positif p. Si l'on suppose, par exemple, P=IO, la courbe 

d l, d' . .in.(10z) d . ., bea ont or onnee est ' a es smUosltes uroup 
x 

plus rapprochées et plus courtes que celles dont l'ordonnée 
. .in . .x . l" ... , d' ." [ est -;- i mais aire tOiAu.e epws Z=O JUSqu a z=o est 

la même. 
69' 
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Supposona maintenant que le. Dombre p devienne de pla. 
en plus grand, et qu'il çr9isse sans limite, c'est-à·dire qu'il 

soit infini. Les sinuosités de la mnrbe dont sin. (por) est 
. z 

l'ordonnée sont infiniment voisines. Leur base est UDe lon-

gueur infiniment petite égale à!. Cela étant, si l'on com-
. P 

pare l'aire positive .qui repose s.ur un de ces intervalles ;­

à l'aire négativ-e qui repose sur l'intervalle suivant, et si l'on 
désigne par X l'absci .... 6nie et ..... grande qui répond au 
commencement du premier arc, on voit que l'abscisse .r J 

qui entre comme dén~minateur dans l'expression .in. (pz) de 
'" l'ordonnée, n'a aucune variation sensible dans le double 

intervalle ~ qui sert de base aux deux aires. Parconséquent, 
P 

l'intégrale est la mên:te que si x était une quantité constante. 
JI s'ensuit que la somme des deux aires qui sc succèdent 
est nulle. 

n n'en est pas de même lorsque la valeur de:e est infiniment 

petite,parceque l'intervalle ~a dans ce cas Un rapport"6niavec . p 
+-

la ~aleur de:e. C?nconnaft par là que l'intégrale f d:e·
ia

. Spor) , 

• 
dans laquelle on suppose"p un nombre infini, est entière­
ment formée de la somme de ses premiers termes qui ré­
pondent à " des val~rs e~ttêmemeDt petites de %. Lorsque 
l'abscisse a une valeur fioie X, l'aire ne varie plus, parce 
que les parties qui la composent se détruisent deux à deux 
alternativement. Now exprimons. ce résultat en écrivant 

, Jdz. sin. ~por) 
• 

M 

rd .in.r.,z' 1 
z· ~=-1r. 

X , 

• 
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La quantité <01, qui désigne la limite de la &econde intégrale, 
• une valeur infiniment petite; et 1. valeur de l'intégrale est 

la même lorsque cette limite est ~, et lorsqu'eUe est!. 
. . 

4,6. 
Cela p06é, reprenons l'équation 

, . jd ,""' (,.-;:=X) .IZ= - aJa . 
~ ... 

AyaU:t placé l'axe des abscisses CI, on tracera au·dessus de 
cet axe !aligneJJCfig. VIII), dont l'ordonnéeestJ •. La forme 
de cette ligne est entièrement arbitraire; elle pourrait n'avoir 
d'ordonnées subsistantes que dans Wle ou dans quelques par-­
tics de son cours, toutes les autres ordonnées étant nulles. 

On placera aussi au-dessus du même axe des abscisses une. 

ligne courbe SI dont l'ordonnée est ~D. ~Z.) ,.z: désignant l'ab­

scisse et p un nombre positif extrêmement grand. Le centre 
de cette conrbe, ou le point qui répond à 1. plus grande 
ordoonéep,pourra être placé soit à l'origine 0 des abscisses CE, 

soil à l'extrémité d'uDe abscisse quelconque. On suppose 
que ce centre est 8\lcceasivement déplacé, et qu'il M trans .. 
porte à tous les points de l'axe des «, vers la droite, à panir 
du point o. Considérons ce qui a lieu dans une certaine po­
sition de la seconde c~urbe. lorsque le centre est parvenu 
au point x qui termine une abscisse ;e de la première courbe. 

La valeur de x étant regardée comme constante, et« étant 
seule variable, l'ordonnée de la seconde courbe sera 

.in. (,;=:x) . '" 
Si dOD,c on conjugue les deux courbes pour en former une 
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troisième, c'est-à-dire si l'on multiplie chaque ordonn~ de 
la première par l'ordonnée correspondante dè l~ seconde, et 
si l'on représente le produit par l'ordonnée d'une troisième 
courbe tracée au-dessus de l'axe des Il, ce produit sera 

~ ",;n.(p,.= .. ) 
Ja.' Il:JI: ' 

L'aire totale de la troisième courbe, ou l'aire comprise entre 
cette courbe et l'axe des abscisses, sera dOllc exprimée par 

+-' (-) 

f 
sin. p.Œo;-,x 

d·f·· . . .. -. 
Or, le nombre p étant infiniment grand, la seconde courbe 
a toutes ses sinuosité6 infiniment voisines; on recoonait faci­
lement que, pour tous les points qui sont à une distance 
finie du point .1', l'intégrale définie, ou l'aire totale de la 
troisième courbe, est formée de parties égales alternative­
ment positives ou négatives, et qui se détruisent deux il deux. 
En effet, pour un de ces points plAcés à une certaine di­
stance du point.c, la valeur defil varie infiniment peu lors-

qu'on augmente la distance d'une quantité moindre que ~. 
, p 

Il en est de même du dénominateur 11-;&, qui mesure cette 
distance. L'aire qui répond à l'intervalle ~ est donc la. 

p 
même que si les quantitésflZ et 11-;& n'étaient pas variables. 
Par conséquent elle est nulle lorsque iZ-;& est une grau· 
deur finie. Done l'intégrale définie pent être prise entre des 
limites aussi'voisines que 1'011 veut, et elle donne, entre ces 
limites, le même résultat qu'entre des limites infinies. Tout 
.e réduit donc à prendre l'intégrale entre des points infi-
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nÎment voisina, iton à gauche, l'autre à droite de celui oil 
_-zestnul, c'est-à-dire depuis a:=Z- w jusqu'~ «=x+w. 
en désignant par w une quantité infiniment petite. Or, dans 
cet intervalle, la fonction f fil. ne varie point, elle est égale 
à foX, et peut être mise hOfS du signe d'intégration. Douc 
la valeur de l'npression est le produit de f (x) par 

j d« . sin. (p ;=;) J 

. ct-,%' 

prise entre les limites a.-Z=-(,), et a.-X=w. 

Or cette intégrale est égale à 'K', comme on l'a vu dans "ar­
ticle précédent; donc l'intégrale définie est égale à ~fz, 
d'où l'on conclut l'équation ~ 

+- . (--) t...-+-o:I:> 

f:r=-' jdafa '.Im. pa-z =_' jdafa (dp cos. (pZ-pa). (B) 
~71' a-x 2'K' 'J' -. -. -. 

417, 
La démonstration précédente suppose la notion des quan­

tités infinies, telle qu'elle a toujours été admise par les 
géomètres. Il serait facile de présenter la même démonstra­
tion sous une' autre forme, en examinant les changements 
qui résultent de l'accroissement continuel du facteur p sous 

le signe sin. CP ==:x). Ces considération,s sont trop connues 

pour qu'il soit nécessaire de les rappeler. 

Il faut sur-tout remarquer que la fonctionfx, à laquelle 
cette démonstrntion s'applique, est entièrement.arbitrairc~ 
et non assujettie à une loi continue. On pourrait donc con- ' 
cevoir qu'il s'agit d'une fonction telle, que l'ordonnée qui la 
représente n'a de valeurs. subsistantes que si l'abscisse x est 
comprise entre deux limites donnPt's, ft et h,. tou tes les 
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autres ordonnées seraient supposées nulles, en sorte que la 
,courbe n'aurait de forme tracée qu'au-dessus de l'intervalle 

de z=a à x=h, et se confondrait avec l'axe des III: dans 
toutes les autres parties de son cours. 

La ~ême démonstration fait connaître que l'on ne con5i~ 
dère point ici des valeurs inji,u'es de x, mais des valeurs ac­
tuelles et déterminées. 

On pourrait aussi examiner d'après les mêmes principes 
Jes cas où la fODctionfx deviendrait inSnie, pour des valeurs 
singulières de x comprises entre des limites données; mais 
'cela ne se rapporte point à l'objet principal que nous avons 
en vue J qui est d'introduire dans les intégralt>s les fonctions 
arbitraires; il est impossible qu'aucune question naturelle 
conduise à supposer que la fonctionfx devient infinie, lors­
qu'on donne à x, une valeur singulière comprise entre des 
limites données. 

En général, la fonction f x représente une suite de valeurs 
ou ordonnées dont chacune est arbitraire. L'ab8CÎsse Z POIl­
vant recevoir une infinité de valeürs, il y a un pareil nomb~ 
d'ordonnées fx. Toutes ont des valeurs m~mériques ac­
tuelles, ou positives, ou négatives, ou nulles. On ne suppose 
point que ces ordonnées soient asSujetties à UDe loi com ... 
mune; elles sc succèdent ,d'une manière quelconque, et cba­
cune d'elles est donnée comme le serait une seule quantité. 

Il peut résulter de la nature même de ]a question, et 
de l'aualyse qui s'y applique, que le passage d'une ordonnée 
à ]a suivante doive s'opérer d'une manière continue. Mais jJ 

s'agit alors de conditions spéciales, et l'équation générale (B), 
cOllsidéree en elle-même, est indépendante de cesconditioDS. 
Elle s'applique rigoureusement aux fonctions discontinues. 
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SUPPOSODS rnaintenant que la fonction fx coïncide avec 

une certaine expression analytique, telle que sin . x ,e _:co,. ou 
fX lorsqu'on donneà x une valeur comprise entre deux limites 
a et h, et que toutes les valeurs defx soient nulles lorsque 
x n'est pas comprise entre a et b,. les limites de l'intégration 
·par rapport à a:, dans l'équation précédente (8) scront donc 
_=a, tz.=b : car le résultat serait le même que pour les 

limites CI =-~, a: = ~, toutes les valeurs de ct étant nulles 
o 0 

par 'hypothèse, lorsque CIl n'est point comprise entre a ct b. 
On aura donc l'équation: 

• +-

f.,=-f;fd.~. fdp co •. (px-p.). (B') . --
Le second membre de cette équation (B/) est une fonctiOIl 

de la variable x: car les deux intégra"tions font dispara1tre les 
variables al et p, tt il ne reste que x et les constantes"a 'et b. 
Or cette fonction équivalente au second membre est telle, 
qu'en y substituant pour x une valeur. quelconque comprise 
entre a et b, on trouve le même résultat qu.tep substituant 
cette valeur de z dans 'PX, et l'on trouve un résultat nul , si, 
daus le second membre, on met au lieu de x une nleur 
quelc:onque non comprise entre a et bo.. Si donc, en cons~r· 
vant toutes les autres quantités qui forment le second mem­
bre, on remplaçait les limites a et b par des limites plus 
'Voisines, a' et h', dont ~acune est comprise entre a et h, 
on changerait la fonction de x qui équiv.aut au second 
membre, et l'efTet du changement serait tel que ce second 
membre deviendrait nul toutes les fois' que l'on donnerait 
à ~ une valeur nOn comprise entre a' et h' ,. et, si la valeur 

70 
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de x était comprise entre a' et h', on aurait le même ré~ 
sultat qu'en substituant cette valeur de x dans <pX. 

On peut donc varier à volonté les limites de l'intégrale 
dans le second membre de l'équation (B'). Cette équation 
subsistera toujours pour les valeurs de x comprises eotre 
les limites quelconques a et h, que l'on aura choisies; et, si 
l'on em~oie toute autre valeur de x, le second membre 
sera nul. Représentons <px pal' l'ordorinée variable d'une 
courbe dont xest l'abscisse; le second membre, dont la valeur 
estfx, représentera l'ordonnée variable d'une seconde courbe 
dont la figure dépendra des limites a et b. Si ces limites sont 

- ~ et + ~, les deux courbes, dont .ruDe a pour ordonnée 

fX, et l'autre a pour ordonnéefx, coïncideront exactement 
dans toute l'étendue de leur cours. Mais, si l'on donne d'au­
tres valeurs a et b à ces limites, les deux courbes coïncide-­
ront exactement dans toute la partie de leur conrs qui ré­
pond à l'intervalle de x=a à x= b. A droite et à gauche 
de cet intervalle, la seconde courbe se confondra précisément 
dans tous ses points avec l'axe des x. Cette conséquence est 
très.remarquable, ~t détennine le véritable sens de la pro­
position exprimée par l'équation (B). 

Il faut considérer sous le même point de vue le théorème 
exprimé par l'équation (n) de l'art. ,34; pag. ,58. Cette 
équation sert à développer une (onction arbitrairefx en une 
suite de sinw; et de eosinw; d'arcs multiples. La fonctionjx 
désigne une fonction entièrement arbitraire, c'est--à-dire une 
suite de valeurs données, assujetties ou non à une loi com~ 
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mu ne , et qui répondent à toutes les valeurs de :c compri5~S 
eotre 0 et une grandeur quelconque X. 

La valeur de cette ronction est représentée par l'équation 
sûivante: 

• 
fez) = ,~. l id.f •. cos. ('"~r. x-.) . (A) 

• 
L'intég~le, par rapport à «, doit être prise entre les limites 
«=a et Œ=bi chacune de ces limites a et b est Ulle qU~tll­
tité quelconque compl'i.!l~ entre 0 et X. Le signe :I affecte 
le nombre entier i, et indique que l'on doit donner à i toutes 
ses valeurs négatives ou positives, savoir: 

... -5, -4, -3, -'. -1,0, + 1, +2, +3, +4, +5, ... 
et prendre la somme des termes placés sous ce signe I . Le 
second membre devient, par ces intégrations, une fonction 
de la seule variable x et de. const.ntes a et b. La proposi­
tion générale consiste en ce que 1° la valeur du second 
membre, que l'on trouverait en y mettant au lieu de z une 
quantité comprise entre a et h, est égale â celle que J'on 

. obtiendrait en mettant cette même quantité au lieu de:x: 
dans la fonction fx; 2 0 toute autre valeur de "x comprise 
entre 0 et X, mais non comprise entre a et b J étant substi­
tuée dans le second membre, donne un résultat nul. 

Il n'y a ainsi auCune fonctionfx, ou partie de fonction 1 

que l'on ne puisse exprimer en une suite trigonométrique. 
La valeur du second membre est périodique, et l~inter­

valle de la période est X, c'est-à·dire que cette valeur du 
second membre ne change point lorsqu'on écrit :e + X au 
lieu de z. toutes ses valeurs successives se renouvellent à 
chaque inteniUe X. 
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La suite trigonométrique égale au second membre nt 

convergente i,,1t: sens'de cette del'nière proposition est que,si 
l'on donne à la variable x une valeur qut'lconque, la 60mme 

des ter,,!es de la suile s'approche de plus en plus, el infini· 
mept près, d'une limite d~terminée. C'est ceUe limite qui 
est 0, si l'on ::l mis POUl" x une quantité comprise entre 0 

ct X, mais nOIl comprise entre a et b; et si cette quantité 
mise pour x est comprise entre a , et b, la limite de la série a 
III mème valeur quefx. Cette dernière fonction n'est assu­
jettie à aucune condition, et la ligne dont elle n'présente 
l'ordonnée peut avoir une forme quelconque; par exemple, 
celle d'un contour formé d'une suite de lignes droites et 
de lignes courbes. On voil par là q_e les limite! Il et b, 
l'inter\Oalle total X et la nature de la fonction étant arbi~ 
traires, cette p~oposition a un !ens très ~ étendu; et, 
comme elle n'u.prime pas seulement une propriété analy­
tique, mais qu'elle conduit facilement à la solution de plu~ 
sieurs questions naturelles importantes, il était néces&aire 
de la considérer sous divers points de vue, et d 'cn indiquer 
Ics principales applications. On a donDé plusieurs démons,. 
tralÎons de· ce théorême dans le coun de cet ouvrage. 
Celte que n011S rapporterons dans un des artÎcI,s SUivADts 
( art. 424) a l'avantage de s'appliquer aussi ~ des fonctions 
non périodiques. 

Si l'on suppose l'intervalle X infini, les termes de lil 6érie 
deviennent des quantités différentielles; la somme indiquée 
par I~ signe ~ devient une intégrale définie, comme 011 le 
voit dans les art. 353 et 355, et l'équatioo (A) se traosrorme 
dans l'équation (B). Ainsi celte dernière équation (B) est 
(~ontenue dans·1a précédente, et convient au cas où l'inter~ 
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valle X est infini: alors les limites a et b sont évidemment 
des constantes entièrement' arhitraires. 

" '9· 
Le théorêm •• xprimé par l'équation (H) olTre aussi di­

verses applications analytiques, que nous n~ pourrions ex­
poser sans nous écarter de l'o~iet de cet ouvrage; mais nous 
énoncerons le principe dont ces applications dé.r:ivent. 

On voit que, dans le second membre de l'équation 
• +a 

f%= .~fa.f.fdp cos. (p%-p.), (B) . -~ 

la fonctionf% est tellellleut transformée, que le signe d. 
fonction f n'affecte plus la variable.r, mais une variable 
auxiliaire . Il. La variablç x eat seulement affectée du signe 
cosinus. Il suit de là que, pour différencier la fonction f.z 
par rapport à x, autant de fois qu~ l'on voudra) il suffirà 
de différencier le second membre par rapport à.x sous le 
signe cosinus. 00 aura donc, en .désignant par i un nombre 
entier quelconque" 

·:;:.fX=i' :Zja • .!_ fdp p.i cos. (px-p. )-

On écrit le signe supérieur lorsque i est pair, 'et le signe in­
férieur lorsque i est /mpair,-. On' aura eu suivant cette même 

" règle relative au ,ch,?ix. du signe: 

a(,i+.) . 
d%>i+. f%=':t= .~fd.f.fdpp"+J sin. (p%-p.). 

On peut aussi intégrer plusieurs fois de suite, par rap-
port à%, le second membre de l'équation (B); il suffit d'é-
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crire au·devant du signe sinus ou c05inlU une puissance 
négative de p. 

La même remarque s'app~ique aul. différenciations fioles, 
ou aux intégrales désignées pa r le signe};, et en général 
aux opérations analytiques qui peuvent s'effectuer sur,les 
quantités trigo~ométriques. Le caractère principal du théo­
rême dont il s'agit, est de transporter le signe général de 
fonction à une variable aux.iliaire, et de placer la variable.% 
sous le signe trigonométrique. La fonction/x acquiert eD 

quelque sorte, par cette transformation, toutes les propriétés 
des quantités trigonométriques; les différentiacions, les in­
tégrations et la sommation des suites s'appliq~ent ainsi à 
des fonctions générales de la même manière qu'aui fonctions 
trigonométriques exponentieHes. C'est pour cela que l'em~ 
ploi de cette proposition donne immédiatement les inté­
grales des équations à différences partielles à coëflicients con­
stants. En effet, il est évident que l'on peut satisfaire à ces 
équations par des valeurs particulières exponentielles; et, 
comme les théorêmes dont nous pnrlons donnent à des fonc­
tions générales et arbitraires le caractère des quantités expo­
nentielles, ils cond uisent facilement à l'ex.pression ,des loté· 
grales complètes. Cette même transformation donne aussi, 
comme on l'a vu dans l'art, 413 •. un moyeli facile desomm~r 
les suites infinies. losque ce's suites coutiennent les différen· 
tielles successives, ou les int~ales:' successives d'une même 
fonction: car )a sommation de la suite est réduite, par ce 
procédé, à celle d'une suite de termes algébriques. 

4.0. 
On peut aussi faire usage du théorême dont il s'agit pour 
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substituer sous le signe général de fonction un bj~ome formé 
d 'une partie réelle et d'uue partie imaginaire. Cette question 
d'analyse s'est présentée dès l'origine du calcul desditTérences 
partielles; et nous l'indiquerons ici parce qu'elle a Un rap­
port plus direct avec notre objet principal. 

Si dans la 'fonction/x on écrit ,,+'1.~ au lieu de x, 
le ",s"ltat sera formé de deux parties ~:.- v=o .~. II ~'agit 
de conn'aitre en 1'" et '1 chacune des deux Conctions f et ~. On 
y parviendra facilement si l'on remplace fx par rexpression 

;~po.fo pp cos. (px-po) : 

car la question sera réduite à substituer jl + l'. v=ï au lieu 
de x sous le signe cosinus, et à calculer le terme réel et le 
coëfficient de V'=i. On aura ainsi 

.f.z f(~+,V=t)=:.fdo.f°fdpcos. (p~-o+p'.V=t) 

=;jdof.jdp [CciS. (h-:po) (e" +e-P') 

-v=t.sin. (p~-po) (e"-e-P')} 

donc ~=ifdo.f .. fdpcos. (p~-po) (eP' +e-P') 

~-=~Jdo.f0fdp .in. (Pf-po) (eP'-e -P~). 
Ainsi toutes les fonctions fx que l'on peut concevoir, m~e 
celles qui ne sont assujetties à aucune loi de continuité , 
sont rédoites à la forme M + N V=;, lorsqu'on y remplace 
la variàble z par le biDome ~ +, . v=; . 

4.>1. 
Pour dODner un e"~",pl. d.e l'uuge ·de ces derniè .... for-
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l 'd' l' , . d' 'V d' 'f} • mu es, no OS const ererons equatlon d z' + dy'=O' qui 
se rapporte au mouvement uniforme de la chaleur dans une 
table rectangulaire. L'intégrale générale de cette équation 
contient évidemment deux fonctions arbitraires. Supposoos 
donc que l'on connaisse en fonction de x la valeur de 11 lo~ 
que y=o, et que l'on connaisse 3U58i t par une autre fonction 

dv 1 déd' l" . de x, la valeur de T" o~ue y=o, on peut Ull'e lote---al' . 
grale chereliée de celle de l'équation 

qui est connue depuis loug-temps; mais on trouve des quaD~ 
lités iml'lginaires sous le signe de fonction. Cette ·intégrale est 

La seconde partie W de l'intégrale dérive ue-Ia première en 
intégrant par rapport à y, et changeant, en ~. Il reste donc 
à -transronner lei quantités ,.(x+ yV=-i') et 9 (tc-yV.=7, 
a6n de séparer les parttes réelles des parties imaginaires. 
Suivant le ,procédé de l'article précédent, on trouve, pour 
la première partie u de l'intégrale, . 

....... + .. 

rt= ;~Jd.f.Jdp <00. (px-p.) (ePY +e-PT ). -. -'. 
et par conséquent 

.... J" W= 4~P. F •.. 7-008. (px-p.) (.,pl' _ e -PT). -. -. 
L'intégrale complète de la proposée exprimée en termes réels 
est :t1OflC 'V=U + ·W'Î --et l'on "'fi,econnatt, en effet, 10 qu'eUe 
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satisfait à l'équation .ditrérentielle; ~o qu'en y faisant y=o, 

elle donne 1J :Ix:; 30 qu'en faisaoty=o dans la fonction d'li 
dT' 

le résultat est Fz. 

4 ••. 

Nous ferons aussi remarquer que l'on peut déduire de 
réquation (B) une expression très-simple du coëfficier:tt dif-

férentiel de l'ordre indéfini d~Jz, ou de l'intégrale fdz' Jz. 

L'expression cherchée est UDe certaine fonction de.r et 
de l'indice i. Il s'agit de connattre cette fonction sous une 
forme telle, que le nombre i n'y eotre point comme indice, 
mais comme UDe quantité ,- afin de comprendre, dans une 
même formule, tous les cas où l'on attribue à i. des valeurs 
positives ou négatives quelconques. Pour y pa"~nir, noua 

remarquerons que l'expresaioll cos. (r+ 'i). 

(i~) . . (ie) ou cos. r.cos. 2" - 8ID. r.SlD. --; , 

devient successivement 

-sin. r, -cos. r, + sin. r, + cos.", -sin. r, . . . .. etc., 

ai les valeurs respectives de i sont l, ~, 3, 4, 5, etc .... Les 
mêmes résultats reviennent dans le même ordre, lorsqu'on 
augmente la valeur de i. Il faut maintenant, daM le second 
membre de l'équation . 

fz=:~Jd.f'Jdp C08. (pz-p.), 

, . l' i eenre e .acteur p au-deVant du aigne cosinus, et ajouter 

7' 
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sous ce signe le terme + i 1t. On aura aiDai • 
, . ....... + ". ' 

'!!'-.rx=2-fd.f.fdp ./ cos. (P:IJ-p. + ~) . dziJ " :ur ~ ~ 
- -. -. . 

Le nombre i, qui entre dans le second membre , sera re.­

gardé com~e une quantité quelconque positive ou négative. 
Nous D'insisterons point sur ces applications à l'analyse ~. 
nérale; il . nOU8 suffit d'svoir montre par divers elemples 
l'usage de nos théorêmes. Les équations du quatrième ordre 
(d) 1 art. 405, et (e), art. 41,1, appartiennent) comme DOW 

l'avons dit, à des questions dynamiques. On ne connaissait 
point encore les intégrales de ces équations lorsque now les 
avons données dans un Mémoire" sur les vibrations des sur­
races e1aatiques, lu à la séance de l'Atadémie des Sciences, 
le 6 juin 1816 (art. VI, § 10 et Il, et art. VII, S 13 et 14 )· 
Elles conlJilJtaient dans les deux formules ~ et ~I, art. 406, et 

dans les deux intégrales exprimées, l'une par la rremière 
équation de l'art. 41~, "l'autre par la dernière équation d"U 
même article, On a donné ensuite diverses autres démoo­
strations de ces mêmes résultats. Ce Mémoire contenait ausm 
l"intégrale de \'équation (e) , art. 409, sous la forme rapportée 
dans cet article. Quant à \'intégrale (BB) de l'équation (D) , 
art. 413, elle est ici !>ubliée pour la premi~re foia. 

4~3. 

Les propositions exprimées par lelS équations (A) et (BI), 
art,"418 et 417, doot nous avons montré diverses applica­
tions, peuvent être considérée~ sous un point de vue plus 
général. La construction iodiqu,;e dans le. art . . 415 et 416 
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ne s'applique pas 8eulement à la fonction IrÏgooométriqtie 

an. Cp;=;.); elle ~onvient à toutes les autres fon~~ions, e~ 
11-% 

suppose àeulement que le nombre p devenRnt infini, ' on 
trouve la valeur de rintégrale par rapport Il CI, en prenant 
cette intégrale entre des limites' 'extrêmement yoisilie$. Or 
cette condition n'appartient pas !leulement aux fohctiôns tri­
gonométriques, elle' s'applique lllne infinité d'autres fonc­
tions. On panient aiDsi, à exprim~ une fonction 'arbitraire fz 
sous diverses formes très-remarquables; mais nous ne féli­
sons point usage de ces transfonnations dans la recherche 
spéciale qui nous occu pe. , 

Quant à la proposition exprimée par l'équation CA) (art. 
~18), il est également facile d'en nmdre.la yérité , aensiblé -
par des constructions, et c'est pour ce théorême que nous 
les avons d'abord employées. Il suffira d'indiquer la marche 
de la démonstration. 

Dans l'équation (A), savoir: 

J f+1 .... - (2~ --) 
fx=~ dŒfll _~ cos, i. X • a.-X ; 

-li: 

on remplacera la somme, des termes placés sous le signe l , 

par sa valeur, qui se dédnit de théorêmes connus. Nous 
avons vu précédemment divers exemples de ce calcul, Sec­
tion HI, Chap. III. Il donne ce résultat en supposant, pour 
rendre l'expression plus simple, :l ~ = X, et désignant œ-X 

1 

par r. 

+1 U· ) ( . ) . U') "in. ,. l COli. r =cos. Jr + san. r. • 
_/ .ID. "' .... r : 

71. 
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Il faut donc multiplier le second membre de cette équation 
par dofo, supposer le nombre} infini, et intégrer depuia 
0=- ~ juaqu'à 0= + •. Là ligne courbe, dont l'abaci.,. 
est CI et l'ordonn~ c08.jr,étaoi conjuguée avec la ügnedoDt 
]'a46Cisse est CI et l'ordonnéefca , c'est;-à..dirc les ordonnées 
correspondantes étant multipliées l'une par l'autre, il est 
inanifeate que l'aire de la courbe pl'Otlu';u, pride entre des 
limites quelCODquetI, devient nulle lorsque le nombre} croit 
Nns limite. Ainsi le premier terme cos . j r donne un résul­
tat nul. 

Il en serait de même du terme sin.;r, s'il ~'était pas mul­

tiplié par le facteur . sin. r ,. mais en comparant les trois 
lm. Ten.r 

cOurbes qui oot pour abscisse commune CI, et pour ordon-

é · ~D. r, l " d l" n es sm. r, . , J lit, on reconna t eVI emment que 10-
• 'ID. l'en. r 

tégrale fdo .fo . sin. Ci r) , ,;n. r n'a de .. leu ... 5ubsi­
IID. 'fer • . " 

stantes que pour de certain, intervalles i.n6niment petita; 

Mvoir, lorsque l'ordonnée . • iD. r devient in6nie. Cela IUn. 
'ID.l'en. r 

lieu si r ou Cl-X est nulle; et dans cet intervalle où • dif·~ 

fere infiniment peu de x, la valeur de f • • e coufoud ave<: 
fx. Don< l'intégrale devient 

• • 
ofx. J dr. sin. Vr). IF 

. . ou 4fz fd; ,iD. (jrJ, 
• • 

qui est égale à 2~ .fx (art. 4.5 et 356). On en conclut 
l'équation précédente (A). 

Lonqu'e la variable x est prédaémeot égale à -~ ou 
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+~, 'la construction' fait conna1tre quelle est la valeur du 
second membre de cette équation A. 

Si,les limites de l'intégration ,ne sont pas -'K' et + 1't', 
maisd'sutres nombres aet h, dont chacun est compris entre 
- 'Ir et + 'K', on voit par la même figure quelles Sont les va­
leani·de'x, pour lesquelles le second'membre de l'équation 
(A) est nul. 

Si l'on conçoit qu'entre les limites de l'intégration œr­
taines valeurs de or: deviennent in6nies, la construction in­
dique dans quel sens la proposition générale doit être en­
tendue. Mais nous ne considérons point ici les cas de cette 
nature, parce qu'ils n'appartiennent' point aux' questions 
physi'J"es. 

Si,'3u lieu de restreindre les limit~:S -1"C et +1L', on donne 
plus d'étendne à l'intégrale, en choisissant des limites plus 
distantes a' et h', on connait par la même figure que le 
""cond memhre de l'éqnotiol1 (A) est formé de plusieurs 
termes, et donne le résultat d'une intégration finie, quelle 
que soit la fonction fx. 

On trouve des résultats semblables si l'on écrit ;. IX-X 

au liêu de r, et si les limites de. l'intégr~tion sont - X et 
" ' .' , , 

+X. 
. . 

Il faut considérer mai nt~nant que les conséquences aux-
quelles on est parvenu auraient encore lieu pour une in6,nité 
de fonctions "différentes de sin. (j r). II suffit que ces fonc­
tionsreçoiventides valeurs altern~tivement positives et néga­
tives, en sorte que l'aire devienne nuUe, lorsque J croît saus 

limite, On peut faire varier aussi le facteur .• in. r , ainsi 
alD •• en." 
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que les -limites de l'intégration,. et l'on :pout 8Ilpposer qat 
l'intervalle devient infini. Ces sortes d'expressioD5 8~tldonc 
très-générales , et susceptible> de • . formes les plus di ........ 
Nous ~ pouvons nous arrêter .à ces d.évelp'ppem.~nt&;; ~ 
il était nécessaire de .montrer l'empl~i pcs constTUcl:Îoo5: 
car elles résolvent sans aucun doute ~e5 , qu9tion~qui peo,~ 
s'élever sur les valeurs extrèmes et aur les vale~r8 ItÎngu­
lière~; elles n'auraient pu servir à découv.rir ces théorêmes, 
mais elles les démontrent et en dirigent toutes les appli. 
cations . 

. Nous avons encore à faire envisager ces .mêmel pr0poai. 
tions sous un autre point de vue. Si l'on compare eolre cUe9 
les solutions relatives au mouvelDent varié de la chaleur 
dansl'annille, la sphère, le prÎ3me rectangulaire, le cylindre, 
on voit que nous avions à developper une fonction arbitraire 
f% en une suite de termes, tels que 

"',f (~'''') + o .• ,(~,,,,) + a.,(~ • .r ) + , etc. 

La fonction" qui, dans le second membre de l'équation (A), 
eBt un ·.cosinus ou un a:Înus, ~~ re~plac~e: ici par; .~e roDe­
tian qui peut être tres~différ~nte d':l sinus. Les nombres ~I' 

~", ~3' etc., au lieu d'être des n~mbres enti~rs, soot donnés . 

par uue équation transcendante " dpnt les racines en nombre 
inS'ni sorit toutes réen~s. La question consjstait à trouver les 
valeurs des coëfficients al' a2.' a 3" a 4, etc. ,_. G î ; on Y est 

parvenu au moyen q.ep intégr.tion~ défini.,. q.u fOllt dispa­
raitre ~utes les inoonnues, excepté Wle seule. ,Noua .Iloua 
examiner spécialement la nature de ce procédé, et les COD-

séquences exacses qui en dérivent. ' 
., 
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Il faut dans le second membrè donner 11 i toutes ses valeurs, 
c'est~i.-dire, mettresuocessivemeot, BU lieu de "i' toutes les ra-

cines f de l'équation Cf). L'intégrale doit être prise pour " 
depuis «=() jusqu'à Œ=X., ce qui fait disparaître rindéter­
minée Œ. Il en est de même de ~, qui entre dans le dénomi­
nateur; en sorte quele tenne sin.lfLrT) est multiplié par un 

coëfficient ai J dont la valeur ne dépend que de X et de 

l'indice i. Le signe l indique qu'après avoir donné à i ses 
différentes valeurs, il faut écrire la somme de tous les tennes. 

L'intégration offre donc un moyen très- simple de déter­
miner immédiatement les coëfficients ; mais· il faut examiner 
attentivement l'origine de ce procédé, ce qui donne lieu aUI 

deux remarques suivantes : 
10 Si dans l'équation Ce) on 'avait omis d'écrire une par­

tie des tennt"s, par exemple, tous ceux où l'indice est un 
nombre pair, pn trouverait encore, en multipliant l'équa­
tion par dx ain. (t'iX) 1 et i,lltégrant depuis x=o jusqu'à 

.x=X, cette même valeur de ai' q.ui a été déterminée4pré_ 

cédemment, et l'on formerait ainsi une équation qui ne se­
rait point vraie; car elle ne contiendrait qu'une partie des 

. termes de l'équation générale, savoir, ceux dont l'indice est 
impair .. 

2° L'équation complète C.), que l'on obtient, après avoir 
déterminé les coëfficients, et qui ne diflère point de l'équa­
tion rapportée page 350, art. !l91, dans laquelle on ferait 
t=o et v =F x, est telle que si l'on donne à x une valeur 
quelconque comprise entre 0 et X, les deux membres sont 
nécessairement égaux; mais on ne peut point conclure, 

72 
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comme nous l'avons fait observer, que cette égalité ail lieD, 
B:i, choisissant pour le premier membre x F 3: une fonct:j.oD 
assujettie à une lÇ)i continue, telle que sin. x ou. cos. X J on 
donnait à x une valeur non comprise eutre 0 et, x. En géné­
ral, l'équation résultante «() doit être appliquée aux valeurs 
de x J comprises entre 0 et X. Or le procédé qui détermine 
le coëfficient ai ne fait po~nt connaitre pourquoi toutes les 

racines POi doivent entrer dans l'équation (e), et pourquoi 

cette équ,ation se rapporte uniquement aux valeurs de Z J 

comprises entre 0 et X. 
POUf résoudre clairement ces questions, il suffit de re­

monter aux principes qui servent de fondement à Dotre 

analyse. -

Nous divisons l'intervalle X en un nombre infini n de par­
ties égales à dx, en sorte que l'on a ndx=X,et.écrivant 
fx au lieu de xF z, nous désignons par f"f. ,f1' .. fi' . . f", 

les valeurs de lx, qui répondent aux valeurs d3:, 2dz, 
3d,. ... idx ... ndx, attribuées à :Ci nous composons 
l'équation générale Ce) d'un nombre n de termes; en sorte 
qu'il y entre n coëfficients inconnus, an a., al' .. ai' .. a,,.. 

Cela posé, cette équation (e) représente les n équations du 
premier degré, que l'on formerait en y mettant successive-

~ 

ment, au lieu dex, sesnvaleurs dz, 2dz l 3dz ... ndz. 
Ce système de n équations contient dans la première f" 
dans la seconde f. , dans la troisième fi, dans la nme f n" Pour 

déterminer le premier coëfficient a" on multiplie la première 
équation par a" la seconde par Ir" la troisième par 0'1' ainsi de 
suite, et l'on ajoute ensemble les équations ainsi multipliées. 
Les facteurs 0'., 0'., dl' •• a~, doivent être déterminés par cette 
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com;lition, que la somme de tous les tennes des seconds mem­
bres qui contiennent a" soit nulle, et qu'il eo soit de même. 
pour tous les ooëfficients suivants, ah a, . .. afl' Donc toutee . 

1es équations étant ajoutées, le coëfficient a. entre seul danll 
le résultat, et l'on a une équation pour déterminer ce coëffi .. 
cient. Ensuite on multiplie de nouveau toutes les équations 

par d'autres facteurs respectifs P" p., Pl" .. Pn' et ces facteurs 

sont déterminés en sorte qu'en ajoutant les n équations, tO~5 
les coëfficienm soient éliminés, excepté a •. On a d'onc une 
équation pour déterminer a.. On continue des opérations 
semblables, et choisissant toujout'S de nouveaux racteurs, on 
détennine successivement tous les cbëfficients inconnus. 
Or il est manifeste que ce procédé d'elimination est précisé- ' 
ment celui qui résulte de l'intégration entre les limites 0 et X. 

La serie 11" 11.1 1J1, IJ Il des premiers racteurs est d.x sin. ( .... d.x) ..• 

dx. sin. (~, .d,,) . .. dx sin. (~, 3d,,) . .. d" sin. (~, nd.,). En 
général, la &érie des facteurs qui servent à éliminer tous les 
coëfficients, exceptéa ,~est d.x sin . (",;dz) .. . d.x sin. (",,. 2dx) . .. 

d", sin. (~i3d.r) . .. d",sin. (~.ind",); elle est représentée par 

le terme général dz sin. (",,..2:'), dans lequel on donne succes­

sivement à z toutes les valeurs 

d:z: .d.r 3d", . .. nd",. 

On voit par' là que le procédé qui nous sert à détermi­
ner les coëfficients, ne diffère en rien du calcul ordinaire de 
l'élimination dans les équations du premier degré. Le n0"lbre 
n des équations est égal à celui des quantités inconnues a, ,. 
a., al" .an , et le m:ême que le nombre des qua!ltités don­

nées f., f., fJ" ·fll' Le&. valeurs trouvée8 pour les ~oëffi-

7', 
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cienu sont celles qui doil'ent .'l'oir lien pour que les 11 équa. 
tioos subsistent à la fois, c'est-à-dire, poUl' que l'équation (,) 
subsiste lorsqu'on donne à :& une de ces nvaleurs compriaea 
entre 0 et X j et comme le nombre n est infini, il s'ensuit 
que l~ pr8ID.Ïer membre f~ coïncide nécessairement avec le 
second, lorsque la valeur ~, substituée dans l'un et l'autre, 
est comprise entre 0 et X. 

La démooatration précédente De "applique pas seulement 
aux. développemens dont la forme est 

a. sin. (f.x)+a •• in. (f."') +a,oin'(f'''')''' +a.sin.u..iz), . , 
eUe convieDt à toute'lles fonctions f u..,x) que ron pournit 

substiw.,r à sin. (~i"')' en conservant la cODdition principale, 
x 

savoir, que l'intégrale f dz f Cfiz) f Cf} .,), ait une valeur 
• 

nulle lorsque ,: etj sont des nombres différents . . 
Si l'on propose de développer fx sous cette forme: 

f Q,COII.,2: tJ.cos.:;az ai coa. (iz) "'=a + , . +,. + ... ,. (' ) + el<. 
",.5ID.X fi' SlD. :IX CI. aJn. lZ 

Les racines l'. f, 1'3'" l'l" •• etc., seront des nombres en-
tiers, et la condition . 

x 

fdzcos. (:1'11:i;)ain. (~"j~) 10 

• 
ayagt toujours lieu lorsque ie& indices. i et j salit des DOm­

bres différent&, on obtieBt, en déterminant les coëfficieDta 
".' b .. , l'équation général. (n), page 258, 'l''Î "" dilfèrepu 
de l'équation (A), page 555. 
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~5. 

Si l'on omettait dans 1. sect>nd membre de l'équation (.) 
un ou plwieundC5termesqui répondent à une ou pluainan 
racines ~i de l'équation if), l'équation (t) ne serait pas vraie 
en général. PoUr s'en convaincre, supposons qu'un terme 
contenant ~j et aj De soit point écrit dans le second membre 

de l'équation Ce), on pourrait multiplier respectivement les 
JI. équations par les facteurs 

d:e sin. (~jdx),d.,sin. (~j~d:e),d.,.in. ~j3d., .... dz sin. u<jndz); 

et en les ajoutant, la somme de tous les termes des second, 
membres serait nuUe) en· sorte qu'il De resterait aucun 
des coëfficients inconnus. Le résultat, formé de la somme 
dei premierS. membres., c'est-à-dire la somme des valeur. 
f, f, f, ... f., multipliées respectivement par les facteura 

d:e sin. CI').dz:), dz .in. (y.j~dz), d.,sin. U<j 3dz) .... d:e.in. u<jndz), 

se réduirait Il zéro. Il faudrait par conséquent que cette rela6 

tion existât entre les qU3ntitis données f. f. fi· .. f,,; et 

on ne pourrait point les conai~er cODlJlle entièrement ar· 
bitraires, ce qui eit contre L'hyp<>thèse. Si ces quantités 
f, f, .t. f •. ·· ...... de •• aleurs queloOlj,(jl1es, la relotion dont 

il s'agit ne subsiste point, ft' l'on ne pounait pas ~i,faire 
aux conditions proptMée., en CJIUM:~nt ,on ou plusieurs ter· 
mes, teIo que (Sj .in. C~ jZ) doDS l'é'lUalioo (e). 0<>"" la. fou<:­

tion f~ demeurant indéterminée, c'el!it-à":dire, représentant 
le système d'un nombre infini de constantes arbitraires qui 
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correspondent à des valeurs de :z comprises entre 0 et X, il 
est nécessaire d'introduire dans l~ second membre de l'équa­
tion (e) tous les termes, tels que aj sin. (~j',,), qui .. tisfont 
à la condition 

II f dz( sin. (~iz ) . sin. (~jz») = 0, 

• 

les indices i et j étant différents; mais s' il arrivait que la fonc­
tion fz fût telle que les" grandeurs f. f. j; . •. f. eussent 

entre elles cette relation exprimée par l'équation 

II 

fdz (.in. (~jZ) .fz ) =0, 
• 

il est évident que le terme a · Bin. Cl' .z) poWTaÏt être omis 
J . J 

dans l'équation (e). 

Ainsi, il Y a plusieurs classes de fonctions f:e dont le dé­
veloppement, représenté par l~ 6,econd membre de l'équa­
tion (a), ne contient pas certains termes correspondants à 
quei<jues-unes des racines ~. Il y., par exemple, des cas où 
l'on doit omettre tous les termes dont l'indice est pair ; et 
nous en avons vu divers exemples dans le cours de œt ou­
vrage. Mais cela ne peut avoir lieu, si la fonction "f.x a toute 
la généralité possible. Dans tous les cas, on doit supposer 
le second membre de l'équation (e) complet, et le calcul fait 
connaitre les termes qui peuvent être omis, parce que leurs 

. valeurs deviennent nulles. 
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426. 
On voit clairement, par cet examen, que la fonctionfx re~ 

pré5ente, dans notre analyse, le système d'un nombre fi, de 
quantités sépanks , co~pondantes aux fi, valeurs de x com. 
prises entre 0 et X, ~ que ces fi, quantités ODt des valeurs 
actuelles, et par conséquent non infinies, choi&:içs à volonté. 
Toutes pourra.ient être nulles, excepté une seule dont la 
·valeuT serait donnée. 

Il pourrilit arriver que la série de ces fi, valeursf, f. A .... 
fn fût exprimée par une fonction assujettie à une loi conti-

nue, telle que .1: ou x', ~iD. x, C08. x, ou en général txi alors 
la ligne ococurbe, dont les ordonnées représentent les valeurs 
correspondantes aux abcisses x, et qui est placée au-dessus 
de riDtervalle de :&- 0 à x= X, se confond dans cet inter­
valle avec la courbe dont l'ordonnée est f' x, et les coëfficients 
a , .8, a,"". ait de l'équation (e) , déterminés par la règle pré­

cédente, satisfont toujours à cette condition, qu'une valeur 
de x comprise"entre 0 et X, donne le même résultat étant 
substituée dans fX, et dans le second membre de l'équa­
tion (.). 

F.x représente la température initiale de 1. couche sphé­
rique dont le rayon est x. On pourrait supposer, par exem­
ple, Fx=bx, c'est·à..dire, que la chalenr initiale croit pro­
portionnellement à la distance, depuis le centre , on eUe est 
oun~,jusqu'à la surface, où elle est hX. Dans ce cas., xFx 
ouf(x) est égale à bx'; en appliquant à cette fonction la 
règle qui détermine les coëffici~nts, on développerait bx' en 
une suite de termes, tels que 

a . • in. (f'x) + a , .in. (~,x) + a , sin. (f,x) . .. + an .io. ( ~n ",). 
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Or chaque terme sin. (~ix), étant développé .elon 1 .. pais­

NOces de %. ne contient que des pu.isaallce& de rang impair, 
et la fonction b;r- est une puissance de rang pair. TI at 

très - remarquable que cette f"Dction b x', désignant une 
suite de valeurs données pour l'intervalle de 0 à X, puisae 
être déyeloppée en une suite de ter:nu, tels que 

aisin. (f'i x ), 

Nous avons déjà prouvé l'exactitude rigoureuse de ces mul. 
tata, qui ne s'étaient poi.nt encore présentés dans J'analyse, 
et nous avons montré le véritable sens des propositions qai 
les expriment. On a vu, par exemple, dans rarticle 223, 
page ,,38, que la fonction cos. x est développée en une 
suite de sinus d'arœ multiples, en sorte que dans l'équation 
qui donne ce développement, le premier membre ne con· 
tient que des puissances paires de la variable, et le second 
ne contient que des puissances impaires. Réciproquemerrt 
la fonction sin. x, où ii n'entre que des fonctions impaires, 
est résolu~ , page :>.42, en une l'mite de cosiniIs qui ne COD­

tiennent que les puîS5aDces paires. 
Dans la question actuelle relative à la sphère, la valeur 

de ",F.., est développée au moyen de féquation (.). Il font 
ensuite, comme on le voit art. 290, page 348, écrire dans 
chaque terme le facteur exponentiel, qui contient t, et 1'00 

a. pour exprimer la température v, qui est une fonctioa 
de z et t: l'équati on 

1 

fi(dœsin. (l'. IX) Il Fœ 
-KI'- .- t 

xv=Isin.(fAo;z)e '0"" ______ _ 
fd~.in.(f./l)·.i .. C/o;~) (El 
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La solution générale que donne cette équation (E)est tota­
lement indépendante de la nattlre de la fonction F "', parce 
que·cette fpnetion ne,représente ici qu'une multitude infinie 
de '!:Oust.otes ,arbitraÏf'e5,~'qui répondant à alrtant dC'VB­
leurs de x compri~es entre 0 et X. . 

Sï l'on supposait la chaleur primitive contenue dans une 
seule partie ~de la sphère soüde, par exemple, -depuÎs.x=o 
jusqu'à .r=-i-X, et que lœ températures 'initiales des couches 
supérieure.s fussent nulles., il suffirait de prendre. }'-iRbiç'ale 

j d. (sin. (~i.) ·f·) , 

. entre les limites .r=o et x=.!. X . • 
En général, la solution exprimée par l'équation CE) :c<?n­

vient à tous les cas, et la forme du développement ne varie' 
point selon la nature de la fonction. 

Supposons maintenant qu'ayant écrit sin. x au lieu de F x, 
on. ait déterminé par l'intégration les coëfficiens ai' etque 

l'on ait formé l'équation' 

xsin. x=a, sin. ((L,x) + a.sin. ((L.x) + o)sin. ((L1X . ... 
+ a~. sin. !Li.% + etc. 

" Il ~st certain qu'en donnant à.r'une valeur quelcon~. ' 
prlse entre 0 et X, le second membre de cette équatioti. 
vaut à xsin. x; c'est une conséquence nécessaire de notre 
calcul. Mais il ne s'ensuit nullement qu'en donnant à x 

une valeur non comprise entre 0 et X, la même égalité 
aura- lieu. On voit très~istinctement le contraire dans les 
exemples que nous avons cités, et si l'on.excepte les cas par· 

73 
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se superplsent.::n quelque sorte, et s~ rassemblent po_ 
fonner le système général-des températures. 

C'est pour cette raison que la forme de la fonction qui re­

présente l'état initial doit être regardée COlDlJle entièrement 
arbitraire. L'intégrale définie, qui entre dans l'expression de 
]a température variable, ayant les mêmes limites que le so­
lide échauffé, montre expressément que l'on réu~it tous les 
effets partiels dus à l'échauffement initial de chaque élément. 

4.8. 

Nous terminerons ici cette section, dont l'objet appartient 
presque entièrement à l'ana1ysê. Les intégrate!rque noUs 
avons obteDille8' ne' sont point seulement des expressions 
générales qui satisfont aux équatioœ différentieUes; elles 
représentent de la manière la plus distincte l'effet naturel, 
qui est l'objet oc la question. C'est cette condition princi­
pale que nous avons eu toujours en vue, et sans laquelle les 
résultats du calcul ne ndos paraîtraient que des transforma­
tions inutiles. Lorsque cette condition est remplie, l'inté­
grale est, à proprement parler, l'équation du phénomène; 
eHe en exprime clairement le caractère et le progrès, de 
même que l'équ'ation finie d'une ligne ou dJune surface 
courbe fait connaît're toutés' les propriétés de ces figures. 
Pour découvrir ces solutions, nous ne considérons point 
une seule forme de' "l'intégrale j nous cherchons ;\ obtenir 
immédiatement celle qui est propre à la question. C'est ainsi 
que l'intégrale, qui exprime le mouvement de la ch~leur dans 
une sphhe d'un 'Tayon donrié, es~tI'es:.dffférent6 de ceuè 
qui exprime cc mouvement dans un l:6rps cylindrique, ou 
même dans une sphère d'un rayon supposé infini. Or, cha-
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cune do ces intégrales a une farme déterll)inée qui ne peut pAS 
être &uppléée par une autre. Il est nKe85aille d'en ' faire usage, 
81 l'on veut connlirre la distribution de: la chaleur dans le 
'JI"" dont i! ,'agil .. Eu général, on ne pourrail apporter 
aucun changement daus la forme de llO.i solutions, sans leur 
faire perdre leur cal'&ctère essentiel, qui est de ' représenter 
les phénomènes. 

·Ces divera.es iotégrale&i pourraient être "déduites les unes 
des autre8 j car elles ont la même étendue. Mais ces trans­
fOrmations exigent de longs calculs, et supposent presque 
toujours que la forme des résultats est connue d'avance. 
On peut considérer en premier lieu, dfi carpi dont les di­
-mensions sont finies, et passer de cette-question- à· celle qui 
se rapporte à un solide non terminé. On sübstitue alors 
une intégrale définie à la somme désignée par le 8ign~ I. 
C'est ainsi que les équations (Œ) et (J3,), rapportées au com­
mencement de cette section, dépendent l'une de l'autre. La 
première devient la seconde 1 lorsqu'on· suppose le rayon R 
infini . On peut réciproquement déduire de-cette seconde 
équation (~) les 601utions relatives aux corps de dimenaions 
limitées. 

En ,géné~l, nons avons cherché il obtenir chaque résultat 
par la voie la plus courte. Voici les éléments principaux de 
la méthode que nous avon~ suivie. . 

10 On considère à-Ia-reiela condition générale donnée par 
l'équation aux différences partielles, et toutes les conditions 
singulières qui détermineni entièrement la que&tlion·, et l'on 
se propose de fonner l'e:xpression ana.1ytique qui- satÎ6fait à 
tout~ ces conditions. . 

:;1.0 On reconnait d~abo,d que cette expression contient un 
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nombre indéfini de termes, où il entre des constantes in­
connues, ou qu'elle équivaut à une intégrale où se trouvent 
une ou plusieurs fonctions arbitraires. Dans le premier cas, 
c'est~à~dire, lorsque le terme général est atlecté du signe ~, 
on déduit des conditions spéciales une équation transcen­
daJlte déterminée, dont les racines,donnent les valeurs d'un 
nombre infini de constantes. 

b· second cas a lieu lorsque le terme gén~ral devient une 
quantité infiniment petite i alors la somme de la série se 
change en une intégrale définie. 

3' On peut démontrer par les théorêmes fondamentaux 
de l'algèbre, ou même p~r)a nature physique de la ques­
tion, que l'équation transcendante a toutes ses racines réelles 
en nombre infini. 

4° Dans les questions élémentaires, le terme général est 
formé de sinus ou cosinus; les racines-de l'équation déter· 
minée sont des nombres .entiers, ou des quantités réelles 
et irrationnelles: chacune d'elles est- comprise entre deui 
limites déterminées. 

Dans les questions plus composées, le terme général est 
formé d'une fonction implicitement donnée au moyen d'une 
équation différentielle intégrable ou non, Quoi qu'il en soit, 
l'équation déterminée subsiste j elle a toutes ses racines réelles 
en nombre infini. Cette di"tincti~n des parties, dont l'inté­
grale doit être composée, est très-importante, parce qu'elle 
fait connaître clairement la fonne de la solution, et l-es rela· 
tions nécessaires entre les coëfficients. 
. 50 11 reste à déterminer les seules constantes qui dépendent 
de l'état initial, ce qui se fait par l'élimination des inr.'onnues 
détns un nombre infini d'équations du premier degré. On 
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multiplie l'équation qui se rapporteàl'état-initial par un tac .. 
leur différentiel, et l'on intègre entre des, limites définies, 
qui sont le plus souvent celles du solide où le mouvement 
s·accomplit. 

Il y a des questions pour lesquelles nous avons déterminé 
les coëfficients par des intégrations successives , comme Olt 

le verra dans le mémoire qui a pour ohjet la températu;e 
des habitations. Dans ce e3S, on --considère les intégrales 
exponentielles qui conviennent à l'état initial du solide in­
fini; car il est facile d'"ohtenir ces intégrales. 

Il résulte des intégrations que tous les tennes du second 
membre disparaissent, excepté ~elui dont on veut détermi­
ner le coëfficient. Dans la valeur de ce coëfficient, le dénomi­
nateur devient DU), et l'on obtient toujours une intégrale 
dé6nie clont les limites sont celles du solide, et dont un des 
facteurs est la fonction arbitraire qui convient à l'état ini­
tial. Cette forme du résultat est nécessaire, parce que le mou­
vement variable, qui est l'objet de la question, se compose 
de tous ceu,; qui auraient lieu sépa~ment, si chaque point 
du solide était seul échauffé, et que la températ~re initiale 
de tous 1.5 autre. fût nulle. 

Lorsqu'on examine avec soin ce procédé d'intégration, 
qui sert à déterminer les coëfficients, on voit qu'il contient' 
une démonstration complète, et qu'il montre très-distinc­
tement la nature des résultats, en sorte qu'il n'est nullement 
nécessaire de les vérifier par d'autres calculs. 

La plus remarquable des questions que nous ayons ex­
posées jusqu'ici, et la plus propre à faire connaître l'en­
semble de notre analyse, est celle du mouvement variable 
de la chaleur daos un corpa cylindrique. Daos d'autres re-
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cherches, la déllormination .des coëf6cienls exigerait des pro­
cédés de calcul que nous -ne connalssons point encore. Mais 
il faut :remar'quer que l'on peut- taujmu:\\, BanS ·déter!JÙner 
les valeurs des coëfficients, acquérir une connaiS8ane~ exacte 
de la question" et de la marche natJIreUe' dU>lphénomène qui 
en est l'objet; lac~ération principale-est celle des mou~ 
~ments cJimples. 

6° Lorsque l'expr",sion cherchée eontient.Wle intégrale 
défioie, ,on détermine,les fonctions inconnues placées -sous 
le signe f, soit par les théorêmes qùe nous avons donnés 
pour exprimer les fonctions arbitraires en' intégrales défi .. 
nies, 50itpar un 'procédé plus comp06é, dont on trouven 
divers exemples .dans la seconde Partie. 

Cesthéorêmes s'étendent à un nombre quelconque de va­
riables. -Ils appartiennent en quelque sorte à -une méthode 
inverse d'intégration -définie: car ils servent à déterminer 
sons les signe. f et ~ de. fonctions incrulDue5 qui doivent 
être telles, que le résultat de l'iutégration soit llDeJonctiDD 
donnée. 

Les mêmes principes.appliquant,àdiverses autres ques­
tions de géométrie, de physique génémle, ou d~analyse, 
soit que les équations contiennent des différences finies ou 
'infiniment petites, soit qu'elles comprennent les unes et les 
autres. 

Les solutions que l'on obtient par cette métbode sont 
complètes, et con:~~tent dans des intégrales générales. Au­
cune autre intégrale ne peut 3voirplus,d'étendue. Les,objec­
tions qui avaient ,été proposées à ce sujet sont dénuées de 
tout fondement; il.serait aujourd'huisuperflude,les discuter. 

7" Nou.s avons dit que chacune de ces solutions' donn,e 
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l'équatùJn. propre du phénomène, parce qu'eUe le représente 
distinctement dans toute l'étendue de son cours, et qu'elle 
sert à déterminer facilement en nombre tous les résultats. 

Les fonctions que 1'011 obtient par ces solutions sont donc 
composées d'une multitude de termes, soit finis, soit iu6. 
nîment petits: mais 'la fonne de ces expressions n'a rien 
d'arbitraire; elle est déterlllinée par le caractère physique du 
phénomène. C'est poùrquoi, lorsque la valeur de la fonction 
est exprimée par une série- où iL entre des exponentielles re­
latives au temps, il est nécessaire que cela soit ainsi, parce 
que l'effet naturel dont on recberche If» lois, se décompose 
récilement en parties distinctes, correspondantes aux diffé­
rents termes de la ~rie. Ces parties expriment autant de 
mOUllements simples compatibles avec les conditions spé­
ciales; pour .chacun de ces mouvcments, toutes les temp.é­
-ratures décroissent en conservant leurs rapports primitifs. 
On ne doit pas voir dans cette composition un résultat de 
ranalyse dû à la seule forme linéaire des équations différen­
tielles, mais uu effet subsistant qui devient sensible dans les 
expériences. Il se présente aussi dans les questions dyna­
miques où l'on considère les cau!Jes qui auéantissent le mou­
ve~eut; mais il appartient nécessairement. à toutes les ques­
tions de la théorie dc la chaleur .. et il détermine la nature 
de la métbode que nous avons suivie pour les résoudre. 

La théorie mathématique de la, chaleur se forme, Iode la 
définition exacte de tous les éléments du calcul; 2° des équa­
tions différentielles; 30 des intégrales propres aux questions 
foudamentales. On peut arriver aux équations par plusieurs 
voies; on peut aussi obtenir les mêmes intégrales, ou ré­
soudre d'autres questions, en apportant quelque change-

7~ 
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. ment dans la marche du calcul. Nous pensons que cea re­
cherches ne constituent poiDt une méthode différente de la 
nôtre; mais elles confinnent et multiplient les résultats. 

9° On avait objecté, au sujet de notre 3ualyse, que les 
équations t..anscendantes qui détermÎnent les exposants, 
ayant des racines imaginaires, il serilît nécessaire d'employer 
lee terme$ qui en proviennent, -et qui indiqueraient dans 
une partie du phénomène le caractère périodique: mais 
cette objection n'est point fondée, parce que le. équations 
dont il s'agit ont en effet toutes leurs racines réelles, et 
qu'aucune partie dm. phénomène ne peut être périodique. 

100 On "avait allégué que pour réAoudre avec certitude les 
questions de ce genre, il est nécessaire de recourir dilns 
tous les cali à une certaine forme de l'intégrale que rOll dé· 
signait comme générale; et l'on proposait, a~ cette déDC; 

mination, l'équation (.,.) de l'article ~; mais cette di.<stiDCw 
tion n'est point fondée, et l'usage d'une seule intégnJe 
o'aurait pour effet, dans plusieurs C1lA, que de compliquer 
le calcul sans nécessité. Il est d'ailleurs évideot que cette iD' 
tégrale (T) se déduit de celle que nous avone donoée en '807 
pour déterminer le mouvement de la chaleur daw une ar­
mille d 'un rayon déterminé R; il suffit de donner à Rune 
valeur infinie. .. 

11 0 On a pensé que la méthode qui consiste à exprimer 
l'intégrale par une suite de tenues exponentiels., et à détel'" 
miner lea coëfficients au moyen de l!état initial, ne moot 
point la question relative à un prisme qui perd inégalemeot 
sa chaleur par ses deux. extrémités; ou que, du moins, il 
serait très~diJlicile de vérifier ainsi la solution que l'oD dé­
duit de l'intégrale (T) par de longs cRlculs. On reconnail11l 
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par un nouvel examen , que notre méthode s'applique di· 
rectement 'à cette question, et qu'il suffit mème d'une seule 
intégration . 

l!l° ~ous avons développé en séries de sinus d'arcs mul­
tiple .. des fonctions qui paraissent ne contenir que des puis­
sances paires de la variable, par exemple, ('os x . Nous avons 
exprimé par des suites convergentes ou en intégrales défi­
nies des parties séparées de diverses fonctions ou des fonc­
tions discontinues entre certaines limites, par exemple , celle 
qui mesure l'ordonnée dans un triangle. Nos démonstratioDS 
ne laissent aucun doute sur l'exacte vérité de ces équa~ 
tians. 

13° On trouve dans les ouvrages de tous les géomètres des 
résultats et des procédés de calcul analogues à ('fUX que 
nous avons employes. Ce sont des CRS particuliers d'une mé· 
thode générale qui n'était point encore formée , et qu'il 
devenait nécessaire d'établir pour connaitre , même dans les 
questions les plus simples, les lois mathématiques de la dis­
tribution de la chal~ur. Cette théorie exigeait une analysé 
qui lui est propre,et dont Qn élément priocipal est l'expres..: 
sion analytique des fonctions _séparées, ou des part~1 de 
fonctUJns. 

Nous eDtcndons parfonetio,&- séparée, ou partie defone­
tion , une fonction fz qui a des valeurs subsistantes, lor,s.. 
que la variable x est comprise entre des limites données, et 
doot la valeur est toujours nulle_, si la variable n'est p RS 

comprise entre ces limites. Cette fonction mesure l'ordonnée 
d'une ligne qui comprend un arc fini d'une forme arbi· 
traire , et se confond avec l'axe des abcisses dans tout If: 
reste de son cours. 
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Cette notion n'cst point opposée aux principes généraux. 
du calcul; on paun"ait mème en trouver les premiers fonde­
ment.5 dans les écrits de Danit'! Bernouilly, de Clairaut, de 
La Grange ~t d·Eull~r. Toutrfois on avait rl"gardé comme 
manifestement impo:->sible o'exPloimer en sùÎes de sinus 
d'arcs multiples, ou du moins en séries trigonométriques 
convergentes, une fOI1('t;oll qui' n'a de valeurs subsistantes que 
si celles de la variable SOllt comprises t'ntre certaines limites, 
et dont toutes les antres valeurs seraient nulles. Mais ce point 
d'analyse est pleinem,·nt éclaird, ct il demt'"ure incontes-. 
ta~le que les fonctioIl5s~parées, ou parties de fonctions, sont 
exactement exprimé-es paf des séries trigonométriquf's con. 
vergentt's, ou par d~s iutégralt's ddiflies Nous avons insÎo;té 
sur cette conséquence, dès l'origiue de nos recherches jus­
qu'à ce jour, parce qu'il ne s'agit point ici d'une question 
abstraite et isolée, mais d'une considération principale, in­
timement lipe aux applications les plus utiles, et les plus 
étendues. Ri~n ne nous a paru plus propre que les construc­
tions géon~étriquf's à démontrer la vé.dté de a'S nouveaux 
résultats, et à reudl'e scnsi!Jles les formes que l'analyse em­
ploie pour les exprimer. 

14° Les principes qui nous ont servi à établir la théorie 
analytique de la chaleur, s'appliquent immédi::..tement à la 
recherche du mouvement des ondes dans les liquides dont une 
partie a été .agitée. Ils donnent aussi celle des vibrations des 
lames élastiques! des surfaçes flt'xi!Jlf's tendues, des surfaces 
planes élastiques de très-grandes dimensions, et conviennent 
en gélléral aux questions qni dépendent de Ja théorie de 
l'élasticité, Le propre des solutions que l'on déduit de ces 
principes est de rendre les applications numériques faciles, 
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et de présenter des résultats distincts et M'nsibles, qui dé-' 
terminent réellement l'objet de la question, sans filire' d~pen­
dre cette conllaissRnce d'intégrations ou d't>liminatiotls qu'on 
ne peut effectuer. Nous regardons comme supel'flue toute 
transformation du résulti.lt du calcul qui ne satisfait point 
à ceNe condition principale. 

4'9' 
IoN ous présenterons maintenant divef'5es rrmarques 

concernant les équations différentielles du mouvement de la 
chaleur. 

Si deux molécules d'un meme corps sont eztremem~nt 
'VOisines et ont des températures inéGales} celle qu,' est la plus 
échauffée communique directement à l'autre pendant Un 

in.sfant une cerlaÙle quantité de chaleur,' cette quantité est 
proportionnelle à ladijft!rence e.xtremement petite des tempé_ 
ratures" c'est-à-dire que .si cette différence devenait double, 
triple, quadruple, el que toutes les autres conditions demeu_ 
rassent les mêmes, la chaleur communiquée serait double, 
triple, quadruple. 

Cette proposition exprime un fait général et constant, 
qui suffit pour servir de fondement à la théorie mathéma_ 
tique. Le mode de transmission est donc CODOU avec cer­
titude, indépendamment de toute hypothèse sur la nature 
de ta cause, et il ne peut être envisngé sous deux points 
de vue différents. Il est évident que la communication im­
médiate s'opère suivant toutes les directions, et qu'elle n'a 
lieu dans les fluides ou les liquides non diaphanes, qu'entre 
des molécules extrêmement voisines. 

Les équations générales du mouvement de la chaleur, 

, 
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dans l'intérieur des solides de dimensions quelconques, et 
à la surface de ces corps, sont des conséquences nécessaires 
de la proposition précédente. Elles 5'en déduisent rigoureu­
sement, comme nous l'avons prouvé dans nos premiers 'Mé­
moires en 18°7, et l'on obtient fl:l.cilement ces équations au 
moyen'de lemmes dont la démonstration n'est pas moins exacte 
que celle des propositions élémentaires de la mécanique. 

On déduit encore ces équations de la même proposition, 
en déterminant par des intégrations, la quantité totale de 
chaleur qu'une molécule reçoit de celles qui l'environnent. 
Ce calcul n'est sujet à aucune difficulté. Lés lemm.es dont 
il s'agit suppléent aux intégrations; parce qu'ils donnent im­
médiatement l'expression du flux, c'est-à-dire de la quan· 
tité de chaleur qui traverse une section quelconque. L'un et 
l'autre calcul doivent évidemment conduire au même ré­
sultat; et comme il n'y a aucune différence dans le principe, 
il ne peut point y en avoir dans les conséquences. 

20 Nous avons donné-, en 18, [, l'équation générale qui se 
rapporte à la surface. Elle n'a pas été déduite de cas parti­
culiers, comme on l'a supposé sans aucun fondement, et 
elle n'aurait pu l'être; la proposition qu'elle exprime n'est 
point de nature à être découverte par voie d'induction; OD 

ne peut pas la connaître pour certains corps, et l'ignorer 
pour les autres; elle est nécessaire pour tous, a6n que ré­
tat de la superficie ne suhisse pas dans un temps déterminé un 
chanGement t'nfini. Nous avons omis dans notre Mémoire les 
détails de la démonstration, parce qu'ils consistent seule­
ment dans l'application de propositions connues. Il suffisait 
dans cet écrit de donner le principe et le résultat, comme 
pous l'avons fait dans l'article .5 du Mémoire cité. 
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On déduit aussi de cette même condition l'équalion gé-
nérale dont il s'agit, en déterminant la quantité totale de 

_ chaleur que chaque molécule placée à la surface reçoit et 
communiqu~. Ces calculs très-composés ne changent rien à 
la nature de la démonstration. 

Dans la recherche de l'équation différentielle du mouve­
ment de la chaleur, on peut supposer que la masse n'est 
point homogène, et il est très-facile de déduire cette équa­
tion de l'expression analytique du Hux; il suffit de laisser 
sous le signe de la différentiation le coefficient qui mesure 
la conducibilité. 

30 Newton a considéré le premier la loi du refroidisse­
ment des corps dan. l'air: celle qu'il a admise pour-le cas . 
où l'air est emporté avec une vitesse constante, est d'autant 
plus conforme aux observations que la différence des tem­
pératures est moindre; elle aurait lieu exactement, si cette 
différence était infiniment petite. 

Amontons a fait une expérience remarquable sur rétablis­
sement de la chaleur dans un prisme dont l'extrémité est 
assujettie à une température déterminée. La loi logarith­
mique du décroissement des températures dans ce prisme, 
a été donnée pour la première fois par Lambert, de l'Aca­
démie de Berlin. MM. Bio.t et de Rumford ont {:on.6.rmé 
cette loi par des expériences. 

Pour découvrir les équations différentielles du mouvement 
variable de la ch~leur, et même dans le cas le plus élémen­
taire, comme celui du prisme cylindrique d'un très-petit 
rayon, il était nécessaire de connaitre l'expression maùlé­
matique de la quantité de chaleùr qui traverse une partie 
extrêmement petite du prisme. Cette quantité n'est pas seu-



592 THÉORIE DE LA CHALF.UR. 

lement proportionnelle à la différence des températures des 
deux sections qui lterminent la tranche. On proùve de la 
manière la plus rigoureuse qu'elle est aussi en raison inverse 
de l'épaisseur de cette tranche, c'est~à-dire, que si deuz 
tranches âun même prisme étaient inégalement épaUses, et 
que pour la première, la différence de.r températures du 
deux bases fut la même que pour la seconde, les quaruités 
de chaleur qUt" trayersent ces 'tranches pelldant le meTne in­

.dant, seraient en raison iw.'erse des épaisseurs. Le lemme 
précédent ne convient pas' seulement à des tranches dont 
l'épaisseur est infiniment petite; il s'applique à des prismes 
d'une épaisseur quelconque. Cette notion du flux est fon­
damentale j tant qu'on ne l'a point acquise, on ne pent se 
former une idée exacte du phénomène et de l'équation qui 
l'exprime. 

Il est évident que l'a'ccroissement instanta.née de la tem­
pérature d'un point, est proportionnel à l'excès de la quan­
tité' de chaleur qlle ce point a reçue, sur la qUantité qu'il a 
perdue 1 et qu'une équation différentielle partielle doit expri­
mer ce résultat: mais la question ne consiste pas à énonrer 
ceUe proposition, qui est le fait lui-même; elle consiste à 
former réellement l'équation différentielle, ce qui exige que 
l'on considère ce fait dans ses éléments. Si au Heu d'em­
ployer l'expression exacte du flux de chaleur, on omet le 
dénominateur de cette expression 1 on fait naître par cela 
même une difficulté qui n'est nullement inhérente à la ques.­
tion; et il n'y a aucune théorie mathématique qui n'en pre. 
sentât de semblables, si l'on commençait par altérer le prin­
cipe des démonstrations. NQ.n-seulement on ne peut former 
.ainsi une équation différentielle: mais il n'y a rien de phu 
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opposé à une équation, qu'une proposition de ce genre, où 
l'on exprimerait l'égalité de quantités qui ne peuvent être 
comparées. Pour éviter cette erreur, il suffit de douner quel­
que attention à la démonstration et aux conséquences dn 
lemme précédent (art. 65, 66, 67, et art. 75). 

4° Quant aux notions dont nous avons déduit pour 4t pre~ 
mière fois les équations différentielles, elles sont celles que 
les physiciens ont toujours admises. Nous ignorons si quel­
qu'un a pu concevoir le mouvement de la chaleur, comme 
étant produit daDs l'intérieur des corps par le seul contact 
des surfaces qui séparent les différentes parties. Pour nous t 
une telle proposition nous paraitrait dépourvue de tout sens 
intelligible. Une surface de contacrne peut être le sujet d'au­
cune qualité physique; elle n'est ni ét-hauffée, ni coloree, ni 
pesante. Il est évident que lorsqu'une partie d'un corps 
donne sa chaleur à une autre, il y a une infinité de points 
matériels de la première, qui agissent SUI' une infinité de 
points de la seconde. Il faut seulement ajouter que dans 
l'intérieur des matières opaques, les .points dont la distance 
n'est pas très-petite ne peuvent se communiquer directement 
leur chaleur; cene qu'ils s'envoient est interceptée par les 
molécules intennédiaires. Les tranches en contact sont les 
seules qui se commu-:tiquent immédiatement leur chaleur, 
lorsque l'épaisseur de ces tranches égale ou surpasse la dis­
tance que la chaleur envoyée par un point, parcourt avant 
d'être entièrement absorbée. Il n'y a d'action directe qu'entre 
les points matériels extrêl}1ement voisins, et c'est pour cela, 
que l'expression du flux a la forme que nous lui attribuons. 
Ce flux résulte donc d'une multitude infinie d'actions dont 
les effets s9ajoutent; mais ce n'est point pour cette cause 

75 
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soient l'egardés comme ayant la même température, il ne 
s'ew':lit pas que l'on puisse faire a~stractioll des dimcn-

-sions de la section, et étendre à d'autres prismes les çonsé­
quen<:eS qui ne conviennent qu'à un seul. On ne peut point 
formel' l'éql)a;tion exacte sans expri~er Cette relation entre 
l'éteDdue de la section et. l'effet produit à l'extrémité 'du 
prisme. 

Nous ne développerons pai davantage l'examen des prin .. 
cipe.l qui nOU6 ont conduit à la connailisance des équatjons 
difTérentielle~ ; nous, ajoutons seulement que pour porter 
un jugement approfondi sur l'utilité de ces principes, il faut 
aussi considérer dei questions variées et difficiles: par exem­
ple,ceUe que nous allons indiquer, et dont la ioIutio.D man­
qlllit à notre théorie, ainsi que nous l'avions fait remar~ 
'iller depuis long.temps. Cette question consiste à former les 
éqoations différentielles, qui expriment la distribution de la 
chaleur da ilS les liquides eo mouvement, lorsqUe toutes les 
molé.ule • .ont déplacées par de. forces quelconque., com­
binées avec les ch8l18em~nts de température. Ces équations 
que nous àvons données dans le cours de l'année 18:10 , ap • . 
partieuDeDt à l'hydrodynamique générale; elles complètent 
cette branche de la mécanique analytique. 

430. 
Les différents corpa joui8sent très~inélJalement de cette · 

propriété que le& physiciens ont appelée conductibilité ou 
wruWcwilité, .'esl·à-dire de 1. f""lllté d'admettre 1. chaleur. 
et de la pt'opager dans l'intérieur des masses. Nous n'avoua 
point changé ces dénominations, quoique elles ne nous pa· 
raiasent point exactes,. L·une et l'autre, et sur-tout la pre-

75 . 
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mièl'e 1 exprimeraient plutôt, selon toutes les analogies, la 
faculté d'être conduit que celle de conduire. 

La chaleur pénètre avec plus ou moins de facilité -la su­
perficie des diverses substances, $(Jil pour s'y introduire ,soit 
pour en sortir t et les corps sont inégalement perméables à 
cet élément,c'cst-à-dire qu~il s'y propage avec plU8 ou moins 
de facilité, eD passant d'une molécule jntérieure à une autre. 
Nous pensons que l'on pourrait désigner ces deux propriétés 
distinctes par les noms de pénétrabilité, et de p.,.,,,lahilité. 

Il faut .ur·tout ne point perdre de vue que la pénétrabilité 
de la surface dépend de deux qualités différentes: l'une est 
relative au milieu extérieur, et elprime la facilité de la 
communication par le contact; l'autre consiste dans la pr0-

priété d'émettre ou d'admettre la cbaleur rayonnante. Quant 
à la perméabilité spécifique, elle est propre à chaque suJ>. 
stance, el indépendarite de l'état de la superficie. Au reate, 
les définitions précises sont le vrai fondement de la tbéorie; 
mais les dénominations n'ont point, dans la , matière que 
nous traitons, le même degré d'importance .. 

43J. 
On ne peut poiut appliquer cette dernière remarque aln 

notations, car elles contribuent beaucoup aux progrès de la 
science du calcul. On ne doit les proposer qu"avec réserve, 
ni les admettre qu'après un long examen. Celle que DOua 

avons employée se réduit à indiqu.er au-deaaou8 et au-dessw; 
du signe d'intégration fIes limite~ de l'intégrale, en écri­
vant immédiatement après ce signe, la différentielle de la 
quantité qui varie entre ces limites. 

On. se sert aussi du signe "I pour e~primer la somme 
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d'un nombre indéfini de termes qui dérivent d'un terme 
généra}, où l'on fait varier l'indice i. Nous plaçons cet indice, 
s'il est nécessaire, au-t1evant du signe, et nous écrivons la 
première valeur de i au-dessous, et la dernière au-dessus. 
L'emploi habituel de ces notations en fera connaitre toute 
l'utilité, principalement lorsque le calcul des intégrales dé­
finies devient composé, et lorsque les limites de l'intégrale 
soot elles-mêmes l'objet de ce calcul. 

4h 
Les résultats principaux de notre théorie sont les équa­

tions différentielles du mouvement de la chaleur dans les 
corps solides ou liquides, et l'équstion générale qui se rap­
porte à la surface. La vérité de ces équations n"est point 
fondée.. sur une explication physique des effets de la chaleur. 
De quelque manière que l'on veuille concevoir la nature de 
cet élément, soit qu'on le rega~e comme un être matériel 
distinct, qui passe d'une partie de l'espace dans une autre, 
soit qn'on fasse consister la chaleur. dans la seule tranSmis­
sion du mouvement, on parviendra toujours aux mêmes 
équations, parce que l'hypothèse qu'on aura formée doit 
représenter les faits généraux et simples, dont les. lois. ma­
thématiques sont dérivées. 

La quantité de chaleur que se transmettent deux molécules 
dont les tempéra~res sont inégMes, dépend de la différen·ce 
de ces températures. Si. Ja différence est infiniment petite, il 
est certain que la chaleur communiquée est proportionnelle 
à cele différence; toutes les expériences concourent à dé­
montrer rigoureusement cette proposition. Or pour étahlir­
les équations différentielles dont il s'agit, on considère seu-



5!)8 THEORIE DE LA CHALEUR. 

lement l'action réciproque des molécules in6niment voisines. 
Il n'y a donc aucune incertitude sur la forme des équations 
qui se rapportent à l'intérieur de la m.sse. 

L'équation relative il la surface exprime, comme nous 
l'ayons dit, que le flux de la chaleur\ dans le sens de la nor. 
male et -à l'extrémité du solide, doit avoir la même valettr, 
l5oi~ que l'on calcule 1'8c~ion mutuelle des molécules do so­

lide, soit que l'on considère l'action que le milieu exerce SUI' 

renveloppe. L'expression analytique de la première valenr 
est très-simple, et exactement connue j quant à la seconde 
TIlleur, elle eat sensiblement proportionnelle .1 la tempéra­
ture de la surface, lorsqne l'excès de cette température sor 
celle du milieu .. t une quantité • .se> petite. Dans les alllr .. 
cas, il fant regarder cette seconde valeur comme donnée par 
one série d'obset'Vations; elle dépend de l'état de 1ft superfi .. 
cie, de la pression et de la nature du milieu; c'est cette 
valeurobsenéequi doit former le second membre de "éqt!a .. 
tion relative à la surface. 

Dan! plusieurs questions importantes, cette deI uièJ e équa­
tion est remplacée par une condition dorme:e, qui exprime 
l'état ou consta.nt, ou variablé, ou périodique de la super­
/lcie. 

433. 

'Les équations différeDtidf,,~ du mOOinmem œ .. ch ..... r 
sont des cOIlBe:qtIenœs mathématiques lIIlalOfJUti aux éql1l­
tiona générales de l'éq_Uibre et du mouvement, et qIIi dé­
rivent, comme eUes, des faits natm'el. les plu, oœatals. 

Les coë1iticienu c, A, l, qui entrent dan& ces éqnatioœ, 
doiyent être considérés, en général, comme des gn.ndeG1"6 
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.. anables, qui dépendent de la température, ou de l'état des 
corps. Mais daol l'application aux questions naturelles qui 
noui intéreMeDt le plus, on Peut .ttribuer à ces cot!-fficients 
des valeW"S &eJlaiblewent con,lomes. 

Le premier coëfficient. c vuie très ~ lenlement , à me6ure 
que la température s'élèye. Ces changemeutll. .Mlnt presque 
in6ensibles dans \ln intervalle d'environ trente d('gré8~ Une 
8uite d'observations précieuses, due5 à MM. les professeurs 
Dulong et Petit, iodique que cette valeur de la capacité 
spécitique crott fort lentement avec 1a température. 

Le coëfficient h, qui mesure la pénétrabilité de la surface, 
est plui variable, et le rapporte à un état très-composé. Il 
expi.me la quantité de chaleur communiquée au milieu, &Oit 
par l'irr~diation 1 lOit par le contact. Le calcul rigoureux de 
cette quantité dépendrait donc de la question d'u mouvement 
de la chaleur daDi les milieux liquides ou aérifo'nnes. Mais 
]or&que l'e:r.cès cie température est une quantité 05.8e'l. petite, ­
le. observatiom prouvent que la valeur du coëfficieut peut 
être regardée comme constante. Dans d'autres cas, il est ta­
cile de déduirc des expériences connues une con-ectÎon qui 
donne au résultat une exactitude suffi5ante. 

On ne peut douter que le ooëfficient A, mesure de la per­
méabilité, ne soit sujet à des variations BtDBible!i j mais on 
n'a encore fait, sur ce aujet important, aucune Buite" d'expé. 
rienees propre8à DOUS apprendre comment la facilité de cou­
duire la cbttleur change avec la température et avec la prE's­
sion. Ou voit par les obseM'ations, que cette qualité peut 
être regardée comme constante dans une assez grynde partie 
de l'échelle thermométrique. Mais ces' même8 ~bservation6 
nous porteraient à croire que la valeur du ('oëfficient dont il 

, 
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s'agit, est beaucoup plus changée par les accroissements de 
température, que celle de la capacité spéci&que. 

Eofin la dilatabilité des solides, ou la dilpœition l aug­
menter de volume, n'E"St point )a même à toute.. les tempé­
ratures : mais dans les questions que nous ayons traitées, 
ces changements ne peuvent point altérer d'une manière sen­
sible !a pt'écision des résultats. En général, dans l'étude des 
grands phénomènes naturels qui dépendent de la distribu­
tion de la chaléur, on est fondé à regarder Comme con­
stantes les valeurs des coëfficients. Il est d'abord nécessaire 
de considérer sous ce point de vue les conséquences de la 
théorie. Ensuite la comparaison attentive de ces résultats 
avec .ceu~ . d·elp~rieoces trës--précises, fera connaitre quelles 
sonlles corrections dont on doit faire usage, et l'on donnera· 
B;UX recherches théoriques une extension nouvelle, la mesure 
que les oJ)servations deviendront plus nombreuses et plus 
exactes. On connaîtra alors quelles sont les causes qui pour­
nieDt lDodifier le mouvement de la chaleur dans l'intérieur 
des corps, et la théorie acquerra une perfection qu'il ~nUt 
impossible de lui donner aujourd'hui. . 

La ~haleur lumineuse, ou celle qui accompagne les rayons 
de lumiÈ're e~voyés par les corps enHammés, pénètre les 
solides et les liquide~ diaphanes, et s'y éteint progressive­
ment en parconrant un intervalle de grandeur sensible. 

On ne pourrait donc point supposer, dans l'elalDen de ces 
questions, que les impressions directes de la chaleur ne se 
porte'nt qu'à une distance extrêmement petite. Lorsque cette 
distance a une valeur finie, les équations différentielles pren­
nent une forme différente: mais cette partie de la théorie ne 
présenterait des applications \lliles qu'en se fondant sur des 
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connaissaDces expérimentales que nous n'avons point encore 
aequises. 

~ Les expériences indiquent que , pour les températures 
peu élevées, une portion extrêmement faible de la chale, .. 
obscure jouit de la m~me propriété que la chaleur lumineusei 
il est vraisemblable que la distance où .se portent les impree. 
sions de la chaleur qui pénètre les solides, n'est pas totale­
ment insensible" et qu'elle est seulement fort petite: m.ais 
cela n 'occasÎone aucune différence appréciable dans lei résul­
tats de la théorie; ou du moins, ces différences ont échappé 
jusqu'ici à tOl.lte& les observations. 

FIN . 

• 
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ptilD~ par l'équation ~ e=b-a.aj a el li IOnt les tem­
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ulle IU~ ", 'maintenue à la température «, est e.lprimée par 
l'équatioo .uiullWl : 

. . p 
1'1 - 11=(<<-11) -p' .+ 

La .. leur de P est ~. Ci + ~ + ~). 1ft en la (empt!rature 

de r.ir Întér,ieur, Il la température de l'air nlêrieur t S, h, H 
melW'e1It respecLÎnment l. pénétrabilité de la IUrface 4cbauffée ., 

celle de 1 •• uri'ace intérieure de l'enceinte St et ceUe de 1. surface 

extérieuzeS, e eU l'épai~.eur de l'cnceÎlüe, et K $a conducihililé 
propre. 

Au. 85, 86. 

72. CODMqu'~c", remarquables de l'équation précédente. 

Au. 8" 88, 89,90,9" 

,5. Maure de 1. qUaMité, cie .haleur néceUl.ire ponr relenir il une 
te1ll.pénlU1"8 constante un corp' dont la surface est slip. rée de 
l'air extérieur par plusieurs enceintes suœessiTes. Effets remar~ 
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quabIes de la lépl.ration des SD~.ces. Ces coDléquence8 s'appli­
quent à des questions très&Vl.ri~. 

SECTION VII. 

Du mouw:ment un!forme de la cluJkur suivant Us troù dimensions. 

Au. fP et 93. 

83. Les température5 permanences d'un solide compriJ entre si1 pl~lIs 
rectangulaires sont exprimées par l'équation 

"ZI=A + (lX + hy+ca. 

x,y, ~ $Ont les coordonnées d'on poiDt quelconque, dant Ve5l 

la temperaturej A, a, b, c sont del! nombres con.tantl!. Si Les 
plans extrêmM IIOnt retenus par des eIIU'es quelconques à des 
températutel fh:e:5 qui II.tiafoot à l'équation pricédente, le 'ys­
tème final de toutes lu températures intérieW'fS aen exprimé pu 
la même équation. 

AB'!. 94, 95. 

86. Mes.ure du Bus de chaleur dans ce prisme. 

SECTION VIII. 

Mesure du r1WUIJement ~ la chaleur en lUI. poinl dolW d'IUU 

ma.ue soliJe. 

A ..... 96,9',98,99' 

89- On suppose que le syslllme Tari.ble des températures d'un solide 
est exprimé par l'équation 'V=F(:e, y, z, t)l où v dé. 
signe la températuTe qu.e l'on ob.serVetait ap .... le temps écoulé t, 
<lU point dont le. COOTdonnéft lont or,.7"., z, et l'on forme l'el· 

pression analytique du Bux de chaleu~ cbn5 l'intérieur du solide, 
51livlnt une direction donnée. 
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95. ApplicalioD du thik>nme précédent au cas oil la fonction F est 
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e . 00.. x cos.j oos. %. 

CHAPITRE II. 
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A_TICIo.S lOI! 102, 103, 104,105. 

99. Le mouvement variable de la chaleur dans rarmille, est elpl·imé 
par l'équation 

d'iJ K d'I) hl 
(îl=C-:-Jj' h-- C.D.S· v. 

L'arc ~ muure J. di.tance d'une tranche l l'origine 0j" est la 

température que ceUe tranche at:qllierl .pm le temp' écoulé t j 

K, Ct D, h .ont des coefficients spécî6ques; S el! la surface de 
la section, dont la rê-tolution engendre J'anneau; l est le contour 
de cene HCtiOD. 

An, 106, 10' , 108, 109 , no. 

103. Les tempél'atures des poiots placés l égales distance. sont repréa 
.entées pv let termes d'une série récurrente. L'observation des 
températures ."., V.! v" de trois points consécutifs, donne la 

A 1)+"11 
mesun:dunpportK:ona' l 'l,~'-'lf'l+I=o.et 

v. 

i= ~ (>.I~!~~eY'· La distance de deuI points consécutif. ~t 
).) el log ... 811 le logarithme décimal d'une des deu. nleuts 
de Col. 

77 
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SECTION Il. 

106. x désignalll le rayon d'une couche quelconque, le mou'Jement de 

la chaleur dans la sphère es. expriAté par l'équation 

dv K (d'-v :1 dv 
dt -c.n' rz.+ ;'Tz), 

Aar, 114, 115, 116, 117, 

108. Conditions relatives il l'état de la surfilee et à l'état initial du solide. 

SECTION Ill. 

F:'}uation du mouvement varié d~ la cluJelV dans un cylindre loliJe. 

A:II.'r. 118. 1 r9. 120. 

Il:1. Les températures de ce solide IIOnt d~terminéel par trois éqwtions-j 

l'une se l'apporte atlJ: températures intérieures J la seconde ex­
prime r ... t co.tinuel de la surfaoe, la tnJi,ibme nprime l'él.u 
initial du solille, 

SECTION IV. 

E'}uatioll du 1110U"~~,,t uniforme @ la clu:Udu dOllJ lUI prisme 
lo/ide d'uIU w~ur irifinie. 

AIIT. 121 J 13:1 j ll3. 

Il.4. Le '1at~mr dt:'8 \elllfén.tures fwIs satisfait à r.atioa 

d'v J'v d'v 
;r.;;+ dy' + dT.' =0; 

v est I:t températured'un point dont les cordonnées sout x,)'. z. 

An. n4. 135. 

117, Equation' rel •• j'Je il l'$t de la wrr-œ et il oelu.i de la premjè~ 
tranche. 
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SECT ION V. 

A.T. 1:016, 1:017, n8, 129, .30, 13r. 

Le système des tempén.wres .ariables ett déterminé par trois éq~a­
ti.ODS j l'une eJ.prime l'état intérieur, la seconde se rapporte à 

l'état de la surface, el la troisième eJ.prime l'état initial. 

SECTION VI. 

Equation sénérale de la propagaLion de la chaleur dQIU l'ilttùieur 
des solide. 

A_T. 13:01, 133, 134, 135, .36, 13" 138, 139. 

124. Démonstration élémentaire des propriétés du mOIl"ement uni­

forme de la chaleur dans un solide compris entre six plans rec­
tangulaires, les températures con5tantes étant exprimées. pu 
l'équation linéaire 

"V=A-ax-by-cz. 

Les températures ne peuvent changer, parce que chaque point 
du solide reçoit autant de chaleur qu'il en donne. La quantité 
de chaleur qui traverse, durant l'unité de temps, un plan per­
pendiculaire à l'axe des z est la même en quelque point de cet 
axe que puse le plan. - La valeur de ce flux commun est celle 
qui aurait lieu, si. les coefficients a et b étaient nuls. 

Au. 140, 141. 

13 .. Expres.!Jion analytique du RUJ: dans l'illtérieur d'un solide quel­
conque. L'équation des températures étant "V=/(:r:,.r~ ::, e) la 

fonction - Kw . ~ exprime la quantité de chaleur qui traverse, 

pendant l'instant dt, une aire infiniment petite w, perpendicu­
laire à. l'aJ:e des z, au point dont les coordonnées sont x, y, z, 
et dont la température est 0 après le temps écoulé t. 

77· 
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134. Il est facile de déduire du théo~me précédent, l'équation générait' 
du mou"cment de la chaleur, qui est 

dv K 
dï=C.D· (AE) 

SECTIo'N VII. 

Équation gé";ral~ r~l4li"e à la surface. 

ART. 146, 14,., 148, 149, 150, 151,152,153,154. 

J 38. On demoDtre que les températures variables des points de la sur­
face d'un corps qui se refroidit dam l'air, satisfont à ceUe équa­
tion : 

dv dv dv h 
m·d:c +n. dy +P'Tz +1:. 11'1=0, mdx+nd.r+pdr.=o 

étant l'équation différentielle de la surface qui termine le solide 1 et 
, 

q titant égale à (m'+n'+p3)'. Pour découvrir cette équation, 

on considère UDe molécule de l'enveloppe qui termine le solide, 
et l'on e:a:prime que la température de cet élément ne cbange point 
d'une grandeur finie pendant un instant infiniment petiL Cene 
condition a lieu et continue de subsÎ.!jter aprèi que l'action régu­
liere du milieu s'est e:a:ercée pendant un instant très-petit. - On 
peUl donner à l'élément de l'enveloppe une forme quelconque. 

Le cas où ceUe molécule est formée par des sections rectangu­
laires offre des propriétés remnquables. Dans le cas le plus 
simple, qui est celui où la baie est parallèle au plan tangent, il. 
vérité de l'équation est évidente. 
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SECTION VIII. 

Applicalwn des e'quatioll$ gén.lraleJ. 

An. 155, 156. 

En appliquant l'équation générale CE) au cu du cyli~dre et de la 
sphère,on trouve les mArnes équations que celles de la section lU 
et de la section II de ce chapitre. 

SECTION IX. 

Remar'l~1 génùales. 

An. 157,158,159, 160, 16[, 16:1. 

15.::1. Considérations fondamentales sur la nature des quantités x, t, v, 

k, h. C, D, qui entre-ot dans toutes les e](p'res~ions analytiques 
de la Théorie de la chaleur. Chacune de ces quantités a un ex­
posant de dimension qui se rapporte à la longueur, ou à la 
durée, Olt à la température j on trouve ces expos.ans en fai sant 
varier les unité, de mesure: 

CHAPITRE III. 

Propagation de la chaleur dans .un solide rectangulaire 
infini. 

SECTION PREMIERE. 

Exposition de la 'l~ttion. 

AIlTICr..ZS 163. 164,165,166. 
' ..... 
159' Les températures constantes d'une laIDe rectangulaire comprise 

entre deux Ir~tes parallèles, infinies, retenues à la température 0, 

. ,_ 1" . d''/) d'v 
sont exprlmlCg pu equabon dx' + tJ? =0. 
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Au, .67, .611, ltip, '70, 

On coruidère l'état de cette lame à une distance fIltremement grande 

de L'arête transversale, le rapport de!J températ~ de dau 

points, dont XI' )', et z,,)' IOnt le!! coordonm!a, change à 
mesure que la valeur de)' augmente j ZI et x> CODSe'l'nnt lems 
valeurs re5pectives, Ce rapport a une limite dont il approche de 
plw en plus 1 et lorsque)' est in6nie, il est exprimé par le pro· 
duit d'une fonction de Z et d'une fonction de J' Cette remarque 

suffit pour découvrir la fona, génénle de v. saToir : 

;;;1 

11 est facile de connaitre comment le mouvement de la chaleur 

s'accomplit dans cene J.au.e. 

SECTION Il. 

P"emùr exempk de l'usO{JlJ des séries trigonomitriques dans la théorie 

dt la c/ud.41l". 

An. 171, 17:1, 173, 174, 175, 176, 177, 178. 

167' Recherche des cQëfficients dans l'équation 

1 =acos.z+ ~cot. 3x+c cos. 5x+dcos'7z +, etc. 

On en conclut 

ou 

1 4 i+1 Q,=. '-(-1) , 
• :Il J or 

~ 1 J 1 
4=OOS'X-3 COS. 3.%'+5 cos. 5% -'7 cos. 7%+. etc. 
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SECTION Ill. 

"-1", 
177, Pour trouvel' la valoor de la série qui forme le se(:ond membre, 

on suppose que le nombre m des termes e&t limité 1 et la série de. 
vient une fonction de .r et m. On dé'f'eloppe cette fonction selon 
Irs puissances l'éciproqoes de m. et l'on fait m infini. 

Au .• 8:1, 183, 184_ 

180. On applique le m~me procedé à plusieurs autres séries. 

Au. 185, 186, .s" 188. 

184. Dans le dé.veloppement précédent, qui donne la nlel,lr de la f~nc. 

tian de .r et de m, on détermine rigoureusement les limites 
dans le~queUes 6t comprise la IOlllme de tous les termes, à 

partir d'un terme donné. 

br. 'il9. 
189. Procédé trèJ-simple pour former. la série 

. x· (-'j' (- - ) 4=-~~'cœ. jii--J.x,· 

SECTION IV. 

&i' .' 

Au:. 19°, 191. 

190' Expression analytique du mou:vement de la chaleur dans la tahle 

rectangulaire i, il 5,e décompoae en mouvements simple5. 

AB.r. 1911, ISla, 194 ,195. 

193. lfIeSUl'e de la quantité de dhllJeur qui traverse une arête parallèle 
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~\l perpendiculaire à la bue. Cette expreuion du HUI suffirait 
pour vérifier la solution, 

Au, 196, '97,198,199' 

19" Conséquences de oetœ aolution. La table rectangulaire doit êtn: 
considérée comme faisant partie d'on pl.n in6ni; la aolulion el· 

prime les tem pératures permanentes de lou.les pointa de ce plam. 

A_T. :100, :301, :10:3, :103, "04. 

:100. Ou démontre que la question proposée D'admet aucune autre soit.· 
,ion différente de celle que l'on "ient de rapporter. 

SECTION V. 

Expression finie du risultat d. tG SOIUhOli. 

Au. :105 1 :.1.06. 

207 . La \empérature d'un pelint de la table reet.lngulaire, donc 1 et l 

sont leJ coordonnées, en ainsi uprimée 

210. 

~ ('''''"T) - v=arc. tango '. , " e -e 

SECTION VI. 

A_T. 207, :108, 209,210, :li Il , :U", :1113, :114. 

On obtient ce développem~t en déterminant l~ nleun des eoèf· 
6cienu inconnus dans les équa&ioDi .ui.v.nte.; dont le nombre 
est in6ni 1 

A=a+:3 6+3 c+4 d+ etc. 
B=a+:3 16+ 3'c+4'd + etc, 
C=a+2'6+3 J c+4 5d+ etc. 
D=a+,,'lt+3 1c+47d+ etc. 

etc. etc. 



p ..... 

DES IIIIA.TltRES. th, 

Pour résoudre ces équations,. 0:11. .nppose d'abord que le nombre 
des équations e~t m, et qu'a y il seu18~eDt un n;ombre III ~'~~ 

connues a, h, c, d, etc. ell. omeu.nt tous les termes lIubsé­
q,uents. On détel'l(li~e IelI'Înconnue!!l pour. Qne certaine vala.u'·du 

'nombre m,. ensuite on:atlpeote succeMivement ~tte .... leur·de 
m, et 1'00 cherche la limite .dont s'approchent continuellement 
les valeurs dei coëfficients; ces limites sont lee: quantités qu'il 
.'agitde déteMniner.-~n des •• b,un de a,:h, c~dj e,etc . 
.lorsque m est infini. 

A"T. ::u5, ,21.6. 

u6. On dével()p~ Mua- la forme ' 

uS. 

asin.%+hsin,2%+cain.3,z:"'+dsin.4x + etc. 

la frac,tion f%, que 1'00 suppose d'abord 
puluaDces impaires de r, \ 

\ .A.T. 217, ~S. 

ne couteoir que dei 

ExpressioD ctitféreot6 de ce malll.. dé ... eloppement.' ApplicatiOll à la 
< -< 

fonction e _e • 

A"T. 219, 220 J 2:l1.(. 

»J. La ,(QllcUon 'l~0'JUO fol:' peut ~ dévclopp4t: L\PlII eeti4 fOl'me: 

~uin..r+ d.llin. !l.2l'+ a', siD. 3x •. .. +4; .iD.;2' -+- etc • . . 
\ La valeur du coëlfici.eot génml do;. est r;.jdxfzsi.n.iz .. OD ea 

• 
conclut ce théorème l.1'è&o-simple: 

• • • 
;=SilJ.zj(P.I.,«.siD.a.+.in. 2Z .jJ"ffl.àn. 2*+IIiP.,3zf.,.sin. i« + ttc. 

• • • 

•• 
o 

,8 
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'" A.T. jI:t::ll, ~123. 

23,. Application de ce th40~ine; o~ en dEduit cette serie remuquable: 
_d 

. '. 4., .6. 8. 
-col,X:::::-3UR . .t:+-3 5sm."x+5-sm.,x+ -.m.9x+ etc. 4 . '. 1. • ., ',9 

::a3g. SecoIJd theorême '\Ir le dé .. e1oppement des {ooctiou. en .t:ries tri­
gonométriques : 

• 
cos. lx f d'«COI.i«~ 

i .. _oo o 

Applications; on en conclut cette ,érie rem~quable: 

J. 1 COS. :t X cos. ,4x- 003.6.r 
- .... 1I18.X=----------
2. :t 1.3 3.5 5.1 =""'='-->'( 8:::",,,,} - etc. 

'·9 
Au'. 226, n" 228, 229, ::a30. 

243. Les thèo~mes précéJents· s'appliquent aux fonction. discontinues, 
et· résolovei1t les 'que!ltit:ins 1{Ui, s.r. som. ~I~ftes ('rrrr l'analyse de 

Daniel. BernouiUi !ians. le probMIII8 des corda 9ibrantes. - La 

nleur de La .érie 

sin.x .sin.nrs. a. +; sin. ::1 x .sin . .,erl.::I a. + isin. 3.r .sin. ven.-3« + etc. 

est ~ "', si l'on choisit pour x une quantité plw grande que 0 , 
ct- moitldre que,,, e.t .la valeur de la série- eQ o. si .r eu nue 

quaDtj~é quelconque comprue 'entre Il et ~11'. Application l d'au· , 
tres exemples remarquables; lignes courbes ou surfacee qui le 

cOD{ondent dllna ·une partie de lour coun t et diffèrent dana toutes 
let autre' partie,. 
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"- AllT. ~31, ~3:.1, ~33. 

~5o. Une (onction quelconque F x peut .ltre déTeloppée k1U5 cette forme: 

(
a, cos.;c + a~ cos. ~;c + as COi. 3z + a, ooa. 4.:r + etc. 

Fx=A+ b· b· • . 3 •. ,sln.x+ .&ID.!IIx+I»Sln. x+u,sm.4z+etc. 

Chacun des coëfficienta elt une intégnle définie. On a en gé­
nénJ 

+ • 
.... j= f dxFxcos.iz -. 
+" 

et ... b
i
= f dxF.:r •• in.ix. -. 

On forme ainsi ce théo~nie 'géD~ta1, qui cat un des élémeo.tI. 
principaux de notre analyse: 

i=+_ +w +. 
2.F~.=;: l (COJ.iZ f d«Ffl cos. ic:t+ sin. iz f tIœFœ.sin.iIX), 

;:::__ -'Ir -". 

i=+_ 

ou 2. Fx= .I. 
i=-.. 

... f tIIXFIX C06. (iX-J'IX). -. 
An. d4. 

2056. On doit reguder tomJDe ~ti."'.lIIentarbitrajrellell v'aleu:rs de' x, 
qU:i répondent au:r. nleun de.:r compriset entre·-' ... et + .... 
00 peut auui choÎlir pour z ~ellimitell quelconques. 

358. Remarques diven~ 
gODom~iques. 

Au. ~35. 

"ur, J'Ulage du dé.1'eloppementB en ,séries a"Ï-
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oppolés est la mfme, quelle que ~oit 1. -poMtion du diamètre. 

EUe équivaut à la t~~rature moyenne. - Dans l.-tI:aque mou • 
• ement _impie, la eirconférence est di"i~ l'iU' des nœuds équi­

distants. Tous ces -mounments partiels dispuaisset1t progresai­
vement, exçep&é le prelllier j et en génénl la chaleur distribuée 
dans le solide y arrecte une disposition résulière, indépondante 
de l'état initial. 

.SECTION Il. 

Aa:r. ~4" 248, 249, ~50. 
~8~. De la communicati.on de la chaleur entro deu.x'JJla~ ,:t;Kpreuieu. 

des températures variables. Remarque sur la 't'8leur du coër&. 
aent qui mesure la tonducibilité. 

Au. 251, 252,253,254,2.55 .. 

:.8,. De la communication de la cbalea,r entre .... 1p~1 d~oultes, ran_ 
gées. en ligne droite. Expr.tMioQ 4, ~ ~m~a1&lr, YA.illble de 
chaque massej elle est donnée PP!" J,(.Q.e .fonctwn du. quopt écoulé 1 

du ooëC6cient qui mesure la conducibilité , et de toutes les telI\­
péntures i.nitiales regatdèescomme arbitraires. 

Au. 256, 25, . 

.196. Conséquences remarquables de' cette "!lol~tion. 

ART. :158. 

~98. AppliéatioD lU cas où le nonlbre des nta$ses .esI: inlini. 

Au. '259, 260, 261, 262, 263, 564,2'65,266. 

300. De la communication de la chaleur entre ri masses disjointes rangées 
circulairement. Équations dirrérenüelles propre. à la question 1 

intégration de ce. équations. L. température variable de chacune 
des maJ5e5 est el.primée en fooction du coefficient qui mesure la 

coaducibililé, du lemp. qui 5'eat écoulé depuÎ.5 l'instant où la 
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cqmmunic:atioo a commencé, e~ de toQ~6S ~ températura iD!­
tiale.s qui IOnt arbitr:aires: mai. pour connaiulI!! enûêrerneDt ca 
{oDctions, il est néceaNire d'eff«tueT l'tllimlaat.Îon d~ coet6-

cleo", 

An. 3S" 368, 3fi9, ::170, 2" ., 
31:11. tliminaûon des coéfficienta dans lei équations qui coDtieoneDt ces 

incoDDueII, et les température5 initiale. données. 

-Au. 272, 373. 

321. Formation de la IOlution générale; ~IplUlioD aDalytique du ré-­

.ultaL 

A ...... 274, 375, 276. 

323": Application et conséquences de l'eUe IOlution. 

An. 277 1 2.7S . 

!b8. Eumen du cu où l'on .uppose le nombre Il in6ni. On obtieat la 
IOlutiOD re)aû",e à l'anneau solide, rapportée dan. l'artide 241, 
et le tbéorême de l'anicle ::134. On CODnaÎt aio.i l'origine de 

raualy&e que now avOnt employée pour ftaoudre lu 4qu&ioM 
relaûvu au col'f' conhnw. 

Au. ::179, 

33::1. Elpl'9UÎOD analJ1ique des deu.. N!.ullatl pl"4œdeDu. 

An. ::180, ::18.,282. 

!34. On démontre qua la questiou du mounment de la chaleur daa.I 
l'armille, n'admet aucune autre solution. Cette intégrale de 

!'é . d v ,r v é 'd •• 1 -"- 1 l' quatloD. di = d.'!I est 'JJ emment .. p us ."uén e que on 

puisle Cormer. 
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CHAPITRE V. 

De la propaçation de la chaleur dans une spMre solide. 

SECTION PREMIÈRE . 

• .FAu, !l83, !l84,,85, :;186, !l37, !l88, :;ISg. 

'-340. OD considère en premier lieu que le nppon des températures n. .. 
riable! des deux poinu du JOlide s'approche conlinuellemenl 
d'une limite délerminée, Cetle remarque. conduit à l'équation 

sin, (IIZ) -ü't , , , 
'il = A. ~, qUl el.pnme le mouvement SImple de 

z 
la chaleur dans la sphère, Le nombre Il • une infinité de "t'RIeurs 

donnéel par l'équation déterminée l'IX X 1-'\ X. On 
. tang,lI 

désigne pin X le l41.,.on de 1 •• phère. et pn Z !e ra,.on d'une 
sphère roncentrique quelconque, dont v est la température, 
.près le temps écoulé t,. ,\ et lt. sont les coëf6cienu spéci6quuj 
A e1Îl une· coimante quelconque, ConStnlctiODs, propre. à faire. 
connaître la nature de l'équation déterminée, lea.li,mi~ et lei 
"t'RIeurs de sa racines, 

347- Formation de la solution.générale.j. éLlt ~l du .olide. 

An. :;193. 

350. Application au cas où 1. 'phère •. été ft:hauffée par une 10DJUe jm~ 
menion. 



TABLE 

SECTION Il. 

RemalT]lus dil.'tt"Ses sur cette solution. 

r ... ~. 

3S:a. Con.équence5 relatins ans. .~ère. d'un petit rayon, et "lU l.em. 

pérawns 60des d'une sphère queloonque. 

An. 2~, 299, '300. 

35,. TerupéntIIM ",,*,1. d·." ÙIer ..... _ plo"lé ..... u~ liquiolt 
qu~ se refroidit libremenL Applicalioh de ces résultats i La __ 
paraison' et à l'u5I.Ce de. thermomètre •. 

Au. 30,. 

362. &pression de La température moyenne de ... Ipbiee CD lon~tion da 

tcmpl écoul~. 

A,aY. 302, Jo3, 304. 

363 . . Application au.. .pbÙ'e!l d'nn . tl'ès-I~d nyon, eC à œUrs dont le 

rayon e!lt très.perit. 

h •. 305. 

•. I. .... ~ .. " la IIôltul'8 d.l'koa" GiC8lW:linée-qtti. _Qae tou. 
let .aI"ra. .... 

CH.+..PITR.E VI. 

Du mouvemeni ik ki chaleur dans un cylitulr. kJ/irk. 

' i ' 4U-. W, 3~,.. · 

369. On remarque en premier lieu q:ue le npport des temp4nttara ft­
riable. de df'ul: points du &(Ilide s'approche continuellement d'uDe 
limite déterminée, et 1'0 0 connalt pIIr-là l'e:r.preuioo du mouve .. 
ment iiimpie. La CODction de JI; , qui e.t un des fact.eun de œue 
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expression, Mt donnée par une équation différentielle du aecond 
ordre. Il entre dans . cette fonction un nombre G. qui doit satiJ.. 
f .. ite !li une équation déterminée. 

An. 308, 309' 

372. AnalIte de clUe équation. On démoutre , au moyen de5 principau1. 
tht!or~Dlet de l'algèbre, que tOUICj les racina de l'équa.tion sont 
réeUn. 

Au. 3'0. 

3,5. La. fonction" de la variable z est ezpl'imée 

• 
"= :; d,. cos. (z lG . • in.,.)i 

• 

el l'équation déterminée est A u + ~; = o,en donnant à z sa 

valeur tou,le X. 

A.T. 311, 3u. 

3,8. Le développement de la fonction, (~) elant repré~enté par 
t.~ zl 

a+h .:. +c-+d."-";J+ etc., 
:l :l.a 

la ... .a1eur de la .érie 

ht' ce' Jf 
4+ -:T +""""i"""""ïi + . l' 6' + etc. 

2 ::a • '1 :l..... 

• 
Olt ~f du~ (t,in."). 

• 
Remarque ,ur cet usage des intégrale5 dé6nies. 

Au. 3.3. 

381. Ezpres.ion de la fonction u de J. nriable z en m.ction continue. 

79 



A.,.. 314. 

Formation de la -solution générale. 

ART. 315, 316,3'7,318. 

384. Exposition de l'analyse qui détermine les valeurs des coëf6cientl. 

Au. 319. 

39'1. Solution générale. 
A.T. 3~o. 

393. Consequence.!! Ile cette solution. 

CHAPITRE VII. 

Propagation de la chaleur dans un prisme rectangulaire. , 
hl'. 3:l1 1 h::J 1 3'l~ . .. ~ ... 

395. Expression du mouvement simple déterminé par les propriétés gé­
nérales de la chaleur, et par la figure t1u solide. 11 entre dans 

cette e'lpression un arc l qui satisfait à UDe équation Iraœceu­

dante, dont toutes les racines sont réelle!. 

An. h,4. 

398. On détermine t0115 les coëf6cients inconnus pal' ,dei; .iu.kl~e5 dé­
finies. 

Au. 3aS. 

399. Solution générale de la question. 

Au. 326, 327. 

401, La question proposée o'admel aucune autre solution. 

ART. 328, 319' 

403. Températun!!.!1 des points de rue du prisme. 

Au. 330 . 

.405. 4;ppliaatÎon.1W cas ,où l~peiveUl' t1u -prisme est tTè,..petitc. 
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Akr. 33" 33:1. 

406. La solution fait connaître comment ,'établit le mouvement uni~ 
• forme de la cbaleur dans l'intérieur du solide. 

AIlT. 33:1 . 

.409. ApplicatiOtl à des priames dont la base a de grandes dimensions. 

CHAPITRE VIII. 

Du mouvement tk /0; chakur da", un cube ~Dlitk, 

A...'I'. 333, 334 • ........ 
411. Espres!Jion du I1toUTerDent simple. n,! entre un an:' qui doit sa. 

tisfaire à une équation trigonométriq.e dont toutes les racines 

son' réelles. 

An. 335. 336. 

413. Formation de la s~lution B~nérale. 

An. 337. 

417, La question ne peut admettre aucune autre solution . 

.u •. 338. 

lhid. Conséquence de cette solution. 

Au. 339' 

41S. Espression de la température moyenne. 

Au. 34(1. 

4~o. C01IIpnaison du mou't'ell1ent linal de la chaleur dans le cube, avec 
le mounment qui a lieu dans la sphère. 

Aar. 34r. 

4U. ApplicatiOlL lm cu limpte lJ'le l'on a cOrJsidéré' dans l'art, 100. 

79· 
• 
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TABLE 

CHAPITRE IX. 

De la dif.fusion de la chaleur. 

SECTION PREMIÈRE. 

Du mouvement libn de la c/aaleur dans IUU ligne infin-U . 

...... 
428. On considère le mouvement linéaire de la chaleur dans une ligne 

infinie, dont une partie a été écbauffée; l'état initial est repré­
senté par v=F z. On démontre le théorème soinnt: - ~ :.Fz fdqcos.qxfdIl,Frlcos.fJlI,. 

o 0 

• La fonction F z satisfait;}, la condition F z= F (-z). Elpres. 
aion des température!J nriablet. 

433. Application au CIl où tous les points de la partie ~hauaée ont reçu 
b même temperature initiale. L'intégrale 

j-d9 . 
Q,sm.'J.co5. fJ Z eu 

o 

• , " 
Si l'on donne à x une valeur comprise entre 1 et _ 1 j et cetle 

intégr-.ale définie ... une "t'aleur nulle, si z n'e5t pas comprise entre 
• et _ 1. 

Au. 349. 

Ihid. Appt;c.tio •• u cu où l'ichaufTemen. do •• é r/sul~ de ré ... fuuù 
que détermine l'ac-tian d'UD (oyer . 

• 
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Au. 350 . 

..f34. Valeurs di5COntinues de la fonction nprimée par l'intégrale 

An. 351, 35!:1, 353. 

435. On considère le mouvement linéaire de la chaleur dans une ligne 
infinie dont les températures initiales sont représentées par 'IJ f,z 
à la cJistance x vers la ~roite de l'origine, et par 1.I=-/x à la 
distance x ven la ganche de l'origUi.e. Expression de la tempéw 
rature "niable d'un point quelconque. 00 déduit cette solutioD. 
cJe l'analyse qui expruue le Diouvement de la chaleur danll ULla 

ligne infinie. 
A ... 354 . 

.439' EspreA5ion de. températures nriables lorsque l'ér.-t initial de la 
partie échauffée est exprimée par une fonction entièrement 
arbitraire. 

An. 355, 356, 357 J 358. 

441. Les développements des fonctions en sinus ou cos.Îmu d'arcs mul­
tiples se traDSforment en intégrales définies. 

Au. 359. 

444. 00 démontre le théort\me suivant: 

- -i/x = f dlj: sin.ljz f d rIoffl. sin.lj ... 

• • 
La (onction fx utisrait à cette condition :f(-x)=-fx. 

Au. 360, 361, 36:1. 

,(415. Usage des rémltats précédenu. On démontre le thoorême exprimé 

par cette équation générale: 

• 
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CHAPITRE IX. 

De la diffusion de la ,I 

SECTION PRHIII 

Du moullement libre de la chaleur d,·, 

...... 
428. On considère Je mougement lim'·;,,;, 

infinie 1 dont une partie a étl~ i", 

.enté par v=F z. On démolll 

-
:.Fx-~fdqco-' "" 

, 
La fonction F Z' 'atisfait ;, 

,ion des températures n 

433. Application au cas où tOll 

la même températun 

jd; .,i, 
• 

Si l'on donne à J 

intégrde définie a 

~ et - J. 

Ibid. AppHc.tion.u CO> 

que détermine! 

.-

" . _.-

-
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IOlide inSnie 1 et selon lea troa. dimentioD', te dédDit immooi •• 
lement de celle du IDOPolYl:lDeot linéaire. L'iDt.égrale _l'équation 

d v J'v d' V â''V 
dt = -;;r;;;- + dJ' + dz.' 

résout la question proposée. Il ne peut y avoir aucune intégrale 
plus étenduej elle se déduit anui de la nleur particulière 

v=e .COt, nz, 

ou tlll celle.ci : 
_r' 

dv tr1J 
qui ,.utfont l'une et l'aulle à l'équation dï= dz1' La généra~ 

lité des intégrales que l'on_obtient est fondée .ur la proposiriott 
.m'fan te ,que l'on peut rerrder t:omme é'l'ideRle d·elle--Dl~me. 

Deu1 foneGoN des ... riables :r."., :1:, lIant nms.airement 
identiquM, si ellu satisfont" l'~ation difJénmutlle 

dv tf"1J d'v d'v 
dt = d :es + dJ' + d z.' , 

et si en m~me temps eUes ont la méme valeur pour une t:ertaioe 
'Valeur de t. 

480. La t:h.leur contenue d;!lns une partie d'un prisme infini, dont tous 
les autres pointa ont une I tmpératu~ iniliale nulle , commence l 
le di61ribuer dans toute la matte; et .près un cntain intenalle 
de temp' 1 l'état d'une partie (lu solide ne dl'1pond point de 1. dis­
tribution de la chaleur initiale, mai. seulement de 13. quantité. 
Ce dernier résultat n'est point dû à l'augmentation de la distance 
t:omprise entre un point de La masse et la partie qui uait élé 
';chauffée j il est entièremcDt d1i à l'auGmcn~ation du tell1p' koulé. 
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TABLE 

_ Dans toutes les quenions soumises au calcul J les eIpo5anl'l 

50nt des nombres absolus, et non des quantité5. On ne doit point 

omettre les panies de ce. exposaDu qui sont incomparablement 
plw petites que les autres, mais seulement celles qui ont des 

nleurs absolues extrêmement petites. 

An. 383, 384, 385. 

4go. Les m~mel remarques s'appliquent il la dùtribution de la chaleur 
dans un solide infini. 

SECTION III. 

DeJ plw hautes températures dans un. soliJt1 infini. 

Au. 386, 38,. 

494. La cbAleur contenue dans une partie du prisme se distribue daw 
toule la masse. La température d'un point éloigné s'élêTe pro­

gressinment, arrin il YI pt,w grande ulent, et décroît ensuite. 
Le temps aprè! lequel ce mnimum a lieu t est une ronction de 

la distaDce z. Expression de cette fonction pour un prisme doot 

les pointa écbauffés ont reçu la. même tempérllture initiale. 

AllT. 388-, 38g, 390, 391. 

497' Solution d'une question analogue à la prét:édente. Coqséquencel 
diver.ses de cette solution. 

Au. 39:1, 393,394, 395. 

503. On considère le mOlHement de Ja chaleur dans un solide in6ni, et 

l'OR détermine les plus hautes températures dei poiou très.-éloi­
gués de la partie primitivement échauffée. • 
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SECTIOII IV. 

A.at~ 3g6 • ...... 
~. Première ÎDtérrale (CI) de l'4quako. ~:~ ~~~ (.). Cette i.Q~~. 

exprime le mouvemcat de laclaleur dans l'umille . 

..... 3!n. 
5 ... Seconde intégrale US) de ~tte même équation (a). Elle esprime 

le mouveDieot linéaire de la .ehaleur dans un IIOtide in6DÎ. 

An. 398. 

5 J 3. On en déduit deux autres (ormes (r) et (a) de l'intécn1e J qui dé· 
ri,ent, EOmme la pt'écédeDte, de rintégn.le (GI). 

An. 399, 400 . . 

51-'. Pt-emier développement de la valeur de v Mlon le! pui..ua.nces croit. 
untes du Iotmps t. DeuxiMJe développement, selon les ~uiJ... 

a.a.nJM de t.'. Le premier .toit eoQa.eoir UDe IlCUle fonctiolll ubi· 
traiN de 1. 

Au. 40'. ,. 
511. Notation propre à repreeeaklr CCIf dénloppeme.nts. Le calcul qui 

en défi .. e diJpeIU~ d'eUectuet le dét'eloppemep.t cn ,é~e. 

Au. $2. 

519' Application lUS équatioDs 

J'v J'"aI J'v ----+-de' - d 'J)" d;' Cc), et 

Au. 403. 

5213. A.pplication aua: équabons 

(d). 

80 
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el . 
av _ d'v· - J'v JI" fi· v 
T=a.~+6. I-; +I!. 7"""i+ tI."'T"'7 + etc. ut ua" uz ut. as.' if) 

Au, 40-4 . 

• 
Usage du théormae E de l'utide l61, pour former liD~le de 

l'équation (f) de l'nticle pmédent . 

Au. 405. 

,,25. Usage du même tbéo~me pour former l'intégrale de l'équation (ci). 
qui conTient aux lames élastique., 

An. 406. 

529' Seconde forme de cettE! m~me intégnle. 

An. 40" 
530. Lemmes qui servent à effectuer cel tnn,forma,ioDa. 

Au . . 408. 

533. Notre théor~mê e'lprimé par l'équa.tion CE ) 1 page 449 1 coq't'itat i 
un nombre lJuelconque de ut'ÎlllbleJ. 

An . .f09. 
535. Uuge de cette proposi1ion pour (onner l'iut .... le de réquatioa (c) 

de l'article 402. 
AaT~ 410. 

53,. Applic.atiOD du m'me théo~me à l'équatiOD 

J'v J'v J'v 
Jz' + tif' + tir.' =0. 

Aar. 41'1. 

538. Intégrale de l'équation Ce) dei .urlace. élastique. 'yibnnle!l. 

An. 412. 

540. Se ronde forrue de cette intégnle. 
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Au. 413. 

Usage du même tb.eon\me pour obtenir lé. intégrales, en sommant 
les séri es qui. lei repré.Jente. ApplicatioD iÎto l'équation 

Intégrale touS fonue finie t contenant deuJ: fooctioru arbitraires 
dè t. 

An. 414. 

545. Les eJ:pr~sion, changent de forme lonqu'on cboisit d'aune. limite. 
de. intégrales définies. 

An. 415, 416. 

546. Construction qui sert à démontrer l'équation générale 

+- +-

fz = 3' ,. f d-f- · f dp co •. (pZ-pŒ ). 

-. -- (D) 

ART. 417, 

~5 J, On peut prendre des limites quelconques Q et 6 pour l'intégrale 

par rapport à «. Ces limi tes sonl celles de' valeurs c,Ie z , qui 
corretpondent à des valeurs sobsilU.Dtes de la fonction f z . Tollle 
autfe valeuf de z don~e pour/x un rés.ull.l.t nul. 

Au. 418. 

55..f. La mème remarque conYient i. l'équation geoêr.ale 

+f- (" ._ ) . dŒf_cos .. i·X·z-œ J --f z =-;-. ~ 
i = _ ... 

dont le . econd membre représente une fonction périodique. 

Au. 4Ig. 

557' "" Le l'..,ract~~e principal du théorème exprimé par l'équation ( B) , 
. conSdte en ce que le signe f de fonction est trln.porté à une 

80. 

, 
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autre indétermiot!e (1., -' ~e la nriahle principale 'l.I n'est pins 
que JOUI le ",no cosinut. 

A_T, 4'10. 

SS8. Us.ace de ces théoœmes dans le calcu.l dei quantitlÎlS imaginai.res. 

• AU'. 4u . 

559' Application.à l'équation 

a'v 
dJ'. =0. 

Au. 4'l~. 

56(, Expreuioo générale de" 8w..s.ÎOn d. l'ordre i.-

ai (/zl. 

Ja
i 

Au. 4'33. 

56.:1. Conscnlccion qui Jert III dlmonlrer l'ècJuation Ciaérale. - CoW­
cruencos rdati'fe! li l'êtendoe de. ~arion5 de ce gen~ Jau ..... 
h:1In' def Z, qui répondct .us limites de .r, 1I0~ • . deun iD6niCi 

defr. 

An. 4:1.4.4'15,4:1.6,4'17' 
566. La méthode qui consiste .. d~lermmer par des intéglOille, dé6nies les 

coëf6cie. · mconao. cl. dé.ùpp .. cDt d'~ fOIl_o do l, 

'oUI la forme 

se déduit des élément. de l'analyse alCébrique. Eumple reLatil 
• lai dismbaa:ioD de la eluJ...,. dan. t. spbm! .!oIKl~. !n CUTai­
nlDt IK)UJ ce poiut de l'Ue le procédé qui seM. il. déterminer lei 

C'OéfficÎent5, on ré.outfacilement les questions qui peu"e!'11 s'éJe­
"t'r sat l'emploi de tau! 1" tenues da second membre , IUr la 
diKOudaùité 'des AmctionJ l IUr Je. 'f~n .ingtllièr~ ou jnli. 

, 



...... 
DES MATIÈRES . 

nies. - Les équation.t que l'on o'tient par eeUt! méthode ex­
priment J ou l'état variable 1 ou l'état initial des masses de dimenM 
sions infinies. - La forme des intégnles qui eonvienn.ent à la 
théorie de l'a ~h9.leur·, représente .:l~la-foi51a composition des mou­
vements simples, et celle d'une inJioit~ d'effets. pnliels,.da.s.1i 
l'action de tous les points du solide. 

An. 428. 

580. Remarques gén';ra1f"! sur la méthode qui a servi l résoudre le; qu~_· 
tions analytiques de la théOrie de la- chillou •• 

• 
589' Remarques générales sur les prititJpes dont on a dédliil' rel t!quâ­

tion. diHérentielles du mouvement de la ehalC;UI'. 

An,'43o, 

595. Denominations relatives au propriétés géné:raleI- de l. ehaleur. 

An, 43r. 
5g6, Notation. proposée!ll. 

A_T, .(31, 433. 

597' Remarques générales sur la nature d~ eoëfficien"·qui entrent dIIn!\ 
les équations différentielles du, mouvement de la chaleW'. 

PUI DÉ I..l TA.llL.I., 

,. 



ERRATA. 

• l' P-'-cB '95, article 100, ligne:;a de cet article: BUUe" de :;., Ire.". 

P. 103. art. '10, lig. 5 de cet aTt. : au au lieu de CI: \ lirtJ II. 

Lig. 3 du mlme art. : .près le mot wgaritJun,e, ajouler hJ7H'60IÛJlU 
Dernière lig. du même art., l b. 6n : ajouter et âwis,aJI.t t. pl"rXiMil paJ ).' 
P. Ill, ATI. 117, lig. 3 de cet art.: au lieu de ",V 1 IUv hV 

, " \' d :;a.::a Z.' a.2. 
p , 174, ug. 9: au leu e -, ure · 3" 

1.2 1. 

P. ::1135, art. 2:11, lig. 1 de cet art. : au lieu de 4r-t. 220 ., lire 411. 219 

P. :a37, lig. 2.: .i.la suite de l'équation, Ijouter Cm) 

Et lig. 6 de l'art. ::II:a:l : au lieu de .; '11", lire i-
P. ::1154, lig. 20 : au li~u 'de la différence, lire la demw!ffiTlnce 
P. 343. lig. 3: après le mot origine 1 au lieu de fi 0 fi, lire' 0 

Et lig. la: au li.eu de "W/~, n!li,w,", lire ,. ... n, "2 .. 11 

P. 352., i la 6n de l'art. 293: au lieu de =- et =: 1 lire ~X et ~ 
z z X 

P. 318, lig. 8 : au lieu de COli. (V" ,iJl ,r )dr, lire cos. (or V,. sin.r)', 
P. 3g:ll , lig. 6: entre les deu premiers tlll'rmee . Iicrire le .igne + 
P . .c"" art. 3.c.c. lie. 10 de cd art.: au lieu defig. t5,lirefiG. I(). 

P . .clo, lig . • 8: au lieu de 'id, et 'idf' lire j.tI, et i .d, 

-f'l., 
P. 434. à la 60 Je l'art. 351: écrire le facteur ~ 

P. ,,35, lig. 3! après le m01.fon.clioR, écrire le facteur ~ 

Et art. 35., lig. JO: au lieu de Fz. lire -F r 

P. 43,. art. 353, Iig.",: au lieu de fjd, lire d' 
'" fj 

• 

P. 4"", an. 358. lig. 3: écrire au - devant de ch. que 1II'1Ipression Je fac[tUf ~ 

Jo:t lig. la du même art. : au lieu de fig· ~8, lire fiç. ~O. 
, 
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ERI\ATA. 639 
P. 467. lig. 8: .u lieu de t/ fi, lire tj fi 

P. 477. Iig-. 10 : au lieu de la lettre p, écrire la leure 'i 
P. 497, art. 388, lig. 5 : au lieu de j'!fink, lire finil. 

P. 503, lig. II et 1:;1 : au lieu des IQots con.s~Tl'é seul, lire omf'J 

. . t'. t' '. t' t' 
P. 514. lig. 15: au lieu de :l.3.4,lue ~.3; et au heu de :l.3.4.5.6' lire :l.3.4 

P. 515, lig. 3 :"u lieu de v, lire V, 

P. 517, an. 401, lig. 3 de cet article: au lieu de -tD-, lire tD" 

P. 518, Iig-.• 5 : au lieu de ;;. 'P, lire dd~ • . v 

P. 549, lig. 7: supprimer tes mot!! (6g. VIll). On suppléera facilement 
la construction 

P. 589, lig . .4 : .u lieu d.e cu mOtl, du ~sulttlt, lire des résultats 

• 

• 


