Uber analytische Funktionen und die Verteilung
von Zahlen mod. eins.

Von E. HECKE in Hamburg.

Im folgenden entwickle ich ein neues Hilfsmittel zur Untersuchung
der Verteilung gewisser Zahlfolgen mod. 1, welches die bisher bewiesenen
Sitze hieriiber erheblich verschéirft und welches mir auch wegen der dabei
benutzten analytischen Funktionen ein selbstindiges Interesse zu ver-
dienen scheint,

Es bedeute fiir reelles R (z) den Bruchbestandteil von , d. h. die-
jenige Zahl, wofiir 0 < R(z) < 1, — R(z) ganz rational. Ist nun « eine
irrationale Zahl, so liegen z. B. die Zahlen R(n«) wie auch R(n’e) fiir
n=1,2,3... im Intervall 0. .1 iiberall dicht und sogar, wie Herr WEYL
gezeigt hat, asymptotisch gleich dicht. Diese Sitze wie auch eine grofie
Zahl anderer Theoreme iiber Verteilung von Zahlen mod. 1 beweist Herr
WEYL durch systematische Benutzung der Invariante der Zahlen mod. 1,
der Funktion ¢*™*%, welche gleichma8ig auf alle Irrationalititen « anwend-
bar ist. Die feinere arithmetische Struktur der einzelnen Irrationalitit
wird bei dieser Methode nicht beriicksichtigt und kann sich daher in den
Resultaten auch nicht kundgeben. Die Herren HARDY und LITTLEWOOD
haben in ihren Untersuchungen iiber diophantische Approximationen dar-
iiber hinaus noch Zahlfolgen wie R (ne) dadurch analysiert, daB sie gerade
die arithmetischen Eigenschaften von « in der Form der Kettenbruch-
entwicklung von o wesentlich benutzen.

Die Frage, dic ich weiterhin behandle, ist erheblich enger gestellt:
Ich beschaftige mich nur mit der Zahlfolge R(ne), und zwar zunichst nur
filr eine quadratische Irrationalitit «, und konstruiere mir die auf dieses
Problem ,passende“ analytische Funktion, aus deren Verhalten die Ver-
teilung der B(nea) abgelesen werden kann. Dafiir gehen die Resultate, die
ich so erhalte, aber wesentlich weiter. In der Darstellung habe ich mog-
lichst wenig aus der Idealtheorie des quadratischen Korpers % («) benutzt
und mich der Versténdlichkeit halber auf die formal einfachsten Fille
beschrinkt, so daf die Sétze nicht in ihrer groften Allgemeinheit aus-
gesprochen und bewiesen werden. Ich beweise weiterhin nur diejenigen
Sitze, welche ohne komplizierte Rechnungen durch Benutzung absolut
konvergenter Integrale sich herleifen lassen.
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Im §1 zeige ich zundchst auf Grund des Weylschen Satzes, daB
[

die PotenzreiheY) R (m )™ iiber den Konvergenzkreis || = 1 iiberhaupt
m=1
nicht fortsetzbar ist, und zwar fiir beliebiges irrationales «. Dieser Satz

ist offenbar gleichbedeutend mit dem, daf die Reihe mit ganzen Zahl-

o0
koeffizienten 2 [me] 2™ nicht fortsetzbar ist. In diesem Zusammenhang
1

erinnere ich an einen von Herrn POLYA vermuteten und kiirzlich durch
Herrn CARLSON') bewiesenen merkwiirdigen Satz, wonach fiir eine der-
artige Reihe nur zwei Moglichkeiten bestehen: Entweder ist sie eine
rationale Funktion von angebbarem einfachen Bau oder sie ist iiberhaupt
nicht fortsetzbar. Ich beweise noch etwas mehr iiber das Verhalten der
Potenzreihe bei Anniaherung an gewisse Randpunkte.

Im §2 wird « spezialisiert, indem ich @« =V D annehme, wo
4D eine gerade Diskriminante eines reellen quadratischen Korpers ist,
also D=2 oder 3 (mod4) und quadratfrei. Da verhalten sich die
Dirichletschen Reihen

1
't 22—

vollig anders als die Potenzreihen. Ich beweise namlich in § 2 und 3,
daB eine solche Dirichletsche Reihe eine meromorphe Funktion von s defindert;
sie hat Pole nur in der Halbebene R(s) < 0, und zwar an den Stellen

s=—2k—l—2ﬂ”z

- logq ’ (n,k=0,1,2-.ininf.)

worin 4 die Grundeinheit von k(V D) oder das Quadrat derselben ist.
Von diesen Polen kénnen einige wegfallen; unter gewissen Umsténden,
wie bei @ =173, sind alle vorhanden, wihrend fir « =12 z.B.s =0
eine regulire Stelle ist. Die Sitze beweise ich durch Zuriickfithrung
jener Reihe auf die Funktionen {(s; 4), welche ich friiher als Hilfsmittel
einer ,analytischen Zahlentheorie in zwei Dimensionen“ eingefiihrt habe?®).
Thre wichtigsten Eigenschaften, soweit sie hier erforderlich, stelle ich
auf S. 62 zusammen.

In den § 4 und 5 gewinne ich daraus die Koeffizientenabschitzung

@ > (R(ma)—%) —0@Y  (fir alle > 0)

O<mzx

1) Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Mathem. Zeitschrift, Bd. 9
(1921), S. 1—13.

%) Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur Verteilung der
Primzahlen. Mathem. Zeitschr., Bd. 6 (1920), 8. 11—51.
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und damit eine sehr genaue Abschitzung der Verteilung der R(m«),
d. h, der Anzahl der Gitterpunkte m,n in einem Parallelstreifen

O<mae—n=le, 0<mZIlu.

Diese Anzahl ergibt sich zu
(2a) 0z + 0@?)

fir alle 6 > 0 gleichmdfig fiir alle ¢ > 0. Hiernach verhalten sich diese
Anzahlen bei Parallelstreifen vollig anders wie bei krummlinig begrenzten
Bereichen. Die Gleichung (2) erscheint bei mir als eine Folge der
Konvergenz der Reihe (1) fiir R(s) > 0. Diese Konvergenz beweise ich
mit dem Schnee-Landauschen Konvergenzsatz; doch mu8 ich ihn dabei
auf Dirichletsche Reihen anwenden, deren Exponentenfolge nicht einmal
den Schneeschen Bedingungen geniigt, muf also den Beweis des Satzes
etwas verindern. Es ist bemerkenswert, daB man hier Resultate fiir
Dirichletsche Reihen des speziellen Typus auf dem Umweg iiber Reihen
von viel allgemeinerem Typus erhilt.

Die Herren HARDY und LITTLEWOOD') haben in einem Vortrag in
Cambridge die Behauptung ausgesprochen, daB das Fehlerglied in (2)
nur von der Ordpung logz sei und sogar fiir alle @ mit beschrankten
Kettenbruchnennern; ihr Beweis ist mir nicht bekannt geworden.

Mit meiner Methode folgen aber weitergehende Abschitzungen; man
erhilt namlich z.B. fiir die Cesaroschen wie auch die Rieszschen Summen

hoherer-als 1. Ordnung der Reihe > R(ma) asymptotische Entwicklungen
0<mix

nach absteigenden Potenzen von 2 und log z, deren Koeffizienten Fouriersche
2rin

Reihen von der Gestalt Zc,,xlogv sind, worin also logz nur mod logy
n

in Betracht kommt. Die Formeln haben eine gewisse Ahnlichkeit mit
der Riemannschen Primzahlformel.

Es sei noch erwihnt, daf sowohl die Potenzreihen wie die Dirich-
letschen Reihen richtiger als spezielle Fiélle von Funktionen von zwe:
Verdnderlichen aufzufassen sind. Bei diesem Ansatz erweisen sich auch
die Potenzreihen der analytischen Behandlung zuginglich. Man erhilt
unendlich viele verschiedene Darstellungen dieser Funktionen, aus deren
jeder das Verhalten der Funktion in der Nihe gewisser Randpunkte
abgelesen werden kann, und zwar viel schérfer, als es die limes-Gleichung
im § 1 beschreibt. Auf diese Fragen, welche fiir mich urspriinglich
den Ausgangspunkt bildeten, komme ich in anderem Zusammenhange
noch ausfiihrlich zuriick.

') Some problems of Diophantine approximation. Proc. of the 5. Int. Congress
of Math., Vol. 1, p. 223. Cambridge 1913. '
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Bei dem Ubergang von (2) zu (2a) wurde ich auf eine elementare
fir alle Irrationalititen e giiltige Identitat gefithrt, welche es gestattet,
die Anzahl der Gitterpunkte in einem Parallelstreifen fiir sehr all-
gemeine Klassen von Zahlen e abzuschitzen. Auf diesem elementaren
Wege beweise ich in § 6 ohne Benutzung transzendenter Hilfsmittel den
Satz: Ist « (> 0) eine algebraische Zahl kt*" Grades, so ist die Anzahl
der Losungen von

O<mae—n=<po O<m=x
in ganzen Zahlen m, n gleich

gx—I—O(x

fiir jedes 6 > 0, und zwar gleichmafig fiir alle ¢ = 0. Dabei ist die Zahl »
nur von e abhingig und kann auf Grund des Liouvilleschen Approximations-

1

satzes gleich #—1, unter Benutzung des Thueschen Satzes gleich—g—

gewihlt werden.

§ 1. Die Potenzreihen > R(ma)am.

Es sei a eine reelle irrationale Zahl, Die im Innern des Einheits-
kreises requlire Funktion

F(x) =2~fe (m &) ™

wird be: radialer Anniherung an einen Randpunkt ™' derart unendlich

grof, daf
: . 10, 2l — 1
11:!111(1 ) F(re ™ ") Imig’
¥ = p+ge (@10
mit ganzem rationalen p, q. (Fall a.)

Ist dagegen 3 und kein Multiplum von 9 von dieser Form, so ist
(Fall b), wenn % nicht ganz,

lim (1 —7) Fr&=t%) = 0.
r=1

wenn

Beweis: Wir erinnern uns an folgenden bekannten Satz tiber Potenz-
reihen: Existiert fiir eine PotenzreiheZcm ™ der Mittelwert der Ko-
effizienten

hm — Zcm ¢,
t 0

= =mst

so ist bei radialer Annidherung an z =1

hm (1 —r)Zcm ™= c,

m=



H8 E. Hecke,.

Unsere zu beweisende Behauptung kommt daher darauf hinaus, zu
zeigen, dag

1 .
lim %‘S(t) — 2n—z.q1m Falle a,
= 0 ” » b

worin ‘
S(t) =2 R (ma)e™im?,

0Smst
Im Falle a) ist nun
S(t) =2R (m @) e27rim(p+qa) =2R (m @) e2m'qR(ma),
0smst 0smst
und auf Grund eines bekannten Satzes von Herrn WEYL') liegen fiir

irrationales « die Zahlen R (m «) asymptotisch gleichmifig dicht, derart,
daB also fiir jede stetige Funktion f(z)

1
lin 3 3 (R na) = [£ ) ds,
= 0

-] t 0Em=t

woraus die Behauptung a) folgt.
Im Falle b) sind 1, %, e rational linear unabhingig und nach Herrn
WEYLY) liegen auch die Punkte (z, y) mit den Koordinaten

x = R(mea), y= R(m9)

fir m = 0, 1, 2,...asymptotisch gleichméBig dicht im Einheitsquadrat,
so daf fiir alle stetigen Funktionen f(x, y)

11
lim + 3 AR ma), B = | [ @y dzdy,
t=o0 t 0smst 00
woraus auch der zweite Teil der Behauptung folgt.

Fiir die iibrigbleibenden Randpunkte ergibt sich auf demselben Wege:
Ist a9 = ba4¢, wo a,b,c teilerfremde ganze Zahlen, a > 1, so0 ist der
entsprechende Grenzwert von (1 —7) F (r¢*™*%) auch vorhanden und gleich

a—1 1
lz Razt+he) ATIRQz+RS) 70
Qh=0 §
Da die Punkte 3 == p--gea des Falles a) iiberall dicht mod. 1 liegen, so
wird F' unendlich groB bei Anndherung an eine iiberall dicht auf der
Peripherie des Einheitskreises verteilte Menge und ist daher nicht
fortsetzbar.

) Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1. Math. Ann., Bd. 77 (1916),
S. 313—3852.
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. . o R(i
§ 2. Die Reihen 21 (msa).
m—=
Es sei D eine quadratfreie ganze rationale Zahl = 2 oder 3 (mod. 4),
so daf 4D Diskriminante des Korpers k(V D) ist. Wir betrachten
neben den Funktionen
o Rim a) _—

(s, @) = 2—

fir « = V' D und

1/15 folgende beiden Funktionen: Es bedeute v(w)
einen Vorzeichencharakter des reellen Zahlenpaares w,p’, und zwar
entweder

v(p) = sgn pp’ = v, ()

oder

v(p) = 1 = vp(w).
Damit bilden wir

=S v
3) @(s; ) .!2 L7

worin die Summation iber alle p =m~+2V' D wnd p' =m—n VD
(mit ganzen rationalen m, n, die nicht beide Null sind) zu erstrecken ist.
Hiermit ergibt sich

O(s; v) + D(s; vl)—4ﬂ§m+

u'>0

Die Anzahl der Glieder mit demselben w4+ p' = 2m ist offenbar

1+2[l/_] 1+V1) 2R(VD)
und daher
%((D(SQUO)'*“D(S;%»— 2~ i ms— 1'_21 Srp(s, VD)
d. h. .
plm\ L T(s’ﬁ) -
@ FVPL 2 i _) % — 200w+ Ol ) + =6 1)
9, VD)=

Zj: — — 993 DT (D(s, 1) — B(s, 1))+ VD Ls—1.
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und umgekehrt

(D(s,vo)=—22"(w(s,T}—§)+D_%¢(s,ﬁ)) V_(1+D 7)e—1),

)—D‘%@Vﬁ)) 2—2"—3(1~Dl"%)§(s—1).

D(s,vy) = ——22‘3(?(3, VD

1
VD
Die Funktionen @ lassen sich nun in die ganze Ebene fortsetzen, wenn
man bedenkt, da die Gesamtheit der in (3) auftretenden Glieder sich
durch Ersetzen von p durch g7 reproduziert, wenn s eine total positive
Einheit ist. Es bedeute nun % die Grundeinheit mod. 1(y > 1), also eine
solche Einheit, deren Potenzen alle total positiven Einheiten liefern.
Wir nennen zwei Zahlen assoziiert mod. 1, wenn der Quotient eine Potenz
von 7 ist. Ferner sei e(1) die Anzahl der verschiedenen mod. 1 nicht
assoziierten Einheiten, also e(1) = 4, wenn 5 das Quadrat einer Ein-
heit & im Korper ist, wobei alsdann & die Norm — 1 hat, sonst ist e(1) = 2.
Fiigen wir nun in @ an geeigneter Stelle eine neue Variable ein, so
gelangen wir zu der Funktion

L v(p)
D (s, ;5 v) —§(|Mlew+ lu' T2

Die Reihe konvergiert absolut fiir festes s mit R(s)>2 gleichmiBig in jedem
endlichen Gebiet der reellen Variabeln x, sogar auch noch fiir komplexe z,
solange nur R(e*)>0 und R(e~*) >0, d. h. der imaginire Teil von z=

zwischen —% und % liegt. Jedenfalls ist @ eine periodische Funktion

von x mit der Periode log 7, beliebig oft differentiierbar und laBt sich
daher in eine Fourierreihe entwickeln,

+ao 2wing

D(s,x;v) =2 Ane logy .

n==—00
Hierin ist

log'q 2winx

1
Ay = mf log 7 2
0 .
Die 2 zerlegen wir nun in eine Doppelsumme nach der Vorschrift
I
o0
25w =2 2 fwrh,
2 (p)o =0

worin jetzt die 4uBere Summe iiber (u), nur iiber die verschiedenen mod. 1
nicht assoziierten u zu erstrecken ist; die Summe iiber % der einzelnen
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Integrale fiigt sich zu einem einzigen Integral zusammen und somit kommt
2wing + o0 2ninx

— - logy da v(,u))."(p) fe_ logy dax
log 7+ An Zv(’”)f(lule”—l-w!e @ % N [3 @+e=o °

Das Integral ist von w unabhingig und hat den Wert

r(5+ gl 715 — i)
2I(s) ’
und A(z) bedeutet
A () = 10877 ‘_’

Ist nun fir jede Einheit ¢ des Korpers 4"(¢) v(e) = 1, so kommt jedes
Ideal () in dieser Summe e(1)mal vor, und Ay ist damit ausgedriickt durch
eine frither von mir untersuchte Funktion

,, v (p) A ()
C(S 2’ vyﬁl) _2 IN(,U/)"' )

worin iiber die verschiedenen nicht assoziierten ganzen Zahlen g des
Korpers aufier Null zu summieren ist. &, ist in diesem Falle das Zeichen
fiir die Hauptklasse und soll in dieser Arbeit weiterhin weggelassen
werden, da andere Klassen hier nicht auftreten.

Gibt es andererseits eine Einheit ¢, so daB A%(¢) v(e) 1, also dann
= —1, so zerstdren sich in der Summe je zwei Glieder mit u und pe
gegenseitig und 4, = 0.

In beiden Fillen setzen wir

TN
rls+e) Tl +
2 I'(s)logy

worin im zweiten der genannten Fille das Funktionszeichen { die Null
bedeuten soll. Somit ergibt sich, wenn wir in der Reihe @ (s, x; ) x =0

setzen
Tin nwn
( +log77) ( +logn).;(i_ l"v)
2I(s) logy 27 '

zin )
logy

Ay — o) £ (55 4m),

D(s;v) == e(l)Z

§ 3. Fortsetzbarkeit der Dirichletschen Reihen.

Diese Entwicklung gilt zunichst nur fir R (s) > 2. Fiir die { habe
ich aber an der genannten Stelle') auBer ihrer Fortsetzbarkeit in die

1) Siehe 8. 55, Fufinote 2).
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ganze Ebene (s = 1 evtl. ausgenommen) folgende Tatsachen nachgewiesen:
Man setze

A——-%ﬁ. a=1 fir v=1un

a=0 , v=u
Dann gilt:
sp(sta m‘n) (s+a_nm) ) — E(e: Anp
L AT( 2 +2logq r 2 2log 7 E(s; Anv) = &(s; A™0)

andert sich nicht, wenn man s durch 1 —s und n durch — n ersetzt.
Das ist auch noch richtig, wenn { Null bedeutet.

2. Die Funktionen & sind ganze transzendente Funktionen mit
Ausnahme derjenigen fiir » =— 0, v = v,; diese hat nur bei s =0,1 je
einen einfachen Pol mit dem Residuum 2loge bei s=1 und — 2loge
bei s = 0. ¢ ist die Grundeinheit, welche > 1 ist.

3. Die Funktionen &(s; A%v) sind in jedem unendlichen Vertikal-
streifen der s-Ebene gleichmi8ig in » beschrinkt. Das ist unmittelbar
aus der dortigen Formel (42) und (43) abzulesen, in welcher n, das
den m, entspricht, nur in dem Faktor ¢®7'"% dagegen nicht in der
Thetafunktion vorkommt.

Hieraus ersieht man, daB in jedem endlichen Gebiet der s-Ebene
die gefundene Reihe fir @(s;v) gleichmifig konvergiert, wenn man
endlich viele, hier Pole besitzende Glieder abtrennt. Denn das I-Produkt,

welches in der Funktion & (%, l"v) auftritt, hat bis auf die Terme mit a
nur halb so groSe Argumente wie das I-Produkt, das in der Reihe

neben { (%, l”v) steht. Beriicksichtigen wir dann die Gleichung

r(S\r(s 1 1— g
(2) (2 I 2) 2=V L),
so ergibt sich

8

. 2—3¢(1)A 2
D(s: v) = .
) (s52) wlogy - I'(s)
~+ o0 . .
s 1—a TLN s 1—a TN s
. Z‘ i rl= _ S.
= (4 Tt 2logq) (4 T3 210g7])§(2 ’1"”)'

Da nun bekanntlich fiir reelles ¢

tim LT _yen
=00 _Ziy g1
e 2 It| 2

gleichmaBig fiir alle ¢ in einem festen Intervall o, <o <, so folgt
nach 3. in der Tat die gleichmaBige Konvergenz.
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@ (s; v) ist daher in der ganzen endlichen Ebene meromorph. Was
nun die Lage der Pole anlangt, so befinden sich in der Halbebene R(s)>0
keine Pole der I-Faktoren. Es ist also @(s;v,) reguliar fiir R(s) >0;
dagegen hat @(s;v,) bei s = 2 einen einfachen Pol mit dem Residuum

2:e(1)A1 2
2mlogy VD

Die Pole in der Halbebene R(s) <0 iibersicht man am bequemsten,
wenn wir &(s) durch £(1 —s) ersetzen und die Gleichung

e(l)
2loge — V' D Togn loge

T

Fe Il —s = sinsw

beriicksichtigen. So erhalten wir aus der Funktionalgleichung die Dar-
stellung

mwe(l) A1—5. 258 .

(5a) D(s;v) = Te)logT
teo £(1—25am0)

.__w l—a win . 8 1—a min \’

* Slnﬂ( + = +2log7;)smﬂ(z_+ 2 2logy

aus der iiber die Halbebene R(s) <0 folgendes zu sehen ist:
A v=uw, a= 1.

Samtliche { im Zahler sind fiir R(s) < 0 regular, ﬁ verschwindet,

und zwar in 1. Ordoung, nur bei s =0, —1, —2,... Also: Die samt-
lichen Pole von @ (s; v,) liegen bei

2min k——O 1 2. }(lnlﬂf)

g=—4k+ .
* 4k logy n=20,1 ,2

Keiner hat héhere als 1. Ordnung, und sie sind in 1. Ordnung dann und
nur dann vorhanden, wenn fiir das zugehorige ¥, n

— TN
;(1+2k+ T mvl)¢ 0.

Ist die Norm der Grundeinheit = —1 (y = €%, so fehlen also jedenfalls
die Werte n, welche gerade Zahlen sind. Abgesehen von dieser Aus-
nahme sind aber von einem gewissen geniigend grofen k ab alle
genannten Stellen auch wirklich Pole, da { sich fir solche Argumente
wesentlich auf das 1. Glied reduziert, also F 0 ist. Und bei einklassigen-
Korpern, z.B. k (1'3), sind diese L-Werte bekanntlich sogar simtlich F 0.
Uberdies verschwindet @ (s;v;) bei s = —k, wo k eine ganze positive,
nicht durch vier teilbare Zahl ist.
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Das Residuum bei s == 0 ist insbesondere

1oV D LLin)

n?logy
b) U == 0y, a=>0.
Hier liegen die Pole bei
—— 94y TN k=0,1,2...
s=—2—4kL logg ’ n=0,1,2...

wobei iiber das wirkliche Auftreten dieser Stellen als Pole Ahnliches wie
oben zu bemerken ist. s==0 ist jedenfalls also kein Pol.

Beziiglich unserer Ausgangsfunktionen ¢ ergibt sich daher:

Die durch die Dirichletschen Reihen

m 1

2 RmVD)—% = B(J5)—3
5 und 2 A
m=1 m m=1 m

definierten Funktionen sind meromorphe Funktionen von s, welche fiir
R (s) > O reguliir sind, fiir R (s) <0 aber nur einfache Pole besitzen, und

zwar hochstens an den Stellen
2min

§s=——2k+ . n,k=20,1,2,...
log#
Inshesondere ist das Residuum bei s = 0:
Hyv Db
n %_ L ),
27 logy

welches z. B. fir D = 2, wo die Norm der Grundeinheit —1 ist,
verschwindet.,

§ 4. Das Verhalten der Funktionen in einem vertikalen Streifen.

Um die bekannten Methoden der analytischen Zahlentheorie auf
die Frage nach der Koeffizientenverteilung der Reihen ¢ (s) = ¢ (s, )
anwenden zu koénnen, haben wir ¢ (s) fir s = ¢+ ¢¢ in einem festen
Streifen ¢y < 0 <o, als Funktion von ¢ abzuschitzen.

Es handelt sich zundchst um @ (s; ) fiir R (6) = o, wo ¢, eine
feste negative ungerade Zahl ist. Wir beweisen:

8
O@+it; ) — olj¢F %),
Zum Beweise benutzen wir die Darstellung (5a). In den Zihlern ist
) n
O pemrr e O LY
WINPT | W N
also beschriinkt in =, &
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Die Nullstellen der Sinus im Nenner liegen um mindestens 1 von
der Geraden R (s) = o, entfernt. Daher ist, wenn gesetzt wird

Czﬁ%é_ﬂ—) (c>0),
T Sin”(%“}‘l_}‘a"l"i(i-l—nc))smn( 1_“ (——nc))
B
é 2 l—2_+22 —27nc
sl noil
= O(Itle—-?m)—l— 0(6“7“‘):—— O“tle——;m)'
Also
© (o, +it: ) — o| He T T (1]
vhits o) = O\ p o) — O ).

Hieraus folgt weiter nach (4)

3
patin= 07" +0¢@—1+in).
Aus der Riemannschen Funktionalgleichung fiir {(s) folgt aber bekanntlich

‘71

fo—14in= ol (6, <0)

so daB also fiir jede ungerade negative ganze Zahl o,

g (o + if) = 0(?52 dl):

wiahrend auf der Geraden R(s) = 140 (0> 0) ¢ (s) beschrinkt ist.
Um hieraus auf das Verhalten von ¢ im Innern des Streifens

g; < R(s) < 14 0 schlieBen zu konnen, miissen wir noch die Singularititen

von ¢ im Innern beriicksichtigen. Wir stellen fest, daB wegen 7>1

He=[Ja—r—=29
k=0

eine ganze transzendente Funktion von s ist, die in jedem festen Streifen
gy < R (s) < 0, beschrinkt ist. Ihre Nullstellen liegen so, daf H(s)- ¢(s)
eine ganze Funktion von s ist. Endlich zeigt die Abschitzung der ein-
zelnen Summenglieder von @ auf Grund der Eigenschaften 1., 2., 3. von
&(s; A*v), daB in jedem Streifen o, <R (s) < o, gleichmiBig

H(s) ¢ (s) = O (elt]-constans),
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(Offenbar geniigt es, diese Gleichung fiir eine diskret ins Unendliche
wachsende Folge von ¢-Werten zu beweisen.)
Die bekannte SchluBweise von PHRAGMEN-LINDELOF ergibt also
das Resultat:
In jedem festen Streifen o, < R(s) <146 (d >0, ;< 0, o, ungerade)
ist gleichmaBig
H@E) 9 = 0 ),

worin %(o) diejenige lineare Funktion von o ist, welche die Bedingungen

K(U+0) = 0, k(@) ———a

2
erfilllt, d. h. 5
3 c—1—
k(o) = (?—-01) 6—1—4d

Lassen wir ¢; gegen — oo und & gegen Null konvergieren, so konvergiert
k(o) gegen 1—o und folglich ist in jedem festen Streifen o, < R(s) < 03
fiir beliebiges ¢ >0 gleichmafig im Streifen

®) H(s) g() = O(t—t%.
2win
log7

Punkte: Res.@(s;v) (bei §==-+

Setzen wir hier s = + , so folgt fiir das Residuum von @ in diesem

2nin
logy
sichtigen wir weiter, da8 nach der Definitionsgleichung fiir H(s) in jedem
festen von Nullstellen freien Streifen, z. B. 0 <d < ¢ < 2, fiir | H(s)| eine
positive untere Schranke existiert, so folgt weiter: Ist 6 >0, 9 >0,
so ist gleichmabig fir 0 < R(s) <1

(9) p(s) = O(ti=oT3),

) = O(n't?) tiir alle & > 0. Beriick-

§ 5. Die Abschiétzung der Koeffizientensumme.

Wenn wir auf die Reihe ¢(s) die Methoden anwenden, welche bei
solchen Fragen iiblich sind, so gelangen wir zundchst nur zu dem
Ergebnis: Es ist fiir alle 4 >0

(10 3 (Bma—5) = oler™),

und die Reihe fiir ¢(s) konvergiert daher fiir 2R(s)>—;—. Man beweist

dies entweder direkt durch Benutzung des absolut konvergenten Integrales
$4io0

F—io0
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wo 3 eine positive Grofe ist, oder durch Benutzung des Schnee-
Landauschen Konvergenzsatzes: Aus Regularitit von ¢(s) fiir R(s) >0
und ¢ (s) == O([¢)) fir R(s)> I folgt die Konvergenz der Reihe fiir

?R()>3+1

d. h, fiir §R(s)>%. Aus der Konvergenz folgt dann umgekehrt jene

Abschitzung (10).

Weiter 148t sich diese Schranke so nicht verbessern, da ¢(s) nicht
fiber ¢ = 0 hinaus regulidr ist. Wir benutzen aber nun die Tatsache:
H(s) g (s) ist eine ganze Funktion, wobei

Hi = [[a—qg—2—2m.
n=0

Diese Funktion ist aber offenbar in eine, sogar fiir alle s konvergente
Dirichletsche Reihe entwickelbar, nimlich in eine Potenzreihe nach 5—9:

HE) =X

n=0

welche sogar absolut konvergiert. Also ist auch H(s) ¢(s) zunichst fiir
R(s) > 1 in eine konvergente Dirichletsche Reihe

60 = HO g =30

entwickelbar, worin 7, der Grofie nach geordnet alle Zahlen der Form m 7*
m=1,2,3..., k=0,1,2...) durchlauft. Diese Reihe wiirde nun
auf Grund des Schnee-Landauschen Konvergenzsatzes fiir R(s) > 0 kon-
vergieren, falls die Zahifolge ln noch den erforderlichen Bedingungen
gentigt. Denn es ist nach dem vorigen Paragraphen G(s) regulir fiir
R(s)> g, und in diesem Bereiche ist fiir alle ¢ >0

G (s) = O([t]*— o9,

Die Reihe fiir G (s) konvergiert daher (da sie fiir R (s)>1 absolut kon-
vergiert) fir

RO>5—F9 = 9—ats’
d. h. fiir R =0,

da ja o, beliebig groB gewahlt werden kann.
Andererseits ist aber

H () né;;
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eine fiir N (s)>0 konvergente Potenzreihe in 42 und daher eine fiir
R (s) > 0 absolut konvergente Dirichletsche Reihe. Nach einem bekannten
Satze ist nun das Produkt einer absolut konvergenten und einer kon-
vergenten Dirichletschen Reihe wieder konvergent, d. h.
O = G@ -

PE) =G0 ®
ist eine fiir R (s) > 0 konvergente Dirichletsche Reihe. Ist die Konvergenz-
abszisse von ¢ (s) aber Null, so gilt fiir die Koeffizientensumme

an 3 (Bona—5]—0@

O<mix
fiir alle 9 >0.

Nun ist aber jener Konvergenzsatz nicht anwendbar, da die Zahlen
mq*, die als Basiszahlen in der Reihe G (s) auftreten, dichter liegen, als
es die Voraussetzungen gestatten. Jedoch 148t sich der Schluf retten,
indem wir schrittweise vorgehen. Offenbar ist die obige Behauptung
iiber ¢ (s) schon bewiesen, wenn wir den Konvergenzsatz auf jede der
Funktionen

(12) Ge(s) = Hi(s) 9 () (k=1,2,3...)

anwenden diirfen, worin Hy(s) das endliche Produkt

He@) = [Ja—r——2n
0=nsk
bedeutet; denn die Funktion (12) erfiillt fiir 6, = — 2% die oben fiir G(s)
genannten Bedingungen.

Auch auf @Gy (s) ist der Konvergenzsatz seinem Wortlaut nach nicht
anwendbar, da die Exponentenfolge 4, = log!, der Dirichletschen Reihe
immer noch zu dicht liegt. Trotzdem 148t sich aber der Beweis des
Satzes so modifizieren, daf er auch fiir unsere Reihe gilt. Wir bedenken
namlich, daB Hi(s) eine nur aus endlich vielen Gliedern bestehende Reihe
ist, und daher ist

G () =§ 0]

eine endliche Summe von Reihen der Gestalt

o0 bm)
$n (3) =m=1—l,'i_’
worin fiir jedes einzelne n = n,
bn = m oy, (m=1,2,3...)

also eine Reihe, deren Exponentenfolge offenbar den Schneeschen Be-
dingungen geniigt. Uberdies sind die 4% beschrinkt. In dem Beweise,
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wie er in vereinfachter Form etwa in Herrn LANDAUs Handbuch?) steht,
wird nun die Schneesche Bedingung nur fiir eine einzige Abschitzung
benutzt: Es sei

ViG] =21 bue %S

absolut konvergent fir R(s)>1, ferner = eine gegen -+ oo strebende
Variable, g konstant und 0 <g<1, w = 29, Es handelt sich um die
Richtigkeit der Gleichung

1—py+d+io
(13) f L flst 1) ds— 3 bpemT = o)

1—y+d—iw A slogz
fir festes y>1—g¢ und hinreichend Kkleine positive d. Die Gleichung
wird bewiesen fir eine bestimmte ins Unendliche wachsende Folge z,

niamlich
2ot in g1
x» == xn = 2

Sind aber z. B. die b, beschrinkt, so erkennt man sogleich, daf (13)
auch fiir kontinuierlich ins Unendliche wachsende z richtig ist. Folglich
gilt die Gleichung (13) fir jedes f(s), das sich als Summe endlich vieler
Dirichletscher Reihen darstellen 148t, deren Koeffizienten beschrinkt
sind und deren Exponentenfolgen einzeln den Schneeschen Bedingungen
geniigen, wobei jede einzelne Reihe fiir R(s)>>1 absolut konvergiert.
Diese Voraussetzungen treffen fiir Gi(s) zu, so dafi (13) auch fiir £(s) = Gi(s)
richtig ist. Der weitere Verlauf des Beweises bleibt unverindert. Damit
ist (11) bewiesen.

An einem spiteren Landauschen Beweise ®) 148t sich die Modifikation
noch leichter vornehmen. Die dort genannten Voraussetzungen (1) iiber
die Dichtigkeit der Exponentenfolge 4, lassen sich, ohne im nachfolgenden
Beweise eine Anderung notig zu machen, durch diese ersetzen: f{s) moge
sich in endlich viele Dirichletsche Reihen additiv zerlegen lassen, deren
Exponentenfolgen einzeln den Bedingungen

S S 0™+ (fir alle 6 > 0)
j'n—i—l—}'n

mit dem gleichen Werte / geniigen. Fiir unsere Reihen ¢,(s) trifft das
mit I =1 zu.

1) Bd. II, S. 854 und 841.
2) Neuer Beweis eines Hauptsatzes aus der Theorie der Dirichletschen Reihen.
Leipziger Berichte, Bd. 69 (1917).
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Hieraus folgt weiter: Sei ¢ eine ganze Zahl >1 und es bedeute

__ {1, wenn R(me)>1—R(ga),
In(Q) = {0, im iibrigen.
@) — 3 x(R(ma)——l—\
Dann ist h
Swt+o—S@—8g = 2 Bme) sz(m“’ =
= 2 (R(n+g)e) — Bime) = 2, (B@®)—9n(@),
weil B =
__ [R@+R@  tir R@+R@)<1;
R‘”+y)‘{R(w>+R(w—1 , R@-+Ry=1.

Also ist fiir ganzes z, ¢ (> 0)
2 9mlQ) = R(ga) z— 8@+ g)+ 8@ + S(g).

o<mix

(Man bemerke iibrigens, daB die rechte Seite hier =— z R(g )+ O(1) fiir
festes ¢ ist!) Lassen wir daher = oder ¢ oder beide ins Unendliche
wachsen, so folgt nach (11) firr jedes 6 >0

149 )2 In@ = 2R +0(@+ ).

Hieraus 148t sich die Verteilung der R(m«) in einem beliebigen Intervall
herleiten. Es sei 0<po<1;

{1, wenn R(me)21—op,
Inle) = {0 im iibrigen,
ferner sei
R e)<e < R(g o),
also

1—R(pe)<l—e<1—R(qp ),
)y Im (@) < Z In@= 2 In (@),

O<mzix

Approximiert man nun ¢ in geeigneter Weise durch Zahlen der
Form R (ge) (vgl. den folgenden Paragraphen), so ergibt sich aus (14)
sogleich die Relation

2 9m(@) = oz+0G)

0<m3

fir jedes feste 6 >0 gleichmiifig fir 0 <g¢<<1. Schreiben wir 1—p¢
an Stelle von ¢, so folgt fiir x — 2 In (1l —o):
Die Anzahl der Zahlen R (mea) < ¢ mit 0 <m < 2 st gleichmiiffig
fir 0<¢<1
ex-+ 0@°).
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Geometrisch ausgedriickt: Die Anzahl der Gitterpunkte m, n im Parallel-

streifen mit der Neigung o
O<mae—n<p,

O<m<zx
ist (fir jedes feste d > 0) gleichmiBig fiir alle ¢ >0

ex+ O(x").
In dieser Formulierung darf ¢ dann eine beliebige positive Zahl sein.

Aus den Sitzen iiber ¢(s) folgt aber fir die Verteilung der R(m @)

noch mehr. Betrachten wir z. B. das Integral
atioo

[Sv0ds,

a—7imw
welches fiir @ > —1 noch abseolut konvergiert, sofern die Pole des
Integranden vermieden werden, so ergibt eine einfache Anwendung des
Cauchyschen Satzes fiir jedes 6 > 0

+ 00 2min

2 Bkl 1
Zcm log;-&i = Aglog®z -+ A;logiz 4 4, logz 20’,,:::103’7 +0l—1=3),
m R0 x!

o<mgix
wobei 1
Cm == R(ma)——g,

A;, 4, 4g, C» von =z unabhiingige Kounstanten, (), iiberdies von der
GroBenordnung n~2t¢%, so daB die unendliche Fourierreihe absolut
konvergiert. Das sind offenbar die Rieszschen Mittel 2. Ordnung vom
»Typus logm“. Analoges folgt iiber die Mittel 2. Ordnung vom ,, Typus m*,
d. h. die Cesaroschen Mittel, und natiirlich a fortiori fiir die Mittel
hoherer Ordnung. In allen diesen treten, von den Polen von ¢ (s)
herrithrend, periodische Terme auf.

Ein weiterer Komplex von Sitzen ergibt sich, wenn man die Sitze
von Herrn SCHNEEY) iiber den Bereich der Summierbarkeit einer Dirich-
letschen Reihe auf die Funktionen G4(s) in #hnlicher Art anwendet,
wie es oben mit dem Konvergenzsatz geschehen ist.

Endlich 148t sich auch zeigen, dafi folgende Reihe eine meromorphe
Funktion ist:

2 1

=y
worin #n, nur diejenigen ganzen Zahlen durchliuft, wofiir E(n,«) <|R (g @)
fiir festes ganzes ¢. Die Pole liegen bei s=1 und s = —k 4+ 21(7:;;

*h,n=0,1,2,...).

) Uber den Zusammenhang zwischen den Summabilititseigenschaften Dirichletscher
Reiben und ihrem funktionentheoretischen Charakter. Acta math., Bd. 35 (1911).
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§ 6. Die Verteilung der R(n«) fiir allgemeinere Irrationalitéiten.

Es sei jetzt « eine beliebige positive (irrationale) Zahl und es mdgen
zu e zwei positive Grofien C, und r existieren, derart, daf fiir alle
ganzen p, q, wo g > 0, stets

C
(15) 7 <lee—2l
(Das ist nach LIOUVILLE z. B. fiir alle algebraischen Zahlen « der Fall,
wo man r =k —1 wihlen kann, wenn % der Grad von « ist.)) Der

bekannte Approximationssatz lafit sich unter der Voraussetzung (15) dann
sofort folgendermafen verschiarfen: Zu jedem positiven ¢ gibt es zn «

'r/___‘
gesetzt,

ganze Zahlen p, g, so daB, C; =
1
lge—pl<—

(16) N
Gt <qg<t, (p,q)=1.

Das Wesentliche ist hier die untere Grenze fiir ¢. In der Tat ist ja

nach (15)
G 1
— <
g

Hieraus folgt fiir die inhomogene diophantische Ungleichung: Ist ¢>1

und 0<¢<1, so ist das System von Ungleichungen (mit Cy =1+ C3~?)

a—y—el <2
17 i

<<t

in ganzen Zahlen z, y 16sbar. Man wihle némlich zu ¢ das p, ¢ der
Bedingungen (16) und bestimme die ganzen Zahlen x,y durch die Kongruenz

xp=ge— R(ge)(mod.g), zp—yq = qge— R(go)
mit der Bedingung
O<a=yg.

Das ist stets moglich, da ge— R(qe) eine ganze Zah! und p, ¢ teilerfremd.
Wegen
9
p=ge+— (|¥]<1)

folgt daraus
Jx _ Ro)
qt q

1 1 1 C;
|ze—y— 9(< +_q_ _t—+——_1.<—_f'

Cyt” tr

ra—y—eo=
(18)
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(Die Bemerkung, daf man = durch jene Kongruenz bestimmen muB, ver-
danke ich Herrn OSTROWSKI, meine urspriingliche Abschitzung lieferte
hier statt » eine griofere Zahl.)

Wir entnehmen hieraus, wie gut sich eine Zahl ¢ (0 <¢ < 1) durch

Zahlen von der Form R(qe), 0,1 (0<g<t) von oben und unten
1

approximieren liBt. Es sei ¢ so groB gewihlt, daB 2Cs¢ * < 1. Aus (18)

folgt

To—y = e+9£f (| <1)
ir
Ist die rechte Seite nicht negativ und << 1, so ist die linke Seite — E(x ).

1
Wendet man diesen Satz an auf die beiden Zahlen ¢+ Cs¢ 7, sofern

diese noch zwischen O und 1 liegen, so ist damit ¢ zwischen zwei

Zahlen R(gq, «) und RE(g; ) eingeschlossen, welche voneinander um
1

hdchstens 2C; £ 7 differieren und wofiir ¢: und ¢ zZwischen 0 und ¢
1

liegen. Wenn aber ¢ Cy¢ * nicht beide zwischen 0 und 1 liegen,
d.h. ¢ zu nahe an O oder 1, so hat man an Stelle der approximierenden
Zahlen R(q«) die Grenzen O oder 1 selbst zu wihlen. Somit ist folgendes
bewiesen: Unter der Voraussetzung (1b) gibt es zu « eine positive
Konstante C, derart, daB fiir alle v>1 zu jedem ¢ (0 <o <1) zwei
Zahlen 4,,2; gefunden werden kénnen mit der Eigenschaft

(19) M<o< 1y, 12_}'1<7C

und 4,, 2, entweder 0, 1 oder von der Form £(ge), wo 0 <<q<7" und q
ganz rational.

Nun sei, wie im vorigen Paragraphen, aber fiir beliebiges irrationales «
(e > 0),
1, wenn B (me)>1—op;

Fm (@) = {O im iibrigen.

O=e=1)

Dann gilt:

L. Zu jedem irrationalen e (> 0) kann man eine unendliche Menge
von Punkten oy, 0o, . ... zwischen 0 und 1 angeben, derart, daf (bei
Sestem 1)

g;‘fm (o) = giz+ O(1),

wenn die ganze Zahl x ins Unendliche wichst; namlich die Zahlen
0 = R{ge) (0 =1,2,3,...).
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Der Beweis folgt sofort aus der im vorigen Paragraphen benutzten
Identitit. Es werde gesetzt (fiir ganzes x und ¢ > 1)

() =m§1(3 (ma) — =)

Dann ist

S@x+q—8@—8( =£1(R((m+q> ) — R (m @)

=2 (B(g)—9In(R@qe) = cR@qe)—2 9n (Rgo).

Wegen der Symmetrie der linken Seite in « und ¢ gilt daher fir

(20) A(z;0) =m§;9m (0)—ex
die Reziprozitiit |
(21) A(x;R(qe) = A(g; R (xe)

fiir alle ganzen z,¢>1. Wegen

|A(¢; R (xa))|<q
folgt die Behauptung I.
Die Irrationalitit ¢ geniige jetzt der Bedingung (15) vom Anfang
dieses Paragraphen, sei also z. B. eine algebraische Zahl. Dann gilt:
II. Es ist gleichmiiffig in o fiilr 0<e<1

S (1—l+6 i
A@;0) =D 9m@—ex = 0l 77 fiir jedes 0> 0.
m—=1

Zum Beweise approximieren wir ¢ durch Zahlen R (¢ «) und wenden (19) an.
Sei 7 eine positive Grofe, die nachher mit  ins Unendliche wachsen
soll. Wir wihlen 4,43 zu-¢ und = nach dem oben bewiesenen Hilfs-
satz mit den Bedingungen (19). Dann ist

x X X
m2119m ) %Zl&m (9) %Z?m (}-2)
und folglich
A

A(x;e);A(x;A,)+(1,—e)x<A<x;zz>+c’7,

(22)

A@;QZ Al )+ —@z> A ) —C -

Es sei bereits bewiesen, da8 mit einem gewissen Exponenten w
gleichmiBig in ¢ fiir y > o
(23) Ay;0 = 0"
(Das ist z. B. richtig fiur v = 1.)
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Ist nun 4 = R(ge) und 0 < g <" ganz, so ist daher wegen (21)
A@x;))=A(z; BE(ga)) = A (g; B (@e)) = 0(g¥) = O *").

Das ist auch richtig filr 2 =0, 1, weil aus der Definition sich ergibt

A{z;00=A4(x;1)=0.
Also ist nach (23)

A0 =06+0(%)

Das beste Resultat ergibt sich fiir

1
T = gxur+1

’

womit folgt

ur
Al 0) — 0 (zor+T).

D. h., wenn die Relation (23) richtig ist fir den Exponenten u, so ist
ur

ur+1
u>1 —%. Durch endlichmalige Iteration dieses Schlusses kann man

sie auch richtig filr den Exponenten «' = . Dieser ist <u, wenn

offenbar ' beliebig nahe an 1—% heranbringen, da die Gleichung

w = W%r——r fiir » > 1 eine hyperbolische Transformation mit den Fix-
punkten 0, 1 ——-% darstellt, fir » = 1 aber —i—, = %+1, also bei

Iteration auch hier —;7 ins Unendliche wichst, d. h. »’ gegen 0 — 1 — —’1-

konvergiert. Damit ist fiir jedes 6 >0 gleichmiBig fir 0<e<1 die
Gleichung

1—-+4
Ax,0)=0 (x r )
bewiesen.

X
Offenbar ist nun = —2 9m(1— @) die Anzahl der R (m ), wo R(me)
m=1

<o und 1 <m <z Damit ist also gezeigt:
Die Anzahl der Auflosungen der Ungleichungen in ganzen
Zahlen m, n
0<mae—n=<peo
0m=x

1—l+d
ist bei festem o gleichmifig in ¢ >0 gleich ex + O(a: r ) Siir
jedes 6 >0,
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Der Exponent » ist dabei so durch ¢ bestimmt: Es soll fiir alle

ganzen p,q (g=>0)
constans
sein,
Fiir eine algebraische Zahl « vom Grade % ist nach LIOUVILLE

z. B. r = k—1 wiihlbar; auf Grund eines bekannten Satzes von Herrn

THUE?Y) sogar r — —;c— Das Fehlerglied ist also bei quadratischen

1
Irrationalitdten O(z®), bei kubischen O(x”+ ), bei biquadratischen

1
=44
0(:1:2 + ) usw,
Diese Methode liefert also fiir quadratische Irrationalititen dasselbe
Resultat, wie die transzendente Methode des vorigen Paragraphen,

x
welche die Abschitzung von ZR(m @) benutzt. Durch genauere Ver-
m=1

folgung der Iteration bei der elementaren Methode kann man sogar das
Fehlerglied noch etwas verkleinern, fir » = 1 namlich zu O (¢/21%)

1
und fir »r >1 zu O (w1_7) . Ich verzichte indes auf die Durchfithrung
dieser Rechnung, da in der folgenden Arbeit Herr OSTROWSKI ebenfalls
ohne Benutzung transzendenter Hilfsmittel zu den gleichen Abschitzungen,
fir r = 1 sogar zu O (log ) gelangt.

) Uber Anniherungswerte algebraischer Zahlen. Crelles Journal Bd. 185 (1909).
Vgl. hierzu die eben erschienene Arbeit von C. SIEGEL, Approximation algebraischer
Zahlen, Mathem. Zeitschr, Bd. 10, welche »r = 2 /% zu setzen erlaubt.



