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Vorwort zur zweiten Auflage.

Das vorliegende Biindchen ,Darstellende Geometrie I ist die
zweite Auflage von des Verfassers ,,Elementen der darstellenden
Geometrie* aus der ndmlichen Sammlung ,,Teubners Technische
Leitfiden‘. Die giinstige Aufnahme, welche die erste Auflage bei
der Kritik und im Leserkreis gefunden hat, machte wesentliche
Anderungen gegeniiber der ersten Auflage iiberfliissig. Dagegen
sind der Text und die Figuren sorgfiltig tiberpriift worden und
ist das oberste Ziel der Darstellung: leichte FaBlichkeit fir mancher-
lei Verbesserungen mafBigebend geblieben. So dient das Béndchen
nicht nur als Einleitung und Vorbereitung fiir den II. Teil, son-
dern kann auch zum Selbststudium gebraucht werden, da es sich
auf die notigsten Elemente der darstellenden Geometrie beschriankt,
diese aber in durchdachter Ausfiihrlichkeit bietet.

Ziirich, im Juni 1922.
Marcel Grofmann.
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Einleitung.

Die darstellende Geometrie ist eine konstruktive geometrische
Wissenschaft. Ihr Ziel ist, Konstruktionen der rdumlichen Geo-
metrie (Stereometrie) auf einem ebenen Zeichnungsblatt zeich-
nerisch zu lésen. Sie entwickelt zu diesem Zwecke Abbildungs-
methoden der riumlichen Gebilde auf ein ebenes Zeichnungsblatt.
Eine solche Abbildung soll dem sachverstindigen Beschauer nicht
nur eine klare Vorstellung von dem r#umlichen Gebilde geben,
sondern der Konstrukteur soll aus ihr durch planimetrische Kon-
struktionen die Masse und die wahre GrdBe und Gestalt der ein-
zelnen Teile des dargestellten Gebildes entnehmen oder bestimmen
kénnen.

Die wichtigsten Abbildungen der darstellenden Geometrie werden
durch Projektion gewonnen; die Abbildungsebene wird Projektions-
ebene oder kurz Bildebene genannt,

Bei . der Normalprojektion fillt man von den einzelnen Punkten
des abzubildenden Gegenstandes Normalen oder Projektionslote
auf die Bildebene und erhilt in deren Schnittpunkten mit dieser
die Projektionen der Punkte, deren Gesamtheit die Projektion des
Gegenstandes gibt. .

Bei der schiefen Parallelprojekiion zieht man die Projektions-
strahlen durch die einzelnen Punkte des Gegenstandes parallel zu
einander, aber in schiefer (nicht normaler) Richtung zur Bildebene.

Bei der Zentralprojektion endlich gehen alle Projektionsstrahlen
durch einen Punkt, das Projektionszentrum.

Die wichtigste dieser verschiedenen Projektionsarten ist die
Normalprojeltion, da sie bei der Herstellung iechnischer Zeich-
nungen bei den Plénen oder Rissen der Bauwerke, der Maschinen
usw. beinahe ausschlieBlich zur Anwendung kommt. Die Zentral-
projektion ist die allgemeinste der drei genannten Projektions-
arten; denn die schiefe Parallelprojektion ist ein besonderer Fall
derselben fiir ein unendlich fernes Projektionszentrum. Die Normal-
projektion aber ist ein besonderer Fall der schiefen Parallelpro-
jektion.

Die Zentralprojektion eines Gegenstandes 1i8t sich auffassen
-als der Schatten, den er auf die Bildebene wirft, wenn das Pro-
jektionszentrum ein leuchtender Punkt ist und der Gegenstand
sich zwischen der Lichtquelle und der Bildebene befindet. Die
Parallelprojektion kann aufgefalt werden als Schatten des Gegen-
standes fiir parallel einfallende Lichtstrahlen.

Auch die Plhotographie ist eine Zentralprojektion. Diese Projek-
tionsart liefert die anschaulichsten Bilder und wird daher bei der
Herstellung von Schaubildern in der Perspektive verwendet.



I. Normalprojektion auf eine Ebene.
§ 1. Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene.

Ein Punkt A des Raumes ist seiner Lage nach bestimmt durch
seine Normalprojektion auf eine Ebene und seinen Abstand a von
der Ebene, wenn man festsetzt, daB man diesen letzteren positiv
oder negativ rechnen will, je nachdem der Punkt auf der einen
oder anderen Seite der Progektlonsebene liegt. Diesen mit Vor-
zeichen versehenen Abstand von der Projektionsebene nennt man
die Kote des Punktes.

Die Lage eines Punktes A ist also bestimmt durch seine koticyie
Normalprojektion ‘21'.

Alle Punkte mit der gleichen Kote liegen in einer Parallelebene
zur Projektionsebene. Die Punkte mit der Kote Null liegen in
der Projektionsebene. —

Eine Gerade ist ihrer Lage nach bestimmt durch die kotierten
Normalprojektionen zweier 1hrer Punkte. Die Normalprojektion .
der Geraden ist dann die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte.
Denn es gilt der Satz:

Die Normalprojelilion einer Geraden ist eine Gerade.

Sind n#@mlich in Fig. 1 4, B, C . .. Punkte einer Geraden g
und 4', B’, ', . . . ihre Normalprojektionen auf die Ebene TT, so
sind die Projektionsstrahlen 44", BB, OC ... zu dieser Ebene
normal, also zueinander parallel, so dafl
sie in einer Ebene liegen; ihre Schnitt-
punkte A, B', ¢... mit der Ebene TT lie-
gen also in einer Geraden, der Schnitt-
geraden ¢ der Projektionsebene mit der
Ebene aller dieser Projektionsstrahlen, die
man die projizierende Ebene der Geraden
nennt, und die zur Projektionsebene nor-
mal steht. Es ergibt sich somit:

Die Normalprojekiion einer Geraden ist die Schnittgerade threr
projizierenden Ebene mit der Projektionsebene.

Parallele Geraden habern parallele Nomzalp:ojehtwnen, da sie
parallele proyzxerende Ebenen haben.

In Fig. 2 sei eine Gerade g gegeben durch die kotierten Nor-
malprojektionen ihrer Punkte A und B. Es ist also g’ = A’ B’
die Projektion der Geraden. Ist C’ die Projektion eines beliebigen
dritten Punktes der Geraden, so findet man seine Kote ¢ durch

Fig. 1.
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Umlegung der projizierenden Ebene um ihre Spur'g’ in die Pro-
jektionsebene. Da das Trapez A A B'B bei 4" und B’ rechte
Winkel hat, kann seine Umlegung in die Bildebene gezeichnet
werden. Die Umlegung [A] von A fillt in die Normale aus 4’
zu g’ und zwar in die Entfernung a von der Drehachse g’. Ebenso
findet man [B]. Die Gerade [A][B] ist die Umlegung [g] von g.
Die Umlegung [C] von C fillt in die Normale
aus C' zu g’ und auf [g]. Dann ist C'[C] die
gesuchte Kote c. ,

Sind die Koten ¢ und b der beiden Punkte 4
bzw. B ungleich, so ist die Gerade g geneigt
gegen die Bildebene, schneidet sie also im End-
lichen. Man findet diesen Spurpunki G- der
Geraden als den Schnittpunkt von [g] mit g, -
da dieser Punkt die Kote Null hat. Der Nei-
gungswinkel § der Geraden gegen die Bildebene
ist ihr Winkel mit der Normalprojektion g’
er erscheint also in der Umlegung in wahrer
GroBe als der Winkel der Geraden [¢] und ¢,
~ Sind dagegen die Koten @ und b der beiden Punkte einander
gleich, so ist ihre Verbindungsgerade parallel zur Projektionsebene
und zu ihrer Normalprojektion auf diese. Die Projektion jeder zur
Projektionsebene parallelen Strecke ist gleich der Strecke selbst.

[A][B] ist in Fig. 2 die wahre Gripe der Strecke AB. Es be-
steht also die Beziehung '

A'B' = [A][B] - cos = AB - cos §, d. h.

G

Die Normalprojeltion einer Strecke ist
gleich ihrer walren Grofe multipliziert
mit dem Kosinus ihres Neigungswinlels
mit der Projektionscbene.

Man kann die wahre GrioBe einer
Strecke und ihren Neigungswinkel mit
der Bildebene aber auch noch auf eine
zweite, einfachere Art konstruieren, die
sich namentlich empfiehlt, wenn die Ko-
ten der gegebenen Punkte groB sind. -

Man denke sich die Strecke A B mit Tig. 3.
ihrer projizierenden Ebene umgelegt in die durch den einen der
beiden Punkte, z. B. durch 4, gehende sog. Hauptcbene, die zur
Projektionsebene parallel ist. Die Drehachse ist die Parallele 4C
zu A’ B’ durch A. (Siehe die anschauliche Darstellung in Fig. 3.)
Das bei C rechtwinklige Dreieck .4 B C, das sog. Differenzendreieck
der Strecke, wird in der gedrehten Lage parallel zur Bildebene,
ist also kongruent seiner Normalprojektion. Diese kann daher ge-
zeichnet werden (Fig. 4.) C'[B] ist normal auf A"B" und gleich
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der Kotendifferenz b — a der beiden Punkte. A'[B] ist die wahre
GriéBe der Strecke AB und C'A’[B] = der Neigungswinkel
By gegen die Bildebene. — -
Eine Ebene ist ihrer Lage nach bestimmt
b-, durch die kotierten Normalprojektionen
dreier ihrer Punkte, wenn diese nicht in
‘ einer Geraden liegen.
Fig. 4. (B) Man findet die Spur der Ebene mit der
Projektionsebene durch Anwendung des Satzes:
Licgt eine Gerade in einer Fbene, so liegt der Spurpunkt der
Geraden in der Spur der Ebene.
Denn die Spur enthilt alle Punkte der Ebene, deren Kote Null
ist, somit auch den Spurpunkt der Geraden. ' ‘
Ist die Ebene E in Fig. 5 gegeben durch die kotierten Normal-
projektionen der Punkte 4, B, C, so konstruiere man die Spur-
U F s . punkteS, T, Uder

drei Verbindungs-
geraden AB, BC, CA.
Diese miissen in einer
Geraden liegen, der
Spur e der Ebene E.

Wenn P’ die Pro-
jektion eines weiteren
Punktes P der Ebene
ist, so findet man des-
sen Kote p durch Um-
legung einer durch ihn
gelegten Hilfsgeraden
in der Ebene, z. B. der Verbindungsgeraden mit A.

Durch jeden Punkt A der Ebene gehen unendlich viele Geraden,
die ganz in dieser liegen; sie bilden ein Strahlbiischel. Von Wich-
tigkeit sind zwei dieser Geraden:

1. Die Spurparallele oder Hauptgerade h, die zur Spur der
Ebene und also auch zur Projektionsebene parallel ist, so daB
auch ihre Projektion %' zur Spur parallel ist; sie enthilt alle
Punkte der Ebene, die mit P gleiche Kote haben.

2. Die Spurnormale oder Fallgerade f, die zur Spur der Ebene
normal steht; ihre projizierende Ebene ist somit normal zur Spur,
so daB auch die Projektion f’ zur Spur normal ist. Da die pro-
jizierende Ebene der Spurnormalen eine Neigungswinkelebene be-
ziiglich der gegebenen Ebene und der Projektionsebene ist, so ist
der Neigungswinkel der Spurnormalen gleich dem Neigungswinkel
der Ebene gegen die Projektionsebene. Fig. 5 enthilt diesen Nei-
gungswinkel « in wahrer GroBe, erhalten durch die Umlegung
seiner Ebene in die Projektionsebene. Ist die Projektionsebene
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horizontal, so ist die Spurnormale die Linie stirksten Gefills fiir
jeden ihrer Punkte. Es gilt also der Sata:

Jede Spurnormale ist zu jeder Spurparallelen rechtwinklig. Die
Projektion dieses rechten Winkels ist wieder ein rechter Winkel,

Dieser Satz wird ergiinzt’ durch den anderen:

Die Normalprojcktion eines rechien Winkels, dessen Ebene zur
Projektionsclene gencigt ist, ist mur dann ein rechier Winkel, wenn
scine Schenkel die Ricllung einer Spurparallelen und ciner Spur-
normalen haben.

Denkt man sich nimlich durch den Scheitel eines rechten Win-
kels, der in einer geneigten Ebene liegt, und dessen Schenkel zur
Spur weder parallel noch normal sind, die Spurparallele gezogen,
so ergeben sich deren Winkel mit den beiden Schenkeln in der
Projektion wverklcinert. Ist in Fig. 6 A der Scheitel des rechten
Winkels, g der eine der Schenkel, 7 die Spurparallele durch den
Scheitel, so ziehe man durch einen beliebigen Punkt B derselben
-die Spurnormale f, welche die Gerade g in C treflen mége. Dann
sind die Dreiecke A BC und A" B’C’ beide rechtwinklig und haben
die gleichlangen Katheten 4B = 4'B’. Da-

‘gegen-iSt B'C =BC -cosa<<BC,

wenn o« der Neigungswinkel der Ebene ge-
gen die Projektionsebene ist. Also ist der
L B'A’C'<<{BAC. Hieraus folgt, daB ein
rechter Winkel in einer geneigten Ebene in
der Projektion als spitzer oder als stumpfer
Winkel erscheint, je nachdem durch seinen
Winkelraum eine Spurparallele oder eine Spur-
normale gezogen werden kann.

Awufgaben: 1. Gegeben sei eine Strecke A B durch ihre Projek-
tion A’B’ = 8 cm und die Koten @ = 4,3 em und b = — 7,1 cm.
Man konstruiere den Spurpunkt und den Neigungswinkel der Ge-
raden ADB und die wahre Liinge der Strecke. Ferner bestimme
-man die Punkte mit den ganzzahligen Koten 1, 2, 3, 4 . ..

2. Man fiige zur Figur der vorhergehenden Aufgabe den Punkt C
hinzu, gegeben durch seine kotierte Normalprojektion, und bestimme
die Parallele durch C zur Geraden A B, indem man einen zweiten
Punkt dieser Geraden festzulegen sucht.

3. Eine Ebene sei gegeben durch die kotierten Normalprojek-
tionen eines Punktes und einer Spurparallelen, die nicht durch
den Punkt geht. Man konstruiere die Spur der Ebene und die
wahre Griofe ihres Neigungswinkels.

4. Eine Ebene sei gegeben durch ibre Spur und ihren Neigungs-

winkel ¢ = 60% man konstruiere die Projektionen der Spurparal-
lelen mit den Koten 1, 2, 3 .. .
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§ 2. Konstruktionsaufgaben.
a) Schnittgerade zweier Ebenen. In Fig. 7 seien die Ebenen E
und ® gegeben durch die Spuren e bzw. f und die Punkte 4 bzw.
B. Der Schnittpunkt S der beiden Spuren ist der Spurpunkt der

Schnittgeraden s beider Ebenen. Zur Bestimmung eines weiteren
Punktes P von s hat man in den beiden Ebenen zwei Spurparal-
lelen mit gleichen Koten zu ermitteln und zum Schnitt zu bringen.
Zu diesem Zweck ist die Spurparallele & mit der Kote ¢ in ¢
bestimmt worden durch die Konstruktion eines Punktes C, der
diese Kote hat. Dann ist D ein weiterer Punkt von &S.

b) Schnittpunkt ciner Geraden mit einer Ebene. In Fig. 8. sei
die Ebene E gegeben.durch die Spur ¢ und den Punkt 4, die Ge-
rade g  durch die Punkte B und C. Man bestimmt den Schnitt-
punkt D der Geraden g mit der Ebene E, indem man durch g eine
Hilfsebene ® legt und diese mit der Ebene E zum Schnitt bringt; die
Hilfsgerade s schnei-
det die Gerade g, weil
beide in der Ebene ®
liegen. Dieser Punkt
liegt sowohl in der
Geraden g als auch
in der Ebene E, ist
also der gesuchte
Schnittpunkt beider.
Zur Durchfiihrung
diesesKonstruktions-
gedankens ziehe man
durch B und C die
Spurparallelen hbzw.
k  der Hilfsebene,
deren gemeinsame Richtung man beliebig wihlt. Hierauf bestimmt
man in der Ebene E die Spurparallelen m und # mit den gleichen
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Koten & und ¢, etwa durch Umlegung der Spurnormalen f des
Punktes 4. Die Schnittpunkte P und @ dieser beiden Paare gleich
hoher Spurparallelen
bestimmen die Schnitt-
gerade s beider Ebenen.
Der Schnittpunkt von
s’ und ¢  ist die Pro-
jektion D’ des gesuch- :
ten DurchstoBpunktes; 4’

seine Kote d findet

man am einfachsten, ; | M
indem man seine der
Ebene E angehorige / d

DI

Spurparallele I mit der /
Spurnormalen f'schnei- /
det und diesen Punkt R {‘j"/ -
umlegt. — 8 Fig. 9. ‘

Besonders zweckmiBig ist die Verwendung der projizierenden
Ebene der gegebenen Geraden g als Hilfsebene ®; ihre Schnitt-
gerade s mit der Ebene E deckt sich in der Projektion mit ¢". In
Fig. 9 ist diese Methode durchgefithrt. Man bringt die Ebene E.
zum Schnitt mit der projizierenden Ebene von g, indem man ihre
Spur e in S und ihre Spurparallele /z in P mit dieser Ebene
schneidet. Dann bestimmt man die Umlegungen der Geraden g
und s mit der projizierenden Ebene in die Projektionsebene und
erhilt die Umlegung des gesuchten DurchstoBpunktes D, dessen
kotierte Normalprojektion sich unmittelbar ergibt.

c) Entfernung eines Punktes von einer Ebene. In Fig. 10 sei
eine Ebene gegeben durch die kotierten Projektionen zweier Spur-
parallelen 7 und %, ferner ein Punkt A, der nicht in dieser Ebene
liegt. Zur Konstruktion der Entfernung des Punktes von der Ebene

Fig. 10.

F\

hat man die Normale von ihm auf die Ebene zu fillen. Da die
projizierende Ebene dieser Normalen # zur Ebene und zur Projek-
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tionsebene normal ist, so ist sie auch zur Spur der ersteren nor-
mal, so daB die Projektion #” der Normalen zur Spur der Ebene
normal ist. Es folgt also:

Ist eine Gerade zu eincr Ebene normal, so ist thre Normalpro-
Jjektion normal zur Spur der Lbene.

Also ist in Fig. 10 die Normale von A4’ auf die Spurparallele 7’
die Projektion der Normalen n. Zur Bestimmungihres Fupunktes #'
mit der Ebene E lege man ihre projizierende Ebene um in die
Projektionsebene unter Mitnahme der Fallgeraden f, die sie aus
der Ebene E schneidet, und von der man die Schnittpunkte mit
den beiden Spurparallelen 2 und % umlegt. Die Umlegung. der
Normalen # ist dann die Normale von [A] auf [f], und liefert die
Umlegung des FuBpunktes F, sowie die wahre Grife d = [A][F']
der gesuchten Entfernung.

Aufgaben: 5. Drei Ebenen seien gegeben durch ihre Spuren
und je einen Punkt. Man konstruiere die kotierte Projektion ihres
Schnittpunktes.

6. Man konstruiere die Schnittgerade zweier Ebenen, wenn diese
gegeben sind durch ihre Spuren und ihre Neigungswinkel mit der
Projektionsebene.

7. Man 13se die vorstehende Aufgabe unter der Voraussetzung,
daB die Spuren der beiden Ebenen zueinander parallel und die
Neigungswinkel voneinander verschieden seien.

8. Man bestimme den Abstand von zwei zueinander parallelen
Ebenen.

§ 3. Projektion, wahre Gestalt und Grofle ebener Figuren.

Wenn die Ebene einer Figur parallel ist zur Projektionsebene,
so sind die Figur und ihre Projektion kongruent. Wenn dagegen
die Ebene der Figur geneigt ist, so erscheint die Projektion nach
Gestalt und Grofe verindert. Ist daher eine ebene Figur ge-

v 0 s ¥ y 7 geben durch ihre
b ' Normalprojektion

und durch die Lage
ihrer Ebene, so ent-
steht die Aufgabe,
7 die wahre Gestalt
und GréBe dersel-
ben zu ermitteln.
Diese Aufgabe wird
gelost durch Um-
klappung der ebenen
Figur mit ilrer Ebene um deren Spur in die Prejeklionsebene.

In Fig. 11 sei ein ebenes Viereck A BCD gegeben durch seine
Normalprojektion A'B ¢'D’, durch die Spur ¢ und den Neigungs-
winkel « seiner Ebene E. Bei der Umklappung beschreibt jeder

) Fig. 11.
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Punkt 4 der Ebene einen Kreisbogen, dessen Ebene normal steht
zur Drehachse e, dessen Mittelpunkt M auf der Drehachse liegt und
dessen Radius gleich ist der wirklichen Entfernung des Punktes A
von der Drehachse. Die Umklappung fillt also in die Normale aus
A’ zur Drehachse. Zur Bestimmung der wabren GroBe des Dreh-
radius M A lege man dessen projizierende Ebene um in die Pro-
jektionsebene; es ist dann M A = M[A4] = M (4).

Solcherweise konnte man auch die Umklappungen der iibrigen
Ecken des gegebenen Vierecks finden. Man kann aber beniitzen,
dafl bei der Umklappung der Ebene alle Punkte der Drehachse
festbleiben. Weil also der Spurpunkt S der Geraden A B fest-
bleibt, so ist S(4) die Umklappung der Geraden S4 und (B)
liegt auf dieser Geraden und in der Normalen aus B’ zur Dreh-
achse. Ebenso findet man die Umklappungen der Punkte C und D.
Dann ist (A)(B)(C)(D) die wahre Gestalt des Vierecks.’

Zwischen der Umklappung und der Projektion einer ebenen
Figur- bestehen also Beziehungen, die man folgendermafBen zu-
sammenfassen kann:

Umklappung wnd Normalprojcktion jedes Punktcs einer Ebene
liegen in einer Normalen zur Drehachse; Umklappung und Normal-
projektion jeder Geraden schneiden sicl in der Drchachse.

Man definiert nun: .

Zwei ebene Figuren heifien affin, wenn jedem Punkt der einen
ein Punkt der andern, jeder Geraden der cinen eine Gerade der
andern so entspricht, daf dic Verbindungsgeraden cntsprechender
Punlte glciche Richtung haben (Affinititsrichtuny) und die Schniti-
punkte entsprechender Geraden in einer festen Geraden liegen (Affi-
nitdatsachse)- .

- Ist die Affinitdtsrichtung normal zur Affinitéitsachse, so heillen
die Figuren normal-affin. Somit kann man sagen:

Normalprojektion und Umklappung einer ebenen Figur sind nor-
mal-affin. Die Affinititsachse ist die Spur der Ebene.

Sind in Fig. 11 N und O die Drehungsmittelpunkte der Punkte
B und C, so ist infolge der Konstruktion

MA : M(4) = NB : N(B) = 0C : 0(C), d. h.

In affinen Figuren haben entsprechende Punlte konstantes Ver-
hilinis der Enifernungen von der Affinititsachse (Affinitdtsver-
hiilinis). .

Es ist ferner MA : M(A) = A" : M[A] = cos «, d. h.

Das Affinititsverhdlinis bei der Umklappung ciner ebenen Figur
ist gleich dem Kosinus des Neigungswinkels der Ebcene gegen die
Projelitionsebence.

Man kann die wahre Gestalt einer ebenen Figur auch bestim-
men durch Umklappung der Ebene um cine Hauptlinie bis zum
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Parallelismus mit der Projektionsebene. In Fig. 12 ist die Ebene
des Dreiecks 4 BC umgeklappt worden um die Hauptlinie % des
Punktes B. Diese wird erhalten, indem man auf der Seite 4C
den Punkt D mit der Kote b bestimmt. Die Umklappung (A)
fallt in die Normale aus A" zur Drehachse 2’. Der Mittelpunkt
M der Drehung liegt auf k. Die wahre GroBe des Drebhradius
M A wird bestimmt durch Umlegung des Differenzendreiecks von
MA. Umklappung
J(s/4 und Projektion des
Dreiecks sind nor-
mal-affin; die Affi-
nitit i1st bestimmt,
damanihre Achse?’
und ein Paar A’,
(A) entsprechender
0/0} Punkte kennt. Aus
der Affinitiit findet
. man (C)’, wihrend
¢’ B festbleibt.
Sy Fig. 12. Aus diesel'l Be-
ziehungen zwischen
Umklappung und Normalprojektion einer ebenen Figur ergibt sich
der Zusammenhang zwischen den Fldcheninhalten beider. Die Haupt-
linie % zerlegt das Dreieck A BC in die beiden Dreiecke A4 BD
und CB.D. Die Dreiecke A" B’ D" und (4)B’'D’ haben die gleiche
Grundlinie A’D’; ihre Hohen A’ M’ und (4)M haben das Ver-
hiltnis cos «: 1. Somlt verhalten sich die Flicheninhalte der Drei-
ecke wie die Hohen, also wie cos  : 1. Das nimliche gilt von den
beiden Dreiecken ¢'B'D’ und (C)B'D’. Also findet man fiir das
Verhéltnis der Flicheninhalte der Projektion und der Umklappung

F' = F - cos a.

Der Fldcheninhalt der Projektion eines Dreiecks ist gleich dem
Fldcheninhalt des Originaldreiecks multipliziert mit dem Kosinus
des Neigungswinkels seiner Ebene mit der Projektionsebene.

Da sich jedes ebene Vieleck in Dreiecke zerlegen li8t, so gilt
dieser Satz auch fiir Vielecke. Ist ein Flichenstiick durch eine
Kurve begrenzt, so kann diese als ein Vieleck mit unendlich
vielen, unendlich kleinen Seiten aufgefaBt werden. Es gilt also
allgemein der Satz:

Der Filicheninhalt der Projektion einer ebenen Figur ist gleich
dem F'ldcheninhalt der Originalfigur multipliziert mit dem Kosinus
des Neigungswinkels ihrer Ebene gegen die Projektionsebene.

Aufgaben: 9. Ein Winkel sei gegeben durch die kotierte Nor-
malprojektion seines Scheitels und die Spurpunkte seiner Schenkel:
man konstruiere seine wahre GroBe.
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10. Man konstruiere die Projektionen der beiden Halbierungs-
linien des Winkels in der letzten Aufgabe.

11. Man konstruiere die Projektion des Hohenschnittpunktes,
“des Schwerpunktes und des Mittelpunktes des umschriebenen Krei-
ses eines Dreiecks, das durch die kotierten Projektionen seiner
Ecken gegeben ist.

12. Man konstruiere die wahre Entfernung eines gegebenen
Punktes von einer gegebenen Geraden (durch Umklappung der sie
verbindenden Ebene).

§ 4. Normalprojektion des Kreises,

Die Affinitdt, die zwischen der Normalprojektion einer ebenen
Figur und ihrer Umklappung in die Bildebene besteht, gelangt
auch zur Anwendung bei der Darstellung einer ebenen Figur von
gegebener Form und bekannter Lage. Von besonderer Wichtig-
keit ist die Darstellung des Kreiscs.

In Flig. 13 sei ein Kreis bestimmt durch seine Ebene E, ge-
geben durch die
Spur e und den Nei-
gungswinkel e, sei-
nen Mittelpunkt M,
gegeben durch des-
sen Normalprojek-
tion 4" und durch 2

seinen Radius 7. , [A[ S ’ '
Man klappe die & \\ g (¢ YR
Ebene um ihre Spur T ‘

in die Projektions- ¢ ? ' 10} 7 X
ebene. Die Umklap- 4 \ (AN

pung (M) des Mit- # (S) T
telpunktes fillt in (DD Q)
die Normale aus A( /2

M’ zu e; die wahre \ :

GroBe des Dreh- ¥ f &)
radius ODM Dbe- Fig. 13.

stimmt man durch
dessen Umlegung in die Projektionsebene. Hierauf zeichne man
die Umklappung des Kreises.

Man findet dann die Projektion des Kreises als die affine Figur
seiner Umklappung Die Affinitit ist bestimmt durch die Achse
¢ und ein Paar M, (M) entsprechender Punkte. Ist also (P) ein
beliebiger Punkt des (umgeklappten) Kreises, so liegt P’ in der
Normalen aus (P) zu ¢ und in der entsprechenden Geraden zum
Durchmesser (M) (P), die sich mit diesem auf e schneidet. Ist (Q)
der zweite Endpunkt dieses Durchmessers, so liegt @ auf 21’ P
und auf der Normalen aus (@) zu e.
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Wie in § 5 bewiesen werden wird, ist die Normalprojektion
des Kreises eine Ellipse. M ist deren Mittelpunkt, da dieser Punkt,
wie die Figur zeigt, die Projektion jedes Durchmessers halbiert.

Jede Tungente des Kreises projiziert sich als' Tangente der
Ellipse. Denn man kann die Kreistangente auffassen als eine Ge-
rade, die mit dem Kreis zwei einander unendlich nahe gelegene
Punkte gemein hat; also hat auch die Projektion derselben mit
der Projektion des Kreises zwei unendlich benachbarte Punkte ge-
mein, ist also eine Tangente der Ellipse. Ist (f) die Tangente in
(P) an den Kreis, so ist die Tangente in P’ an die Ellipse die
entsprechende Gerade, die sich mit ihr auf der Affinititsachse e
schneidet; dieser Punkt 7 ist der Spurpunkt der Tangente, der bei
der Umklappung festbleibt. Die Tangenten in P’ und " an die
Ellipse sind parallel; denn die Tangenten in P und ¢ an den
Kreis sind parallel, und parallele Geraden haben parallele Normal-
projektionen. -

Der Durchmesser PQ erfihrt bei der Projektion eine gewisse

_ Verkiirzung, deren MaB abhiingt von dem Neigungswinkel dessel-
ben gegen die Projektionsebene. Keine Verkiirzung erleidet nur
der Durchmesser 4 B, der zur Projektionsebene, also-zur Spur ¢
parallel ist. A’ B’ ist daher der lingste Durchmesser der Ellipse,
ihre grofe Achse. Am stirksten verkiirzt sich der Durchmesser C'D,
der in die Spurnormale fillt. C'D’ ist daher der kiirzeste Durch-
messer der Ellipse, ihre kleine Achse. ‘

Es sei RS der zu PQ normale Durchmesser des Kreises. Weil
RS parallel ist zu den Tangenten in den Punkten P und @, so
ist der Ellipsendurchmesser R'S" parallel zu den Ellipsentangen-
ten in I’ und @’. Aus dem nimlichen Grunde sind die Tangenten
in R’ und § parallel zum Durchmesser P'Q". Zwei derartige Durch-
messer, von denen jeder parallel ist zu den Tangenten'in den End-
punkten des andern, heiBen konjugierte Durchmesser der Ellipse.
Die Ellipse hat unendlich viele Paare konjugierter Durchmesser;
sie gehen hervor durch Projektion aus den Paaren zueinander nor-
maler Durchmesser des Kreises. Die Achsen sind die einzigen kon-
jugierten Durchmesser der Ellipse, die zueinander normal stehenj
denn die Normalprojektion eines rechten Winkels ist nur dann
wieder ein rechter Winkel, wenn einer seiner Schenkel zur Pro-
jektionsebene parallel ist (§ 1).

Jeder Durchmesser PQ des Kreises ist eine Achse normaler
Symmetrie fiir den Kreis; zwei symmetrische Punkte U und ¥
liegen auf einer Normalen zur Symmetrieachse, gleich weit von
dieser entfernt und ihre Tangenten schneiden sich auf der Sym-
metrieachse. Beim ProjektionsprozeB wird aus der normalen Sym-
metrie eine schiefe Symmctric beziiglich jedem Durchmesser der
Ellipse. Die Symmetrierichtung ist die Richtung des konjugierten
Durchmessers; die Verbindungslinie pntsprechender Punkte U’ und
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V' wird durch die Achse '@ halbiert und die Tangenten ent-
sprechender Punkte schneiden sich auf der Symmetrieachse. Nur
die groBe und die kleine Achse der Ellipse sind Achsen normaler
Symmetrie fiir diese.

Sind a und b die Halbachsen der Ellipse, so kann ihre Fliche
berechnet werden aus der Fliche des Kreises, dessen Projektion
sie ist.

Die Fliche der Kreisprojektion ist

F=mr?. cos «,
und da a=r, b=r-cosa
ist, findet man F=mab.

Die Fldche einer Ellipse mit den Halbachsen a und b ist wab.

§ 5. Die Ellipse als affine Figur des Kroises.

Um zu beweisen, daB die Normalprojektion des Kreises eine
Ellipse ist, zeigen wir vorerst:

Der Sckmtt eines geraden Kreiszylinders mit einer su semm Achse
geneigten Lbene ist eine Ellipse.

In Flig. 14 sei 0, Oy die in der
Projektionsebene liegende Achse
des Zylinders, r dessen Radius,
AB die Spur einer zur Projek-
tionsebene normalen Schnitt-
ebene. Schneidet eine beliebige
Mantellinie @, @, des Zylinders
die Schnittebene in P, so findet
man zu der Projektion P’ dieses
Punktes die Kote p, indem man
den Normalschnitt durch diesen
‘Punkt umlegt in die Projektions-
ebene; es ist P'[P]=p. Dann
kann man auch die Umlegung
des Punktes P mit der Schnitt-
ebene in die Projektionsebene
zeichnen, wobei P'{P}=yp zu
nehmen ist. Man kann so die

wahre Gestalt der Schnittkurve
punktweise konstruieren.
Es gibt nun zwei Kugeln,
die dem Zylinder eingeschrieben .y
sind, und die Schnittebeneinden  Fig- 14 "\ -
Punkten F, bzw. F, beriihren. I
Ihre Mittelpunkte O, und O, liegen auf der Achse des Zylinders und
werden gefunden, indem man bei .4 und B den Winkel halbiert,
Teubners Leitfiden: GroB8mann, Elements, 2. Aufl, 2




14 I. Normalprojektion auf eine Ebene

den die Spur AB der Schunittebene mit den Mantellinien bildet;
natiirlich sind diese beiden Winkelhalbierenden 40; und B O,
parallel. Fiir jeden Punkt P des Schnittes ist nun

PQ1+-PQ?.=Q1Q29

also eine Summe von konstanter Griofe, da @, @, die Mantellinie
des Zylinders ist. Weil aber

PQ,=PF,, PQ,=PF,,
als Kugeltangenten vom Punkt P aus, so ist auch
PF, + PFy=¢, ;.

@1 @5 ist aber gleich A B, weil sich die beiden Strecken in gleich-
lange Kugeltangenten zerlegen lassen. Die Punkte der Schnitt-
kurve haben also die Eigen-
schaft, daB

PF,+ PF;— AB

ist, liegen daher auf der
Ellipse, fiir die F; und Fy
die Brenmpunkte sind wund
AB die groBe Achse ist. Be-
zeichnet « den Winkel, den
die Schnittebene mit dem
Normalschnitt des Zylinders
bildet, so findet man fiir die
Halbachsen der Ellipse

f4)

r
a = 3
cos o

Legt man durch den Mittelpunkt M der Ellipse, d. h. durch den
Schnittpunkt der Ebene mit der Achse, den Normalschnitt, so kann
dieser aufgefaBt werden als die Normalprojektion der Ellipse auf
seine Ebene. Also besteht zwischen diesem Kreis und der Um-
klappung der Ellipse in seine Ebene normale Affinitit, deren Achse
die kleine Achse CD der Ellipse ist. Dieser Zusammenhang ist in
Fig. 15 dargestellt.

Die Ellipse gcht also durch normale Affinitit hervor aus dem
Kreis iiber ihrer kleinen Achse.

Nun kann man aber zeigen, daB die Ellipse auch aus dem Kreis
iiber ihrer grofen Achse durch normale Affinitdt hervorgeht: Es
seien. in Fig. 16 AB = 2a, CD = 2b die beiden Achsen einer
Ellipse. Man schlage die Kreise iiber diesen beiden Strecken als
Durchmessern. 0 A schneide den kleinen Kreis in 4,, O C schneide
den groBen Kreis in C;. Nun ziehe man einen beliebigen Radius
der beiden Kreise, der diese in P, bzw. in P, schneide. Zieht man

b=r.
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durch P, die Parallele zur groSen Achse, durch P, diejenige zur
kleinen, go ist deren Schnittpunkt P ein Punkt der Ellipse.
Sind némlich M bzw. N
die Schnittpunkte dieser Par- A2,
allelen mit den Achsen, so ist
MP: MP, = OP,: 0P,
=a:b=04:04",

so dafl Pund P, entsprechende
Punkte sind in der Affinitit,
die C.D zur Achse hat, und B} B
fiir die 4, A, ein Paar ent- '
sprechender Punkte ist. Also
ist nach dem vorhin bewiese-
nen Satz P ein Punkt der
Ellipse. Es ist aber weiter
NP:NP,=0P,: 0P,
=b:a=0C:00,,

woraus folgt, da P und P, entsprechende Punkte sind in der
Affinitdt, die 4 B zur Achse hat und fiir die C, (, ein Paar ent-
sprechender Punkte ist. Es gilt also auch der Satz:

Die Ellipse geht durch normale Affinitdt hervor aus dem Kreis
iiber ihrer grofen Achse. '

Hieraus folgt aber: ,

Die Normalprogeltion des Kreises ist eine Ellipse.

Denn.ist in Fig. 17 ¢ die Spur der Kreisebene, M dessen Mittel-
punkt, den man in der Spur voraussetzen darf, « der Neigungs-
winkel der Kreisebene,
so seil der Kreis tiher dem
in e liegenden Durch-
messer .A B die Umklap-
pung des Kreises. Aus
dem Neigungswinkel fin-
det man die ProjektionC’
des obersten Punktes des
Kreiges. Da nun die Pro-
jektion, wie in § 4 ge-
zeigt wurde, durch Af-
finitat aus der Umklap-
pung hervorgeht, wobei
A B die Achse, und C’,
(C) ein Paar entsprechender Punkte sind, so ist der aufgestellte
Satz bewiesen. Die Halbachsen der Ellipse sind

a=r, b=r-cose,

Fig.16. (,

wenn 7 der Radius des Kreises ist.
2‘
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Aufgaben: 13. Man zeichne die Projektion des eingeschriebenen
Kreises eines Dreiecks, das durch die kotierte Projektion gegeben ist.

14. Ein Kreis sei gegeben durch den Mittelpunkt und eine Tan-
gente, so dal die Ebene beider zur Projektionsebene geneigt ist;
man projiziere den Kreis.

§ 6. Darstellung von Korpern,

Einige Beispiele mogen die Anwendung der kotierten Normal-
projektion auf die Darstellung einfacher Korper erliutern.

D' : o

a) Man zeichne die Normalprojektion eines Wiirfels, wenn eine
Korperdiagonale desselben zur Projektionsebene normal steht.

In F'ig. 18 sei die Ecke 4 in der Projektionsebene angenommen,
die zur Projektionsebene normale Diagonale mit 4 F bezeichnet.
Die Kote von E ist gleich der Korperdiagonalen des Wiirfels, also
gleich a ]/3, wenn ¢ die Linge der Wiirfelkante ist. Man kon-
struiert also in einer Hilfsfigur aus g zunichst a}/2, dann a}/3.
Legt man durch die Diagonale A FE und die Kante A B die Ebene,
so schneidet diese den Wiirfel in einem Rechteck, dessen Seiten
AB = EF = q wd AF = EB = a}/2 sind. Wihlt man die
durch 4 gehende Spur dieser Ebene, die zur Projektionsebene nor-
mal ist, so kann man die Umlegung A[B][E][F] des Rechtecks
aus der Kote von E und aus den bekannten Seiten konstruieren.
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Aus den Umlegungen der Ecken B und F findet man deren Pro-
jektionen auf der Spur der Diagonalebene. Weil die Kanten A B
und EF gleich lang sind und gleiche Neigung haben gegen die
Projektionsebene, so haben sie gleichlange Projektionen. Da auch
die tibrigen von 4 und I ausgehenden Kanten die nimliche Linge
und Neigung haben, so erscheinen ihre Projektionen gleich weit
von A = E' entfernt, liegen also auf dem Kreis mit diesem Mittel-
punkt, der durch B’ geht. Da diese Kanten aber miteinander
gleiche, nimlich rechte Winkel bilden, und ihre Verbindungsebenen,
die Wiirfelflichen, gleiche Neigung gegen die Projektionsebene

haben, so miissen die Projektionen dieser Winkel gleich, also gleich
1200 sein. Die auf dem UmriB angeordneten Ecken bilden also
ein regelm#Biges Sechseck.

b) Von einem regelmifigen Okfaeder kennt man den Mittel-
punkt, eine der drei Achsen und die Verbindungsebene dieser mit
einer zweiten Achse. Man zeichne die Projektion des Vielflachs.
~ Es sei in Fig. 19 der Mittelpunkt O gegeben durch seine ko-
tierte Projektion, die Ebene E zweier Achsen durch diesen Punkt
und die Spur ¢, die Achse AC durch ihre Projektion. Die Ebene
E enthilt als Achsenschnitt des Oktaeders ein Quadrat A BCD,
von dem AC eine Diagonale ist. Um die Projektionen der bei-
den andern Ecken B und D zu finden, hat man die Ebene umzu-
klappen, etwa um die Spur ¢ in die Projektionsebene. Die Um-
klappung von O fillt in die Normale aus 0’ zu ¢ und wird in be-
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kannter Weise gefunden durch die Bestimmung der wahren GroBe
des Drehradius M 0. Damit ist die Affinitit zwischen Projektion
und Umklappung des Quadrates bestimmt und man findet (4) und
(0). Man kann nun in der Umklappung das Quadrat ergénzen
und dann durch die Affinitéit die Projektionen der Ecken B und
D finden. Die dritte Achse EF' geht durch O und ist zur Ebene
E normal; ihre Projektion geht daher durch O und ist zu ¢ nor-
mal. Zur Bestimmung der Projektionen der Endpunkte £ und ¥’
hat man die projizierende Ebene der Achse umzulegen in die Pro-
jektionsebene. [0] ist schon in der Figur enthalten, [E][O] geht
durch diesen Punkt, ist normal zu M[O] und gleich der halben
Diagonale; die wahre Linge dieser Halbachse wird durch (0)(4)

gegeben. Aus der Um-
?3—*——‘@0) legung von K findet

man die Projektion
E'; ferner ist O'F”
(Fc’/ E; () = 0FE,

/t\ Denkt man sich
X G\ N\Gl-  dio Flichen des Ok-
/7 . taeders undurchsich-
__________ /T o L tig, so ist die Sichi-
Ao e 0, M barkeit der einzelnen
i i - Kanten festzustellen.
' v Dabeidenktman sich,
wie das der Normal-
f Fig. 20. projektionentspricht,
den Korper in Rich-
tung der Projektionsstrahlen aus unendlicher Ferne betrachtet.
Sichtbar sind jedenfalls alle Kanten, die den Umrifl bilden. Die
von der oberen Ecke E ausgehenden Kanten sind im Falle der
Fig. 19 simtlich sichtbar, da keine von ihnen unter eine Fliche
des Oktaeders fillt. Dagegen sind die Kanten AF und DF un-
sichtbar, weil sie unter der Fliche C B F liegen. Auch dieKante A B
ist unsichtbar, da sie verdeckt wird durch die in ¥ zusammen-
stofenden Flichen.
¢) Man projiziere ein ger ades, regelmiBiges, sechsseltlges Prisma,
von dem eine Grundkante in der Projektionsebene liegt und der
Neigungswinkel der Grundfliche gegen die Bildebene gleich 60° ist.
In Fig. 20 sei A, B, die gegebene Grundkante. Dann ist das
1egelmﬁBicre Sechseck iiber dieser Seite die Umklappung der Grund-
fliche in die Projektionsebene. Aus der Umklappung einer Ecke C,
und dem Ne1gun0'sw1nkel « = 60° findet man auf bekanntem Wege
die Projektion C, der Ecke. Damit ist die Affinitiit zwischen Um-
klappung und Projektion der Grundfliche bestimmt und kann zur
Konstruktion der letzteren beniitzt werden. Die Projektionen der
Seitenkanten sind normal zu 4y B,. Die Projektion der Deckfliche
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ABCDEF ist kongruent der Projektion der Grundfliche und
wird gefunden, indem man die Projektion einer ihrer Ecken, z. B.
C', ermittelt, etwa durch Umlegung der Seitenkante C,C; dabei

E E,
F 5
¥ 2
D B Bo D{}
c Cy
o G,
p B
E E,
Fig. 21.

ist [C,][C] normal zum umgelegten Drehradius J[C,] und gleich
der gegebenen Hohe des Prismas.

Fig. 21 enthilt das Netz des Prismas, d. i. die Ausbreitung
seiner Flichen in eine Ebene, wobei die am Kdorper in einer Kante
zusammenstofenden Flichen so weit als moglich zusammenhingend
belassen werden. In unserem Fall denke man sich den Mantel lings
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der Seitenkante E E aufgeschlitzt und lings der Grundkanten so weit
von den Grundflichen gelst, daB er nur noch in den Grundkantien
AB und 4, B mit ihven zusammenhingt. Zeichnet man das Netz
auf steifes Papier und schneidet man es aus, so kann man durch
Ritzen der Kanten das Zusammenbiegen der Flichen ermiglichen
und durch geeignete Bindemittel ein Modell des Prismas herstellen.
d) Man zeichne das Netz einer unregelmiBigen sechsseitigen
Pyramide.
In Fig. 22 sei die Grundfliche der Pyramide angenommen in
der Projektionsebene, die Spitze M gegeben durch ihre kotierte
M Ty

.

A

Projektion. Man erhilt das Netz der Pyramide, indem man die
einzelnen Seitenflichen um die Grundkanten umklappt in die Grund-
fliche. Fiir die erste dieser Umklappungen, z. B. diejenige um
die Grundkante 4F, hat man die Umklappung der Spitze M zu
bestimmen durch Ermittlung der wahren Linge des Drehradius
MN; die Umklappungen der Spitze mit den folgenden Seiten-
flichen findet man in den Normalen aus M’ zu den einzelnen Dreh-
achsen und mit Hilfe der Bemerkung, daB jede Seitenkante zwei-
mal umgeklappt wird, so daB z. B. A(M) = A{M} wird, usw.

Aufgaben: 15. Man projiziere ein regelmifliges Oktaeder, das
mit einer Seitenfliiche auf der Projektionsebene liegt, und zeichne
das Netz des Korpers.

16. Man projiziere einen Wiirfel, von dem eine Fléiche in einer
gegebenen schiefen Ebene liegen soll.
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§ 7. Einfache Dreikantskonstruktionen.

Die sphirische Trigonometrie 19st die Bestimmungsaufgaben des
Dreikants durch Rechnung, die darstellende Geometrie durch geo-
nietrische Konstruklion. Bekanntlich unterscheidet man sechs Be-
stimmungsfille, von denen die drei einfacheren hier konstruktiv
gelost werden mogen.

a) Man konstruiere das Dreikant aus seinen drei Seiten g, b, c.

Man wihle in der Projektionsebene die Seite @ und zeichne auch
die Umklappungen der
beiden anderen Seiten
b und ¢ (Fig.23). Die
der Seite a gegeniiber-
liegende Kante ist mit
den Seiten b und ¢ um-
geklappt worden. Ist 4
einer ihrer Punkte, so
sind seine beiden Um-
klappungen (4) und
{A} vom Scheitel O
gleich weit entfernt.
Die Projektion A’ die-
ses Punktes liegt im
Schnittpunkt der Normalen aus (4) und { 4 } auf die Drehachsen O C
bzw. OB. Dann ist 04" die Projektion der dritten Kante. Man er-
hilt die Winkel § und y durch Umlegung der durch 4 gehenden Nei-
gungswinkelebenen; die Kote von 4 findet man aus dem Drehradius
M(A). Zur Bestimmung der wahren GroBe des dritten Winkels «
lege man die Normalebene in A zur Kante 0 4; deren Spuren mit
den Seitenflichen b und ¢ sind in (4) und {A} normal zu O(4)
bzw. O { A} umgeklappt und liefern die Spurpunkte B und C, so
daB BC die Spur der Neigungswinkelebene ist und zu 0.4  nor-
mal sein muB. Durch Umklappung des Dreiecks BAC um diese
Spur findet man den Winkel e.

b) Man konstruiere das Dreikant aus zwei Seiten ¢ und b und
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel y (Fig. 23).

Wihlt man wieder die Seite @ in der Projektionsebene und
zeichnet man die Umklappung der anderen gegebenen Seite b, so
kann man die Projektion A’ eines auf der umgeklappten Kante
angenommenen Punktes A konstruieren, da man den Winkel y
kennt, der im umgelegten Dreieck I/ A4 auftritt. Ist so die Pro-
jektion der dritten Kante gefunden, so ergeben sich die Winkel «
und B wie im ersten Fall, wihrend die Umklappung der Seite ¢
durch die Umklappung des Punktes A um die Drebachse OB ge-
lingt.

¢) Kennt man eine Seite @ und die beiden anliegenden Winkel
B und y, so erhiilt man (Fig. 24) die Projektion eines Punktes 4

Fig. 28..
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der dritten Kante, indem man die Projektionen zweier in den
Seitenflichen b und ¢ liegenden Spurparallelen von gleicher Kote
z zeichnet. Diese findet man, indem man an
0 irgendwelchen Stellen der Scheitelkanten die
Winkel $ und y in der Umlegung zeichnet,
und auf den umgelegten Spurnormalen Punkte
P und @ mit gleicher Kote 2 bestimmt. Der
Schnittpunkt der beiden Spurparallelen ist
dann durch seine kotierte Projektion gegeben.
Die Bestimmung der tibrigen Stiicke des Drei-
kants geschieht wie in den beiden ersten

- Fillen.

Aufgaben: 17. Man konstruiere ein Drei-
kant, fiir welches b=45° ¢=60° und «=90°
gegeben sind.

18. Man konstruiere ein Dreikant, fiir wel-
ches ¢=30% a=120° B = 45° ist, und zeichne die Projektion des
dazugehdrigen sphirischen Dreiecks, indem man die drei Kreisbogen
projiziert, die in den drei Seitenflichen liegen.

¥ig. 24.

I1. Zugeordnete Normalprojektionen.

Die Konstruktionen der kotierten Normalprojektion, wie sie im
ersten Kapitel entwickelt wurden, erfordern bei der Verwendung
bekannter oder bei der Ermittlung gesuchter Koten die Umlegung
von projizierenden Ebenen. Diese sich bei zusammengesetzteren
Aufgaben hiufenden Hilfskon-

, struktionen kann man vermeiden

L_%ﬁl durch die Einfiihrung einer zwei-

j len, zur ersten rechtwinkligen Pro-

| jektionsebene. Alle zur ersten Pro-

'A’ jektionsebene normalen Koten

/ X sind zur zweiten parallel und
Hl erscheinen daher in wahrer GroBe

in 1ihr,
Die beiden Projektionsebencn
seien mit TT, und TT, bezeichnet;
Pig. 25. ihre Schnittgerade werde Projek-
tionsuchse oder kurz Achse ge-
nannt und mit & bezeichnet. Meistens denkt man sich die Pro-
Jektionsebene TT; horizontal und nennt sie dann Grundrificbene; die
gweite Projektionsebene T, ist dann vertikal und heiBit Aufrifiebene.
Die beiden Projektionsebenen teilen den Raum in vier Quadranten,
die folgendermaBen numeriert seien (Fig.25):

- -l -
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L. Quadrant: tiber TT, und vor TT,,
1L Quadrant: tiber TT, und hinter TT,,
IIL. Quadrant: unter TT, und hinter TT,,
IV. Quadrant: unter TT, und vor TI,.

§ 8. Darstellung des Punktes.

Jeder Punkt 4 des Raumes hat zwei Projektionen 4" und A4”
auf die Ebenen TT, bzw. TT,. A" heiBt der Grundrif, A" der Auf-
riff des Punktes. Die Ebene A’A” enthilt die beiden Projektions-
strahlen 44" und AA4", steht daher normal zu den beiden Pro-
jektionsebenen, also auch zur Projektionsachse. Schneidet sie diese
im Punkt X, so sind also die Geraden A'X und 4”X normal zu
x, und der Winkel A"X A" ist ein rechter. Das Viereck A" X A" A
ist somit ein Rechteck. Daher findet man

AA=A"X, A4’ =AX, d. h.

Die Emtfernung eines Punktes von der Grundrificbene ist gleich
der Entfernung seines Aufrisses von der Achse.

Die Entfernung eines Punktes von der Aufrifiebene ist gleich der
Entfernung seines Grundrisses von der Achse.

Sind also die beiden Projektionen eines Punktes bekannt, so ist
die Liage desselben im Raum bestimmt; denn man kennt seine Ko-
ten beziiglich der beiden Projektionsebenen. Dabei miissen aber
die beiden Projektionen eines Punktes in einer Normalebene zur
Achse liegen; denn nur in diesem Fall schneiden sich die beiden
in den Projektionen errichteten Projektionsstrahlen.

Um nun nicht in zwei zueinander rechtwinkligen Ebenen zeich-
nen zu miissen, denkt man sich die eine der beiden Projektions-
ebenen um die Achse in die andere umgelegt. Diese Umlegung
soll stets so erfolgen, dafl der erste Quadrant gedffnet wird. Nach
der Umlegung fillt also die Aufrilebene mit der GrundriBiebene
zusammen. Die Strecken 4'X und 4”X fallen nach der Umlegung
in eine zur Achse normale Gerade, in eine sog. Ordnungslinie.

Grundrif und Aufrif cines Punktes liegen in einer Ordnungslinie.

Soll aus den Projektionen eines Punktes oder eines Raumgebildes
auf seine Lage im Raum geschlossen werden, so hat man sich das
Zusammenlegen der beiden Projektionsebenen wieder riickgiingig
gemacht zu denken. Man schlieBt so in den Fig. 26—28 aus den
Projektionen auf die folgende Lage der dargestellten Punkte im
Raum:

Flig. 26: A liegt im ersten, B im zweiten, C im dritten, D im
vierten Quadranten.

Fig. 27: E und F liegen in T1,, und zwar E vor, F' hinter z;
G und H liegen in Tl,, und zwar G iiber, H unter z; J liegt in
der Achse.
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Liegt ein Punkt in der Grundrificbene, so licgt sein Aufriff in
der Achse, und wmgekehrt.

A// B/I
@] CI
B ?
R DA . t £ V—
"

é)DI/

OC Ed
Fig. 26.

Liegt ein Punkt in der Aufrifebene, so
liegt sein Grundriff in der Achse, und wm-~
gekehrt.

Fig. 28: K und L liegen in der Hal-
bierungsebene des crsten bzw. des dritten
Quadranten, weil ihre Projektionen sym-
metrisch zur Achse liegen, die beiden Ko-
ten jedes dieser Punkte also gleich sind.
Mund N liegen in der Halbierungsebene des
zweiten bzw. vierten Quadranten, weil sich
ihre Projektionen nach dem Zusammen-

legen der Projektionsebenen decken, die beiden Koten jedes dieser
Punkte also entgegengesetzt gleich sind. Diese Ebene heiBt Ko-

G’
E"  p¥
) O Gy SH N x
HII
E/ Fig. 27.

MI}I”

y

" Fig. 28, _
A}l N : 3

inzidenzebene, weil die beiden Projektionen aller 1hrer Punkte zu-
sammenfallen (koinzidieren).

Fig. 129. [B}

Die wahre Gripe der Verbindungs-
strecke zweier Punkte 1i8t sich auf ver-
schiedene Arten aus den Projektionen
der Punkte konstruieren:

a) Man legt das Trapez AA’B’B mit
der ersten projizierenden Ebene um in die -
GrundriBebene (Fig. 29). Die Koten der
Punkte 4 und B entnimmt man dem Auf-
riB. Oder man legt das Trapez AA”B”B
mit der zweiten projizierenden Ebene um
in die AufriBebene. Die Koten von 4 und
B entnimmt man dem Grundrif. ,

b) Man dreht das Trapez AA’B’B um
die vertikale Kote 44, bis seine Ebene
parallel istzur Aufrifebene (Fiig. 30). Der
Punkt B beschreibt bei dieser Drehung
einen horizontalen Kreishogen B (5), der

sich im Grundrif in wahrer Gro8e, im Aufrif als horizontale Strecke
darstellt; (B) liegt auf dem Kreis mit dem Radius 4’B’ und auf
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der Parallelen durch A’ zur Achse, (B)” hat die gleiche Kote wie
B”. Dann ist A”(B)"” die wahre Linge der Strecke 4 B.

Blo—ro By

/ |

e

Al- DY
(B) ’
\ T A —Q(B)
/

Fig. 30. \{ 4 |

| ) L

In Fig. 31 ist in gleicher Weise das Fig. 31. B ()
Trapez AA”B'B um die horizontale -
Kote A A" gedreht, bis seine Ebene zur Grundrifebene parallel ist;
A'(B)’ ist dann die wahre GroBe der Strecke 4 B. Zur Orientierung
in der Figur denke man sich das Zeichnungsblatt als AufriBebene
und stelle es vertikal. ‘

¢) Man legt das Differenzdreieck 4 BC um seine horizontale
Kathete 4 € um in die Parallelebene zur GrundriBebene. Die Koten-
differenz entnimmt man dem AufriB (Fig. 32).

/OB”

7

& oo

By

Fig. 32. B o’

§ 9. Darstellung der Geraden.

Eine Gerade g kann entweder gegeben werden durch die Projek-
tionen zweier ihrer Punkte oder durch ihre beidenProjektioneng” und
g”. Die Gerade ist dann die Schnittlinie der beiden projizierenden
Ebenen, die durch ¢’ und §” normal zu den Projektionsebenen gehen.

Sind in Fig. 33 ¢’ und ¢" Grund- und Aufrif einer Geraden,
so ergeben sich unmittelbar deren Spurpunkie G, und G,. Der
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erste Spurpunkt &, liegt in TT,, sem Aufrif G,” liegt also in =,
ist som1Jr der Schmttpunkt von ¢” mit . Der GrundnB G, liegt
mit G,” in einer Ordnungslinie und auf ¢. Es ist G," = G

Der zweite Spurpunkt G, liegt in TTy, sein Grundrif G, hegt.
also in z, ist somit der Schmttpunkt von ¢’ m1t 2. Der Aume G,’
liegt mit Gy in einer Ordnungslinie und auf ¢". Es ist Gy = G

Die in Fig. 33 dargestellte Gerade geht, wie sich aus der Lage
ihrer Spurpunkte ergibt, durch den vierten, ersten und zweiten
Quadranten; A, B, C sind Punkte der Geraden, die beziehungs-
weise diesen Quadranten angehdren.

In Fig. 34 ist h eine zur GrundriBebene parallele Gerade, eine
erste Haupllinie; da alle ihre Punkte gleiche Kote beztiglich der

Fig. 34. Fig 5.

GrundriBebene haben, ist der Aufri 1" parallel der Achse, wih-
rend der GrundriB %’ beliebig ist. Der Neigungswinkel S, der Ge-
raden mit der AufriBebene erscheint im GrundriB in wahrer GréBe.
In der nimlichen Fig. 34 ist % eine zur Aufriiebene parallele
Gerade, eine zwecite Hauptlinie; da alle ihre Punkte gleiche Kote
beziiglich der AufriBebene haben, ist der GrundriB %" parallel der
Achse, withrend der Aufriff %" beliebig ist. Der Neigungswinkel 8,
der Geraden mit der GrundriBebene erscheint im Aufrif in wahrer
GroBe.
Die Gerade I der Fig. 34 ist parallel zur Achse z, da ¢’ und 1”
zur Achse parallel sind. |
In Fig 35 ist g eine zur GrundriBebene normale Gerade; ihr
GrundriB ¢’ ist ein Punkt (ihr erster Spurpunkt @), ihr AufriBl g”
ist normal zur Achse. Die Gerade?
9 / derselben Figur ist normal zur
/) AufriBebene; ibr AufriB ist ein
G /! z  Punkt (ihr zweiter Spurpunkt I,)
-7 / ihr GrundriB ist normal zur Achse.
\ S In Fig.36 ist g eine Gerade in
Fig. 6. S der Halbierungsebene des ersten
/ und dritten Quadranten, da g’ und
g’ symmetrisch liegen zur z- Achse. Die Gerade [ der nimlichen
Figur liegt in der Koinzidenzebene (§ 8), da I’ und I’ zusammen-
fallen.-
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In den Fig. 33—36 ist jeweilen von den Projektionen der Ge-
raden als ,sichtbar® ausgezogen, was zu dem im I. Quadranten lie-
genden Stiick der Geraden gehort.

In Flig. 37 ist eine Gerade g dargestellt, fiir die beide Projek-
tionen zusammenfallen in einer Ordnungslinie; die Gerade liegt
in einer zur z-Achse normalen Ebene (in einer sog. doppelt-pro-

6 Fig. 88.
7

Jjizierenden Ebene), und erfordert die Angabe der Projektionen
zweier ihrer Punkte A und B zu ihrer Bestimmung. Eine Um-
legung der doppelt-projizierenden Ebene, welche die Gerade ent-
hélt, liefert die beiden Spurpunkte G, und G, derselben. In der
Figur erfolgte die Umlegung in die GrundriBebene, doch kénnte
man auch umlegen in die Aufriflebene. Bei G; und G, erscheinen
die beiden Neigungswinkel f,, 8, der Geraden, die sich zu einem
rechten Winkel erginzen.

Uberhaupt kann man, wenn die beiden Projektionen einer Ge-
raden gegeben sind, deren Neigungswinkel mit den beiden Pro-
jektionsebenen konstruieren. Dazu bestimme man in Flig. 38 die
Spurpunkte G; und @, der Geraden. Der erste Neigungswinkel
B, der Geraden liegt in der ersten projizierenden Ebene als Winkel
der Geraden mit ihrem Grundri. Man erhilt seine wahre GroBe
durch Umlegung der Geraden mit dieser Ebene in die GrundriB-
ebene, wobei der erste Spurpunkt G festbleibt, die Umlegung des
zweiten in die Normale aus Gy zu ¢ fillt, mit einer Kote, die man
dem Aufrif entnimmt. Man findet den zweiten Neigungswinkel
B, ebenso durch Umlegung der zweiten projizierenden Ebene in die
Aufriflebene oder durch deren Drehung in die GrundriBebene.

Aufgaben: 19. Man stelle eine Gerade dar, die durch den zweiten,
dritten und vierten Quadranten geht, konstruiere ihre Spurpunkte
und mache sich die Lage der Geraden im Raum klar.

20. Man bestimme die Schnittpunkte einer durch ihre Projek-
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tionen gegebenen Geraden mit der Halbierungsebene des ersten und
dritten Quadranten und mit der Koinzidenzebene.

21. Man zeichne die Projektionen einer Geraden, die zu der
einen oder anderen Halbierungsebene parallel ist.

22. Man beweise, da die Summe der beiden Neigungswinkel
einer Geraden mit den Projektionsebenen kleiner als ein rechter
Winkel ist, und nur dann gieich einem rechten Winkel, wenn die
Gerade in einer doppelt-projizierenden Ebene liegt.

§ 10. Darstellung der Ebene.

Eine Ebene ist bestimmt durch drei nicht in einer Geraden lie-
gende Punkte, oder durch eine Gerade und einen nicht in ihr lie-

y 4Il /

Fig. 89. Fig. 40.

genden Punkt, oder durch zwei sich schneidende Geraden oder
durch zwei zueinander parallele Geraden.

Ist in F4g. 39 eine Ebene E gegeben durch die drei Punkte A4,
B, C, so ist jeder weitere Punkt P der Ebene bestimmt durch die
eine seiner Projektionen, z. B. den Grundrif P’. Man konstruiert
den zugehérigen Aufrif P”, indem man eine Hilfsgerade g der
Ebene durch den Punkt legt, deren Grundrif man beliebig durch
P’ zieht. Diese Hilfsgerade schneidet die Seiten des Dreiecks
ABC. Aus den Grundrissen zweier dieser Schnittpunkte (z. B.
der Punkte U und V auf AB bzw. 4C) findet man die Aufrisse
in den Ordnungslinien und damit den Aufriff 9" der Hilfsgeraden.
P” liegt auf g” und in der Ordnungslinie durch P

In Fig. 40 sei eine Ebene gegeben durch zwei sich schneidende
Geraden g und /. Zwei durch ihre Projektionen gegebene Geraden
schneiden sich, wenn der Schnittpunkt ihrer Grundrisse in einer
Ordnungslinie liegt mit dem Schnittpunkt ihrer Aufrisse; andern-
falls sind die Geraden zueinander windschief. Ist P” der AufriB
eines beliebigen Punktes der Ebene, so wihle man wieder eine
Hilfsgerade k in der Ebene durch P, deren Aufriff beliebig durch
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P” gezogen wird, und konstruiere deren GrundriB mit Hilfe ihrer
Schnittpunkte U und V mit g bzw. I.

Eine noch einfachere Konstruktion wird moglich, wenn die
Ebene gegeben ist durch eine Gerade g und einen auBerhalb der-
selben liegenden Punkt A (Fig. 41). Ist P’ gegeben als der Grund-
riff eines Punktes der Ebene, so bestimmt man P” mit Hilfe der
Geraden PA, die g in U schneiden moge. P” liegt auf U A"

Die Lage einer Ebene im Projektionssystem wird besonders
leicht vorstellbar, wenn man ihre Spuren mit den Projektionsebenen
kennt. Man konstruiert die Spuren einer gegebenen Ebene, indem
man die Spurpunkte zweier ihrer Geraden ermittelt. In Fig. 42
sei die Ebene gegeben durch zwei sich schneidende Geraden, in
Fig. 43 durch zwei zueinander parallele Geraden. Die erste Spur

U’ :
Fig.kg ’

e, ist die Verbindungsgerade der ersten Spurpunkte G; und L,
die zweite Spur e, die Verbindungsgerade der zweiten Spurpunkte
Gy und L,. Man verwendet also den Satz (§ 1):

Liegt eine Gerade in ciner Iibene, so liegen die Spurpunkte der
Geraden in den gleichnamigen Spuren der Ebene. —

Die beiden Spuren einer Ebene miissen sich auf der Projektions-
achse schneiden, da die Schnittgeraden dreier Ebenen zu je zweien
durch den Schnittpunkt der drei Ebenen gehen.
Der Schnittpunkt der Spuren ist also -der
Schnittpunkt der Ebene mit der Projektions-
achse.

Man kann eine Ebene insbesondere auch
darch ibre Spuren geben.

Sind in Flig. 44 ¢, und e, die Spuren einer
Ebene E, so konstruiert man den AufriB eines
Punktes P der Ebene aus seinem gegebenen
Grundrif, indem man wieder eine Hilfs-
gerade g durch den Punkt und in der Ebene
withlt. Der GrundriB ¢ ist eine beliebige Gerade durch P’, den
AufriB g’ konstruiert man mittels der beiden Spurpunkte G, und G,

Teubners Leitfiden: Gro8mann, Elemente. 2. Aufl, 3

Fig. 43.

Fig. 44.
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deren Grundrisse auf ¢, bzw. auf x liegen, deren Aufrisse aber auf
x bzw. auf e, liegen miissen.

Besonders vorteilhaft ist die Verwendung einer der beiden
Hauptlinien des zu bestimmenden Punktes:

In Fig. 45 ist die erste Hauptlinie /& des Punktes als Hilfsgerade
‘verwendet worden. /' geht durch P’ und ist parallel zu e, A"
geht durch H,” und ist parallel zur z-Achse.

P b’

In Fqg 46 ist die zweite Hauptlinie verwendet worden. % geht
durch P’ und ist parallel zur z-Achse, ¥ geht durch X,” und ist
parallel zu ¢,. —

Man findet die Neigungswinlkel einer gegebenen Ebene gegen d1e
Projektionsebenen, indem man den Neigungswinkel einer ersten

F bzw. zwelten Spur-

. normale Jkonstruiert.

In Fig. 47 ist zur
Konstruktion des er-
sten Neigungswin-

\ kels «, eine erste

\ Spurnormale f; ver-
A5 | wendet worden; f” ist

| eine beliebige Nor-
male zu ¢;, f~ wiirde
man finden mittels
der beiden Spur-
punkte ¥, und F,,
deren erste Projek-
tionen man auf e,
bzw. 2 findet, deren
zweite Projektionen auf z bzw. auf e, liegen. Den Neigungswinkel o,
von f mit TT, konstruiert man wie in § 9 durch Umlegung der ersten
projizierenden Ebene in die GrundriBebene oder durch deren Um-
klappung in die Aufrifebene.

In Fig. 48 ist der zweite Neigungswinkel «, der Ebene kon-
struiert durch Verwendung einer zweiten Spurnormalen g.

In Fig. 49 sind zwei Hauptebenen dargestellt: die zweite Spur
e, einer ersten Hauptebene, d. h. einer zu TT, parallelen Ebene E
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ist parallel zu z, die erste ist unendlich fern; die erste Spur f;
einer zweiten Hauptebene, d. h. einer zu TT, parallelen Ebene & ist
parallel zu x, die zweite ist unendlich fern.

In F'ig. 50 sind drei Ebenen dargestellt, die - 6,
zu einer oder zu beiden Projektionsebenen nor- a
mal sind. Die Ebene A ist normal zu TI,,
weil ihre zweite Spur d, normal ist zur x-Achse,
wihrend die erste Spur d; beliebig ist. Die
Ebene E ist normal zu TlI,, weil ihre erste
Spur e; normal ist zur x-Achse, wihrend die
zweite Spur ¢, beliebig ist. Die Ebene @ ist
zu beiden PrOJektlonsebenen normal; (doppelt-
projizierend), weil ihre beiden Spuren fi und &
fo normal sind zur z-Achse.

In Flig. 51 ist eine zur z-Achse parallele Ebene dargestellt; ihre
Spuren sind parallel zur z-Achse, so daB der Schnittpunkt der
Ebene mit der Achse unendlichfern ist. Fiir eine solche Ebene
ist eine erste Spurnormale f zugleich eine zweite Spurnormale, so
daB sich die beiden Neigungswinkel der Ebene zu einem rechten
Winkel ergiinzen.

Aufgaben: 23. Eine Ebene seil gegeben-
durch drei Punkte 4, B und C, von denen
A in der z-Achse, B im zweiten und C
im dritten Quadranten liegen mdge; man z
konstruiere die Projektionen eines vierten
Punktes der Ebene und deren Spuren. L

-24. Bine Ebene sei gegeben durch zwei
parallele Geraden; man konstruiere den GrundriB eines Punktes
derselben, wenn der Aufrifl gegeben ist, und zwar durch Verwen-
dung einer ersten oder zweiten Hauptlinie der Ebene.

25. Eine Ebene sei bestimmt durch die erste und die zweite
Hauptlinie -eines Punktes 4; man kon- F.

Fig. 48.

E /x

struiere ihre Spuren. o e
d, e f e
Ly
!
I
!
5 i
i ;
D%
E S €
1 €1 F[ .
Flg. 50. Fig. 51.

26. Von einer Ebene kennt man zwel zur z-Achse- parallele
Geraden; man konstruiere ihre Spuren.
27. Eine Ebene sei bestimmt durch ihre erste Spur und durch
3*
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ihren Neigungswinkel mit der ersten Projektionsebene; man kon-
struiere die zweite Spur der Ebene und ihren zweiten Neigungs-
winkel.

28. Man konstruiere die beiden Ebenen, die den ersten Neigungs-
winkel einer gegebenen Ebene halbieren.

29. Man bestimme die beiden Neigungswinkel einer Ebene,
welche einen gegebenen Punkt 4 mit der Projektionsachse verbindet.

30. Man beweise, da die Summe der beiden Neigungswinkel
einer Ebene stets grofer ist als ein rechter Winkel, und nur gleich
einem rechten Winkel, wenn die Ebene zur Projektionsachse par-
allel ist.

§ 11, Fundamentale Schnittaufgaben.

a) Schnittgerade zweier Ebencn. Sind die beiden Ebenen gege-
ben durch ihre Spuren, so findet man ihre Schnittgerade durch
die Bemerkung:

Die Spurpunkte der Schmittgeraden zweier Ebenen sind die
Schnittpunkte der gleichnamigen Spuren beider.

Denn da die Schnittgerade in beiden Ebenen liegt, miissen ihre
Spurpunkte in den gleichnamigen Spuren beider Ebenen liegen.
Sind also in Fig. 52 zwei Ebenen E und ¢ gegeben durch die
Spuren e, e, und f,, fy, so ist der Schnittpunkt von & und £
der erste Spurpunkt S, der Schnittgeraden s, und hat seinen Auf-
rif in der x-Achse, und der Schmttpunkt VoL €y und f, ist der
zweite Spulpunkt 6’2, und hat seinen Grundrif in der x-Achse.
Dann ist s'= 8,5, s" = 8,"8;".

Erweist sich emer dieser Spm'punkte als un7udanghch, indem
er auBlerhalb der verfiigharen Zeichnungsfliche fillt, so verwendet
man eine erste oder sweite Hauptebene als Hllfsebene, mit der man
die beiden gegebenen Ebenen schneidet. So ist in Fig. 53 ange-
nommen, daf der Schnittpunkt der zweiten Spuren auBerhalb des
Zeichnungsblattes falle; eine erste Hauptebene schneidet die Ebe-
nen in den Geraden a und b, deren Schnittpunkt P ein Punkt der
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Schnittgeraden beider Ebenen ist. In Flig. 54 ist statt einer ersten
Hauptebene eine zweite zur Anwendung gebracht. In Fig. 55

fallen beide Spurpunkte auBerhalb des
Blattrandes; die Wahl zweier, zur ersten
PrOJektlonsebene parallelen Hllfsebenen
liefert zwei Punkte P und @ der gesuch-
ten Schnittgeraden.

Die Schnittgerade zweier Ebenen wird
zur ersten oder zur zweiten Pro;ektlons-

ebene parallel, wenn die ersten bzw. zwel- \ S\
ten Spuren der beiden Ebenen zueinander \
parallel sind, die beiden anderen Spuren \
sich aber schneiden. Die Fig. 56 und 57 \\
stellen diese beiden F&lle dar; die Schnitt- \
gerade hat die gleiche Richtung wie die g 5 \ \
beiden zueinander parallelen Spuren. r 8 7
Zwei Ebenen sind zueinander parallel, wenn ihre gleichnamigen
\ Spuren zueinander parallel sind
\ , (Fig. 58).
\
\ //
\ /
s” \\f2 o //
\ 62 j; //
\ /
\ © <\ z
N
N
N
& AN
N

N\
S Fig. 57. Fig. 58. \

Sind die beiden Ebenen, deren Schnittgerade man konstruieren
will, nicht durch die Spuren gegeben, so erfolgt die Konstruktion
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mittels der nichsten Fundamentalaufgabe, wie weiter unten aus-

einandergesetzt ist (Fig. 60). .

e b) Schnittpunkt einer Geraden mit einer

Ebene. Man bestimmt den Schnittpunkt

einer Gieraden mit einer Ebene, indem man
durch die Gerade eine

L7 Hilfscbene legt, die

-~ - ’57:'} aus der Ebene eine Ge-

- /\/\/\\ rade schneidet, deren

. %7 ® Schnittpunkt mit der
1

gegebenen Geraden der
gesuchte Punkt ist.

Ist die Ebene E gegeben durch ihre
Spuren e, , e, (Fig. 59), die Gerade g durch
ihre Projektionen g’, g”, so gehen die
Spuren jeder Hilfsebene ® durch die gleich-
namigen Spurpunkte der Geraden g. Man
bestimmt die Schnittgerade s dieser Hilfsebene mit der gegebenen
Ebene, wie oben entwickelt, und erhilt dieProjektionen des Schnitt-
punktes D der Geraden g mit der Ebene E.

Vorteilhaft ist die Verwendung der ersten oder zweiten proji-
zierenden Ebene der Geraden g als Hilfsebene (Fig. 60 und 61.)

& Fig. b9,

’ .
Fig. 60. S Fig. 61. 9

In Fig. 62 ist die Gerade g zu schneiden mit einer Ebene, die
durch die drei Punkte A B C gegeben ist, von der also die Spuren
nicht bekannt sind. Die erste projizierende Ebene der Geraden
schneidet aus der Ebene A B C eine Gerade s, deren GrundriB mit
9" zusammenfillt (,,Deckgerade”), deren AufriB bestimmt wird
durch die Aufrisse ihrer Schnittpunkte U/ und V mit zwei Seiten
des Dreiecks 4 BC. Dann bestimmt s” aufg” die zweite Projektion
des gesuchten Schnittpunktes D, aus welcher sich die erste ergibt.

In Fig. 63 ist eine Ebene gegeben durch zwei sich schneidende
Geraden % und 1 und ist zum Schnitt zu bringen mit der Ge-
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raden g. Zur Verwendung kam die zweite projizierende Ebene der
Geraden g, die aus der Ebene heider Geraden eine Deckgerade s
schneidet, deren B
Schnittpunkt mit
g der gesuchte
Punkt D ist.

Nach dieser Me-
thode ist in Flig.64
der Schnitt eines
Dreiecks ABCmit
einem Parallelo-
gramm DEFG
konstruiert; man
hat den Schnitt-
punkt U der Ge-
raden 4 B mit der
Ebene des Paral- Fig. 62. Fig. 63.
lelogramms und hierauf den Schnittpunkt V der Geraden D E mit
der Ebene des Dreiecks konstruiert.

Aufgaben: 31. Man bestimme den Schnittpunkt dreier Ebenen,
die durch ihre Spuren ge- E”
geben sind. '

32. Gegeben zwei Ebe- 2A”
nen durch ihre Spuren und
ein auBerhalb beider lie-
gender Punkt;manbestim-
me die Spuren der Ebene,
die diesen Punkt verbin-
det mit der Schnittgeraden
der beiden Ebenen.

33. Man bestimme die
Schnittgerade von zwei
zur Projektionsachse pa-
rallelen Ebenen (durch
Einfiihrung einer dritten
Ebene als Hilfsebene).

34. Man bestimme den
Schnittpunkt einer ge-
gebenen Geraden mit einer
zur Projektionsachse pa-
rallelen Ebene, B’

35. Man bestimme den
Schnittpunkt einer zur Grundrifiebene normalen Geraden mit der
Ebene eines schiefliegenden Dreiecks.

36. Man konstruiere die Schnittpunkte einer gegebenen Ge-
raden mit einem unregelmifiigen Tetraeder.
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§ 12. Zugeordnete Projektionen ebener Figuren.

Kennt man die Ebene einer Figur, so ist diese hestimmt durch
die eine ihrer Projektionen; die andere kann dann gefunden werden,
indem man die zweiten Projektionen der Seiten und Ecken der

Figur aus den ge-
gebenen ersten Pro-
jektionen konstru-
iert. So ist in Fig.
65 eine Ebene ge-
geben durch ihre
Spuren, ein Fiinf-
eck ABCDE dieser
Ebene durch seinen
GrundriB. Man kon-

Fig. 65.

Z struiert am besten
die Aufrisse der Sei-
ten, indem man die
Aufrisse der Spur-
punkte derselben,
deren  Grundrisse
man kennt, ermit-
telt. So ist der erste

Spurpunkt S; der Geraden ARB

der Schnittpunkt von 4’ B’ mit

der ersten Spur ¢, und hat seinen

AufriB in z, der zweite Spur-

punkt S, hat seinen Grundrif auf

A’ B" und #, seinen AufriB in der zweiten Spur ¢,, usw. Die Kon-
struktion mufl der Genauigkeitsprobe unterliegen, daf die beiden

C(‘ Al/

7' Fig

Projektionen der Ecken in einer Ord-
nungslinie liegen miissen.

Man kann aber die zusammen-
gehorigen Projektionen einer ebenen
Figur auch bestimmen, ohne die Spu-
ren der Ebene zu kennen oder zu be-
niitzen.

In Fig. 66 sei ein ebenes Vieleck

 ABCD gegeben durch den Grundri8

aller und den Aufri dreier Ecken;
man vervollstindige den Aufrif.
A, B, C seien die drei Ecken,
deren beide Projektionen man kennt,
D’ sei der GrundriB eines weiteren

Punktes der Ebene ABC. Dann miissen sich die Geradéen A B
und CD schneiden, da sie in der n#mlichen Ebene liegen sollen;
ist also U’ der Schnittpunkt ihrer Grundrisse, so liegt U” auf
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der Ordnungslinie durch U’ und auf 4” B”, und " D" muB durch
U” gehen,

Zwischen den beiden Projektionen einer ebenen Figur besteht
demnach ein Zusammenhang, da jedem Punkt der einen Projektion
ein Punkt der anderen zugeordnet ist, jeder Geraden der einen
Projektion eine Gerade der anderen gesetzmiBig entspricht. Die

: W WR

2
\

Fig. 67.

geometrischen Gesetze dieser Verwandtschaft ergeben S1ch durch
die folgende Uberlegung

Wird die eine Projektionsebene in die andere umgelegt, so
fallen die beiden Projektionen aller Punkte der Halbierungsebene
des zweiten und vierten Quadranten, der sog. Koinzidenzebene,
zusammen (§ 8). Hieraus folgt, daB der Schnitipunkt der beiden
Projektionen einer Geraden der Grundriff und zugleich der Auf-
rif} ihres Schnittpunktes mit der Koinzidenzebene ist. Fiir simt-
liche Geraden einer Ebéne miissen diese Koinzidenzpunkte in
etner Geraden liegen, ihver Schnittgeraden mit der Koinzidenz-
ebene. Es ergibt sich also der Sataz:

Die beiden Projeltionen aller Geraden ciner Ebene schneiden sich in.
Punlkten, diein einer Geraden liegen, der Koinzidensgeraden der Ebene.

Ist in Fig. 67 eine Ebene gegeben durch ihre Spuren e,, e,, so
geht die Koinzidenzgerade s'= s durch den Schnittpunkt X der
Ebene mit der z-Achse und durch den Schnittpunkt U der beiden
Projektionen irgendeiner Geraden der Ebene.

Demnach besteht zwischen den beiden Projektionen einer ebenen
Figur folgende Verwandtschaft:

1. Jedem Punkt A’ der einen Projektion entspricht ein Punkt.4”
der anderen; entsprechende Punkte liegen auf parallelen Ord-
nungsstrahlen.

2. Jeder Geraden g’ der einen Projektion entspricht eine Ge-
rade ¢” der anderen; entsprechende Geraden schneiden sich in der
Koinzidenzgeraden.
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Nach der Definition in § 3 kann man also sagen:

Die beiden Projcktionen einer ebenen Figur smd affin. Dze
Affinititsachse ist die Koinzidenzgerade der Ebene, die Affinitdts-
richtung ist die Richtung der Ordnungslinien.

Diese affine Verwandtschaft wird konstruktiv verwendbar, wenn
man ihre Achse und ein Paar entsprechender Punkte kennt. Ist
in Fig. 68 eine Ebene gegeben durch die Punkte 4, B und C,
so bringe man die beiden Projektionen der Geraden A B, B C und
CA4 miteinander zum Schnitt; diese drei Punkte miissen in einer
Geraden liegen, der Koinzidenzgeraden s'=s" der Ebene. Wenn
also D’ der GrundriB eines weiteren Punktes der Ebene ist, so
miissen sich ¢'D" und C”"D” auf der Affinititsachse schneiden,
‘wodurch D" bestimmbar wird.

Aufgaben: 37. In einer durch ihre Spuren gegebenen KEbene
liegt eine Ellipse, deren Grundril ein gegebener Kreis ist; man
konstruiere den Aufrif. :

38. Man kennt den Aufriff eines Vierecks, das in einer ge-
gebenen, zur Projektionsachse parallelen Ebene liegt; man kon-
struiere den Grundrif.

89. Man bestimme die Spuren einer Ebene, die durch einen ge-
gebenen Punkt geht und zur Koinzidenzebene parallel ist.

40. Eine Ebene sei gegeben durch einen Punkt und durch ihre
Koinzidenzgerade; man konstruiere ihre Spuren.

8§ 13. Wahre Gestalt und GréBe ebener Figuren.

Ist eine ebene Figur gegeben durch ihre Projektionen, so er-
gibt sich ihre wahre Gestalt und GroBe durch Umklappung ihrer
Ebene um die eine ihrer Spuren in die
eine der Projektionsebenen oder um eine
Hauptlinie in eine Hauptebene. Die
Durchfithrung dieser Konstruktions-
methode sei durch die folgenden Bei-
spiele erldutert.

a) In Fig. 69 sei ein Parallelogramm
ABCD gegeben durch seinen Aufr1ﬁ
und durch die Spuren seiner Ebene. Zur
Bestimmung der Affinitét, die nach § 4

zwischen dem Aufri und der Um-

— ¢ klappung der Figur um die zweite
Spur in die AufriBebene bestehen muB,
konstruiere manden Grundri der Ecke A
und die Umklappung dieses Punktes in
die AufriBebene. (4) fillt in die Nor-
male aus A” zur Drehachse e, und er-
gibt sich nach der Bestimmung der wahren Gréf8e des Drehradius.
Ist die Affinitiit solchergestalt bestimmt, so konstruiert man die
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Umklappungen der Seiten und Ecken des Parallelogramms unter

Verwendung dieser Verwandtschaft.

b) Die Umklappung kann auch erfolgen um eine Hauptlinie in

eine Hauptebene. So ist in
Fig. 70 das Parallelogramm
A B CD, dessen Projektionen
gegeben sind, umgeklappt
worden um die erste Haupt-
linie des Punktes A, bis seine
Ebene zusammenfillt mit
der ersten Hauptebene dieses
Punktes. Die wahre GroBe
des Drehradius der Ecke B
ergibt sich aus dem Diffe-
renzendreieck dieser Strecke.
Die Affinitit zwischen Grund-
ri und Umklappung ist be-
stimmt durch die Achse 2’

und das Paar B'(B).
In Flig. 71 sind die
Projektionen eines Krei-
ses konstruiert, von dem
man den Mittelpunkt M,
die Ebene und den Ra-
dius kennt: die Ebene
ist gegeben durch die
beiden HauptlinienZ und
k des Mittelpunktes.
Manfindetden Grund-
rif des Kreises durch
die Umklappung seiner

Ebene um die Haupt- (UJ

linie 7 in die erste Haupt-
ebene von JI. Zur Be-
stimmung der Affinitit
konstruiere man die Um-
klappung eines beliebi-
gen Punktes U der zwei-
ten Hauptlinie k. Die
Affinititsachse 2" fillt
dann zusammen mit der
groBen Achse 4’ B’ der
GrundriBellipse. Miftels

Fig. 71. R

der Affinitit bestimme man die Grundrisse der beiden Schnittpunkte £
und F' der Hauptlinie ¥ mit dem Kreis, ferner die kleine Achse ¢’ D’
und weitere Punkte und Tangenten der Ellipse.
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Der Aufrifl des Kreises kdnnte gefunden werden durch Beniitzung
der Affinitit, die zwischen den beiden Projektionen besteht (§ 12).
Zweckmiifiiger ist auch fiir diese Projektion die Umklappung des
Kreises um die zweite Hauptlinie % in die zweite Hauptebene des
Mittelpunktes M. Aus dem AufriBl des Punktes B der Hauptlinie &
findet man néimlich sofort dessen Umklappung { B} auf dem um-
geklappten Kreis, so daf die Affinitit bestimmt ist durch die
Achse & und ein Paar. Dadurch kann man weitere Punkte und
Tangenten der Aufriflellipse finden.

Aufgaben: 41. Man bestimme die wahre GroBe des Winkels, den
die beiden Spuren einer gegebenen Ebene miteinander bilden.

42. Gegeben seien drei Punkte: 4 in der Grundrif-, B in der
Aufriflebene und C in der x- Achse. Man konstruiere die wahre
Gestalt des durch sie bestimmten Dreiecks.

43. Gegeben seien die Projektionen eines Parallelogramms; man
konstruiere die wahre Grofle des Winkels seiner Diagonalen.

44. Gegeben sei eine Strecke durch die Projektionen ihrer End-
punkte; man stelle den Kreis dar, der diese Strecke als Durch-
messer hat und dessen Ebene zur Projektionsachse parallel ist.

45. Man kennt die Projektionen von zwei sich schneidenden Ge-
raden, deren Ebene zu keiner der Projektionsebenen parallel ist;
man konstruiere die wahre GroBe ihres Winkels und zeichne die
Projektionen der Halbierungsgeraden desselben. -

46. Man bestimme die Entfernung eines Punktes von einer ihn nicht
enthaltenden Geraden durch Umklappung der Verbindungsebene
beider.

§ 14. Normalstellung von Ebene und Gerade,

Nach § 2 gilt der Satz:

Ist eine Gerade zu einer Ebene normal, so sind die Projektionen der
Geraden normal zu den gleichnamigen Spuren der Ebene, und um-
gekehrt.

In Fig. 72 ist also die Gerade » normal zur Ebene E, weil ihr

?2’ }L”
"
z <~ \ x | ’
v N
n ; !
-) /ﬁ/ K
\ . b
€ Fig. 2. Fig. 78. °

Grundrif »" normal ist zur ersten Spur ¢, der Ebene, ihr Auf-
ri #” normal zur zweiten Spur e,.
In Fig. 73 ist die Gerade # normal zur Ebene E, die durch die
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beiden"Ha,uptlinien h und % gegeben ist, weil # normal ist zu 7’
und 7"’ normal zu &”.
Dieser Satz gelangt in den folgenden Aufgaben zur Anwendung:
a) Entfernung eines Punkies von einer Ebene. In Fig. 74 sei

E die durch ihre Spuren gegebene Ebene, A der nicht in ihr ent-
haltene Punkt. Die Aufgabe wird geldst, indem man die Normale
aus dem Punkt auf die Ebene fallt und deren Schnittpunkt mit
der Ebene konstruiert; die Entfernung des Punktes von der Ebene
ist dann seine Entfernung von diesem Punkt. Zur Durchfiihrung
dieses Konstruktionsgedankens zeichne man die Projektionen n
und »” der Normalen, rechtwinklig zu den Spuren ¢, bzw. ¢ der
Ebene. Hierauf bestimme man die Projektionen des Schnittpunktes
F' der Normalen # mit der Ebene E und endlich die wahre GroBe
der Strecke AF.

b) Entfernung von zwei zucinander parallelen Ebenen. Diese

Aufgabe wird in Fig. 75 geldst, indem )

man eine gemeinsame Normale n der g k"

beiden Ebenen E und @ mit diesen

Ebenen in 4 bzw. B schneidet und die 4, .

wahre GroBe der Strecke A B bestimmt. /‘ ‘\
c¢) Normalebene durch einen Punkt

2w einer Geraden. Ist in Fig.76 A der J . N

gegebene Punkt, g die gegebene Ge-
rade, so kennt man die Richtung der
Spuren der gesuchten Ebene. Man
kann daher die erste Hauptlinie 2 der
Ebene durch den Punkt darstellen:
%' geht durch A’ und ist normal zu g’, 2" geht durch A’ und ist
parallel zur z-Achse. Ebenso kann man die Projektionen der
zweiten Hauptlinie k¥ der gesuchten Ebene bestimmen.
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d) Kiirgester Abstand zweier windschiefer Geraden. Sind ¢ und
! zwei windschiefe Geraden, so konstruiert man ihren kiirzesten
Abstand, indem man durch die eine Gerade ! die Parallelebene
zur andern legt und von einem beliebigen Punkt I der Geraden ¢
die Normale » auf diese
Hilfsebene fillt, die sie im
Punkte @ treffen moge; die
Strecke PQ ist der GroBe
nach der gesuchte Abstand,
kann aber noch so ver-
schoben werden, dafl sie
auch die andere Gerade I
schneidet. Dabei bewegt
sich der Punkt @ auf einer Parallelen zu g, bis er in B auf die
Gerade 7 fallt; ist dann A die neue Lage des Punktes P, so stellt
AB den kiirzesten Abstand der beiden Geraden nach GriBe und
Lage dar und steht zu beiden Geraden normal (vgl. die anschau-
liche Fig. 77).

Die Durchfiihrung dieses Konstruktionsgedankens enthiilt Fig. 7 8.
Die belden durch ihre Projektionen gegebenen Geraden g und 7
sind windschief, weil der Schnitt-
punkt ihrer Grundrisse mit dem
Schnittpunktihrer Aufrisse nicht
in einer Ordnungslinie liegt. Zur
Bestimmung der Parallelebene E
durch ! zu g ziehe man durch
einen beliebigen Punkt Z von I
die Parallele h zu g;
die Spuren dieser
Hilfsebene gehen
durch die gleichna-
migen Spurpunkte
der Geraden 7 und .
DieProjektionen der Normalen »
von einem Punkt P der Geraden g
auf die Hilfsebene sind normal
zu den gleichnamigen Spuren
dieser Ebene. Hierauf konstru-
iere man den Schnittpunkt ¢ von
n mit der Ebene E. Die Parallele durch @ zu ¢ schneidet ! im
Punkt B, durch den der kiirzeste Abstand A B parallel zu 7 ver-
lduft. Die beiden Projektionen des Punktes 4, die man so erhilt,
miissen in einer Ordnungslinie liegen. Die wahre GroBe des kiir-
zesten Abstandes ermittelt man in bekannter Weise als wahre Grofe
der Strecke A4 B.

Aufgaben: 47. Man bestimme die wahre GroBe. einer der vier

Fig. 17

b

&

(Y Fig. 78.
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Ho6hen in einem gegebenen unregelmifBigen Tetraeder, von dem
keine Fliche in einer Hauptebene liegt.

48. Man bestimme diejenigen Ebenen, die zu einer gegebenen
Ebene parallel sind und einen gegebenen Abstand von ihr haben.

49. Man konstruiere jenen Punkt der x- Achse, der von zwei ge-
gebenen Punkten des Raumes gleich weit entfernt ist.

50. Man konstruiere jenen Punkt der Grundrifiebene, der von
drei gegebenen Punkten des Raumes’ gleich weit entfernt ist.

51. Man bestimme den kiirzesten Abstand der 2-Achse von einer
za ihr windschiefen Geraden.

52. Ein unregelm#figes Tetraeder steht auf der GrundriBebene;
man bestimme den kiirzesten Abstand zweier Gegenkanten desselben.

§ 15. Fundamentalaufgaben iiber Neigungswinkel.

a) Neigungswinkel zweier Ebenen. Unter dem Neigungswinkel
zweler Ebenen versteht man bekanntlich einen Winkel, dessen
Schenkel von einer Normalebene zur Schnittgeraden beider Ebenen
aus diesen geschnitten werden, dessen Scheitel also auf der Schnitt-
geraden liegt und dessen Schenkel zur Schnittgeraden normal sind.
Sind in Fig. 79 die beiden Ebenen E und ® gegeben durch ihre
Spuren, so konstruiert man ihren Neigungswinkel, indem man eine
Neigungswinkelebene N wihlt, also eine Ebene, deren Spuren n,
und 7, normal sind zu -
den gleichnamigenPro-
jektionen der Schnitt-
geraden s beider Ebe-
nen. Die Schnittgera-
den @ wund b dieser
Ebene mit den Ebenen
E bzw. ® sind die
Schenkel des gesuch-
ten Winkels, dessen
wahre Grifle durch
Umklappung in die
eine der Projektions-
ebenen bestimmt wird.

Oder man fallt von
einem beliebigen Punk-
te des Raumes die Nor-
malen auf die beiden
Ebenen und bestimmt deren Winkel, da dieser supplementir ist
zum Neigungswinkel der beiden Ebenen.

b) Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene. Unter dem
Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene versteht man den
Winkel, den die Gerade mit ihrer Normalprojektion auf die Ebene
bildet. (Vgl. die Fig. 80.) Soll also in Flig. 81 der Neigungswinkel
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der Geraden g gegen die Ebene E bestimmt werden, so félle man
von einem Punkte 4 der Geraden die Normale » auf die Ebene,
deren Schnittpunkt B mit dieser die Normalprojektion des Punk-
tes .A auf die Ebene ist. Ist S der Schnittpunkt der Geraden g

mit der Ebene E, so ist SB die -
gesuchte Projektion ! der Ge-
4,9
n
- !
/ y ’
E/

Fig. 80.

raden g. Der zu bestimmende
Neigungswinkel ist dann -der
Winkel der Geraden g und 1,
dessen wahre GroBe man in
bekannter Weise bestimmen
wird. )

Noch einfacher wird die Konstruktion, wenn man beachtet, daB
~ der Winkel der Geraden g mit der Normalen # komplementér ist
zu dem gesuchten Winkel, daf also die Konstruktion der Punkte
B und 8§ iiberfliissig ist.

Aufgaben: 53. Eine vierseitige regelméBige Pyramide steht auf
der GrundriBebene; man bestimme die wabhre Grofle des Neigungs-
winkels zweier benachbarter Seitenflichen.

54. Man bestimme die beiden Winkelhalbierungsebenen von zwei
gegebenen Ebenen.

55. Man konstruiere die wahre Grofle des Neigungswinkels der
x-Achse gegen eine durch ihre Spuren gegebene Ebene.

56. Man bestimme die wahre GroBe des Neigungswinkels, den

die beiden projizierenden Ebenen einer gegebenen Geraden mit-
einander bilden.

§ 16. Einfiihrung der Seitenrifebene.

Die Losung mancher Aufgaben der darstellenden Geometrie und
die Vorstellung vieler durch Grund- und Aufrif gegebener Raum-
gebilde wird erleichtert durch die Einfiihrung einer dritten Pro-
Jektionsebene, die normal ist zur Projektionsachse x. Eine solche
doppelt-projizierende Ebene TT; nennt man eine Seitenrifebene.
Grund-, Auf- und SeitenriBlebene bilden ein vollstindig rechtwink-
liges Dreikant, dessen Kanten die drei Projektionsachsen sind, die
folgendermaBen bezeichnet seien:

e =TT, y =TI, 7 =TI, Tl;.
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In Fig. 82 ist angenommen, daf die Aufrifi- und die Seitenri8-
ebene umgelegt seien in die Grundrifiebene; in dieser liegen dann
die Achsen x und y sowie die beiden Umlegungen der z-Achse
mit den Ebenen TT, und Tl;, die mit der y- bzw. x-Achse zu-
sammenfallen. Sind 4’ ,A” dle belden PrOJektlonen eines Punktes 4,
so -‘findet man den Seltenrlﬁ A" desselben in der Normalen aus A
zur ¥-Achse, wobei z

X A = IrA. A/;/ Z %{ff

sein muf}, weil diese X 7
Strecke die Kote I
des Punktes A4 bez.

3 D: O A
der GrundriBebene » Vs } o [

A,\\
S
<

ist.
In Fug. 83 ist
dagegen angenom-

men,daBdie Grund- | B s,

ri- und die Seiten- 47 ¥ 4

rifebene umgelegt e 89 ‘
seien in die Aufrif3- Y 18- 55 Fig. 83.

ebene; in dieser liegen dann die Achsen x und #, sowie die beiden
Umlegungen der Achse y mit den Ebenen TT, und Ty, die mit der
2- bzw. x-Achse zusammenfallen. Sind 4, A die beiden PIOJek-
tionen eines Punktes 4, so liegt A" in der Normalen aus 4" zur
2-Achse, wobei XA =ZA" -
sein muB, da diese Strecke die Kote des Punktes bez. der Aufrif-
ebene darstellt.

In Flig. 84 sind die drei Projektionen einer Geraden g darge-
stellt. Sind etwa ¢ und g’ gegeben, so konstruiere man zur Be-
stimmung der dritten Projektion ¢”’

¥y Fig. 85.

die dritten Projektionen zweier Punk-
51, Fig. 84. te der Geraden, z. B. der beiden Spur-

punkte G, und G,; da G, in TT, liegt,

fallt G, auf y, und da G, auf TT, heot fallt @, auf 2. Dann ist

g die Velblndungsgerade dieser belden dritten PrOJektlonen Die

Figur enthilt auch den dritten Spurpunkt &, der Geraden; G’

liegt auf y und G;” auf 2.

Teubners Leitfiden: GroBmann, Elemente. 2. Aufl. : 4
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In Fig. 85 sind die drei Spuren ¢, €, ¢; einer Ebene E dar-
gestellt; man findet die dritte Spur aus den beiden ersten, wenn
man beachtet, daB sich e, und e; auf y, ¢, und ¢; auf z schneiden
miissen. ,,

Technische Darstellungen enthalten meistens alle drei Projek-
tionen der Raumgebilde, weil der SeitenriB aufschluBSireich ist fiir

jene Kanten und Flichen, die in Ebenen normal zur z-Achse lie-
gen; sie erscheinen in der dritten Projektion in wahrer GréBe und
Gestalt. Bei theoretischen Aufgaben wird meistens die eine. der
drei Projektionen weggelassen, und es empfiehlt sich fiir den An-
fanger, die Fertigkeit zu erwerben, mit dem Aufrif und Seiten-
riB ohne den GrundriB, oder mit dem GrundriB und SeitenriB
ohne den AufriB zu konstru-
“ieren. Einige Beispiele mdgen

4" 4 dies erleichtern. -
InFig. 86 sind die Neigungs-
\ 'L/’/k, winkel einer Geraden g gegen
%< /.’\ ”»

2

M J) die beiden Projektionsebenen
\k’” TT, und TT; konstruiert durch
B Umlegung der zweiten und drit-
" ten projizierenden Ebenen der
" , g Geraden in die Ebenen TT,

Fig. 88. bzw. TT;.

In Fig. 87 sind die Neigungswinkel einer Ebene E gegen die
Projektionsebenen TT, und TT, konstruiert, durch Umlegung einer
ersten bzw. einer dritten Spurnormalen der Ebene.

In Fig. 88 sei die Strecke A B gegeben durch den Aufrif und
den Seitenrif; man bestimme die Spuren der Ebene E, die im

2"
B
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Mittelpunkt M der Strecke zu dieser normal steht. Da die Spuren
¢; und e; der Ebene normal sind zu den Projektionen A”B” bzw.
A"’ B’”, 50 kann man die zweite Hauptlinie % und die dritte Haupt-
linie % der Ebene durch M angeben; die Spuren der Ebene gehen
durch die gleichnamigen Spurpunkte dieser Geraden.

In Flig. 89 ist die wahre Gestalt eines Dreiecks A B C konstru-
iert, von dem man die zweite und dritte Projektion kennt; die Ebene
des Dreiecks wurde umgeklappt um eine zweite Hauptlinie .

Vorteilhaft ist die Verwendung der SeitenriBebene bei der Lo-
sung von Aufgaben, bei denen Geraden auftreten, die in einer zur
z-Achse normalen doppelt-projizierenden Ebene liegen, oder Ebenen,

”
~

A"

Fig. 89.

die zur z-Achse parellel sind. Folgende Aufgaben mégen dies er-
ldutern: ‘ '

In Flig. 90 ist eine Gerade g gegeben durch zwei Punkte A und
B, die in einer doppelt-projizierenden Ebene liegen; man kon-
struiere die Spurpunkte und die Neigungswinkel der Geraden.
Eine dritte Projektion 1a8t die gesuchten Spurpunkte und Neigungs-

, winkel sofort erkennen.

¢; " R
g«./ 32 |
'S ’ :
A// A" f2 ___________ .
) . s” i
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In Fig. 91 ergibt sich der Schnittpunkt der Geraden g mit einer
zur z-Achse parallelen Ebene unmittelbar durch die Einfiihrung
der SeitenriBebene, da die Ebene zu dieser normal ist und der
SeitenriB des gesuchten Punktes daher in der dritten Spur der
Ebene liegen muB.

4#
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In Flig. 92 ist die Schnittgerade zweier zur 2-Achse paralleler
Ebenen im Seitenrifl erkennbar und damit auch in den beiden an-
deren Projektionen angebbar. Der Winkel der beiden dritten Spuren
ist gleichzeitig der Neigungswinkel der beiden Ebenen.

Aufgaben: 57. Man zeichne die dritte Projektion eines Tetra-
eders, von dem man die beiden ersten Projektionen gibt.

58. Man lose die fundamentalen Schnittaufgaben (§ 11) im
Grund- und Seitenrif.

59. Man l6se die fundamentalen Aufgaben tiher Neigungswinkel
(§ 15) im Auf- und SeitenriB.

.60. Man lege durch einen Punkt 4 die beiden Ebenen, die zur
2-Achse parallel sind, und deren Abstand von der x-Achse die
Hilfte ist des Abstandes des Punktes von ihr.

61. Man bestimme den ktirzesteu Abstand der z-Achse von einer
gegebenen, zu ihr windschiefen Geraden.

62. Gegeben zwei zueinander windschiefe Geraden; man be-
stimme eine dritte Gerade, die beide schneidet und zur z-Achse
parallel ist.

§ 17. Transformation der Projektionsebenen.

Manche Aufgaben der darstellenden Geometrie werden einfach
16sbar durch die Einfiihrung neuer Projektionsebenen, die den ge-
gebenen Raumgebilden zweckmiBig angepabt sind.*) Es ist zu
untersuchen, wie sich bei einer derartigen

‘g” Transformation der Projektionscbenen die
B’ . - Projektionen der Raumgebilde #ndern.

\ Q \ a) Transformation der Aufrificbene. In

'a la o Fig. 93 sei x,, die Schnittgerade der bei-

4» den Projektionsebenen TT; und TT,. Eine
neue Aufriflebene TT; ist dann bestimmt,
wenn’ man ihre Schnittgerade x,3 mit der
festgehaltenen Grundriebene wihlt; denn
sie. muB mit der GrundriBebene einen
B’ .“,\ rechten Winkel bilden. Weil der Grund-

Fig. 95. 7, 1iB A’ jedes Punktes 4 unverindert bleibt,

- liegt der neue AufriB A" mit A" in einer

neuen Ordnungslinie, d. h. in einer Normalen zu #;;. Da sich die
Kote des Punktes bez. der GrundriBebene nicht éindert, so ist die
Entfernung des neuen Aufrisses von der neuen Achse gleich der
Entfernung des alten Aufrisses von der alten Achse. Dabei bleibt
fir einen ersten Punkt willkiirlich, nach welcher Seite diese Ent-
fernung von x4 angetragen wird, weil es freisteht, nach welcher
Seite man sich die neue AufriBebene in die GrundriBebene umge-
legt denkt. Werden aber weitere Punkte transformiert, so ist zu

B L4

AI

*) Die Einfiihrung der Seitenrifebene in § 16 stellt einen Sonder-
fall dieser allgemeinen Konstruktionsmethode dar.
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beachten, daB, wenn die Koten zweier Punkte in bezug auf die
GrundriBebene im urspriinglichen System das gleiche oder das ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben, dies auch im neuen Projektions-
system der Fall sein muBl. In TFig. 93 lie-

gen die Punkte A und B auf der gleichen A"

Seite der GrundriBebene, so daB auch 4"

und B auf der gleichen Seite der Achse

liegen miissen. . —

b) Transformation der Grumdrificbene.  A. L T,
In Flig. 94 sei eine neue GrundriBebene TT, & op-
gegeben durch die Achse x,5;, also ihre A /T -
Schnittgerade mit der festgehaltenen Auf-
rilebene, zu der sie rechtwinklig stehen J/

mufl. Weil der AufriB A” jedes Punktes 1, B
festbleibt, liegt der neue Grundrif 4 in ©  F&%
einer neuen Ordnungslinie, d. h. in einer Normalen zu 7,5. Da sich
die Kote des Punktes bez. der AufriBebene nicht #ndert, so ist die
Lntfernung des neucn Grundrisses von der newen Achse gleich der
Entfernung des ulten Grundrisses von der alten Achse. Auch bei
dieser Transformation ist das Vorzeichen der Koten zu beachten;
A und B liegen in Fig. 94 auf verschiedenen Seiten von TT,.

Die zu Konstruktionszwecken
erforderlichen Transformationen
kommen auf die eine oder andere
der beiden folgenden Grundauf-
gaben heraus:

1. Man transformiere das Pro-

\\ »

T2

Jektionssystem derart, daf die eine
der beiden newen Projeltionsebenen
zu eincr gegebenen Geraden nor-
mal sei.

In Fig. 95 soll die neue Grund--
riBebene zur Geraden g normal
werden. Es ist nicht moglich, un-
mittelbar eine zu ¢ normale Ebene als neue Grundrifebene zu wih-
len, weil diese dann zu der festgehaltenen Aufrifiebene nicht mehr
normal wire, sofern die Gerade ¢ allgemeine Lage gegen das Pro-
jektionssystem hat. Man mufl also vorbereitend die Aufrifebene
transformieren, und zwar so, daf} sie zur Geraden g parallel wird.
Dies wird der Fall sein, wenn man die neue Achse 2,5 zu g paral-
lel wihlt. Nun konstruiere man den neuen Aufriff ¢/, indem man
zwei Punkte der Geraden in der oben angegebenen Weise trans-
formiert. Inshesondere eignen sich auch die Spurpunkte der Ge-
raden zur Transformation. Nach dieser Vorbereitung kann nun
die GrundriBebene transformiert werden. Die neue GrundriBebene
1T, wird zur Geraden g normal werden, wenn die neue Achse z,,

G‘_)lll
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zu g’ normal ist, weil im neuen Projektionssystem, bestehend aus
den Ebenen TT, und TT,, der AufriB g’ normal sein muB zur Achse z;,,
wenn g zur GrundriBebene TT, normal sein soll. Der neue Grund-
riB ¢’’” ist natiirlich ein Punkt, in den die neuen Grundrisse aller
Punkte der Geraden fallen.

2. Man transformiere das Projektionssystem so, daf die eine der
beiden Proyelttzonsebenen 2w eimer gegebenen Ebene parallel wird
(oder mit ihr zusammenfallt). -

In Fig. 96 soll die neue Grund-
riBebene zur Ebene E parallel
werden. Auch bei dieser Auf-
gabe kann man nicht uumittelbar
zur Transformation der Grund-
riBebene schreiten, weil sonst die
neue Grundrifebene nicht mehr
normal wire zur festgebaltenen
Aufrifiebene, sofern die Ebene E

Z3q . Fig 96. allgemeine Lage hat. Man muB

3 also vorerst die AufriBebene
transformieren, so daB sie zur Ebene E normal wird. Dazu muB
die neue Achse z;; zur ersten Spur ¢, normal sein. Die neuen
Aufrisse aller Punkte der Ebene E werden dann in eine Gerade
fallen miissen, weil die Ebene projizierend ist beziiglich der neuen
Aufriebene. Es geniigt also, zwei Punkte der Ebene zu trans-
formieren, am einfachsten die Schnittpunkte 4 und B der neuen
AufriBebene mit den Spuren e, beuz.
e,. Soll nun die GrundriBebene so
transformiert werden, dafl sie zur
Ebene E parallel wird, so mufl die

"2 werden oder mit ihr
Zwel Beispiele mo-
In Fig. 97 seien zwei Ebenen gegeben durch ibre Schnittgerade g

neue Achse z,, zuder Geraden A"’ B"”
: zusammenfallen, wenn
‘ / \\\\ 0 dieneue GrundriBebene
W mit der Ebene E zu-

Bll \\‘ ,
- gendie Anwendung der
5 Transformation auf die Lio-
- Fig. 9. 4 sung von Konstruktionsauf-
und je einen Punkt 4 bzw. B; man konstruiere den Neigungs-
winkel der beiden Ebenen. Die Aufgabe wird geldst, indem man
das Projektionssystem so transformiert, daB die eine der beiden

parallel angenommen
sammenfallen soll.
gaben erldutern.
Projektionsebenen zur Schnittgeraden g normal wird; dann werden
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beide Ebenen projizierend und ihr Winkel erscheint in wahrer
GroBe. Nach den Erliuterungen zur ersten der beiden Grund-
aufgaben transformiere man zuerst die AufriBebene, indem man
die neue Achse z,; parallel zu g’ wihlt; nach den Transformations-
gesetzen findet man ¢’ sowie A und B"”. Hierauf wihle man
wg, normal zu g’ und bestimme ¢”” sowie A”” und B”” Dann
ist der Punkt g”” der "
Scheitel des gesuchten ) d
Winkels, wihrend die 4 o L
beiden Schenkel durch
A" und B gehen.

In Fig. 98 sei ein ebe-
nes Viereck gegeben;
man bestimme dessen
wahre Gestalt, indem
man durch Transforma-
tion des Projektions-
systems dessen Ebene
zurneuen GrundriBebene
parallel macht. Nach den
Erlduterungen zur zwei-
ten Grundaufgabe ist vorerst die Aufriflebene so zu transformieren,
daB sie zur gegebenen Ebene normal steht. Die neue Achse
muf also normal zu einer ersten Hauptlinie # der Ebene gelogt
werden. Die neuen Aufrisse aller Ecken des Vierecks liegen dann
in einer Geraden, zu welcher die neue Achse z,, parallel sein mu8.
Der neue Grundrif des .

Vierecks hat dann die \:\ s

gesuchte wahre GroBe ! \%;i\\\\i ‘

und Gestalt. — ! TS TN
Wihrend der Grund- : ! ) /I>7{\\

gedanke der bisherigen z,,—d——t— <<~ /” I TSA

AnwendungenderTrans- /Q S SAY ;

formation darin besteht, 4’ : L~~~

den gegebenen Raum- IS A

gebilden eine moglichst %23

einfache Lage gegen das ~— Fig. 99

neue Projektionssystem ‘

zu geben, kann man umgekehrt von einer Darstellung eines Kor-
pers, der sich in einer besonders einfachen Lage gegen das PrOJek-
tionssystem befindet, durch Transformation iibergehen zu einer
allgemeineren PrOJektlon des Korpers.

In Fig. 99 sei ein regelmiBiges sechsseitiges Prisma dargestellt,
dessen eine Grundfliche in der Grundrifebene liegt. Durch Ein-
fithrung einer neuen Grundrifebene erhdlt man eine allgemeine
Projektion des Korpers.
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Aufgaben: 63. Man bestimme durch Transformation den kiir-
zesten Abstand von zwei windschiefen Geraden.

64. Man bestimme durch Transformation den Winkel von zwei
sich schneidenden Geraden.

65. Man bestimme durch Transformation den Abstand eines
Punktes von einer Geraden.

66. Ausgehend von der einfachsten Darstellung eines Wiirfels
konstruiere man durch Transformation die allgemeine Darstellung.

§ 18. Die Methode der geometrischen Orter.

Man versteht unter dem geometrischen Ort eines Punlktes dic Ge-
samtheit aller Punkte, die eine gewisse gemeinsame geometrische Eigen-
* schaft haben, die dicsen Punkten ausschlieflich zulommt. Beispiele:

DieKugelist der geometrische
Ort aller Punkte, die von einem
festen Punkt einen gegebenen
Abstand haben.

Der geometrische Ort aller
Punkte, die von einer Geraden
einen gegebenen Abstand haben,

ist der gerade Kreiszylinder, der
diese Gerade zur Achse hat und
dessen Radius der gegebene Ab-
stand ist.

Der geometrische Ort aller
Punkte, die von einer gegebenen

Fig. 100. ¢, Ebene einen gegebenen Abs’r:and

haben, besteht aus den bheiden

Parallelebenen zu dieser Ebene, die von ihr den gegebenen Ab-
stand haben.

Die Koustruktion eines gesuchten Punktes wird hiufig durch-
fiihrbar, wenn es gelingt, eine hinreichende Anzahl geometrischer
Orter anzugeben, denen er angehdren mufl. Einige Beispiele mdgen
diese Konstruktionsmethode erldutern.

a) Man konstruiere eine Kugel, welche durch zwei gegebene
Punkte A4 und B geht und deren Mittelpunkt in der Projektions-
achse liegt (Fig. 100).

Der Mittelpunkt der Kugel muB von den Punkten A und B
gleich weit entfernt sein; der geometrische Ort aller Punkte, die
von zwei gegebenen Punkten gleich weit entfernt sind, ist die
Normalebene, die im Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke auf
diese errichtet werden kann. Der Mittelpunkt M der gesuchten
Kugel ist also der Schnittpunkt dieser Normalebene mit der «-Achse.

Zur Durchfiibrung dieses Konstruktionsgedankens sind durch den
Mittelpunkt N der Strecke .AB die beiden Hauptlinien 2 und %
der Normalebene gelegt worden zur Bestimmung ihrer Spuren e,
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und e,. Die wahre Grofe der Strecke AIf ist gleich dem Kugel-
radius. Die Kugel wird in beiden Projektionen durch den nim-

lichen GroBkreis dargestellt.

b) Man bestimme auf einer
zur Projektionsachse wind-
schiefen Geraden g diejenigen
Punkte, die von der Projek-
tionsachse einen gegebenen Ab-

stand @ haben (Fig. 101). A

\

Der geometrische Ort aller
Punkte, die von der a-Achse
den Abstand a haben, ist der
gerade Kreiszylinder mit dem
Radiusa und der Achse z; die
gesuchten Punkte 4 und B
sind also die Schnittpunkte

dieses Zylinders mit der gegebenen Geraden. Die Durchfuhrung

erfolgt am besten im Seitenri8.

c) Von einem Quadrat 4 BCD kennt man die beiden Projek-
tionen der Seite A B und den GrundriB ¢’ der Geraden, in der die

Gegenseite CD liegen soll (Flig.
102); man konstruiere die bei-
den Projektionen des Quadrates.

. Da der <C ABC ein rechter

sein soll;-liegt der Punkt C in
der Normalebene aus B auf die
Gerade 4 B, die ein erster geo-
metrischer Ort ist fiir-ibn. Da
der Abstand B 0= A B sein soll,
liegt der Punkt C auBerdem auf
der Kugel um den Mittelpunkt B
mit dem Radius 4 B. Also liegt
er im Schnitt dieser beiden geo-
metrischen Orter, d. h. auf dem
Kreise mit dem Mittelpunkt B
und dem Radius AB, in der
Normalebene zu 4 B durch B.
Da der Grundrif von C auf ¢
liegen soll, ist die erste proji-
zierende Ebene durch ¢’ ein wei-
terer geometrischer Ort von C,

so daBl die gesuchte Ecke C der Schnittpunkt dieser projizierenden

Fig. 101.

Fig. 102.

Ebene mit dem vorhin beschriebenen Kreise ist.

Zur Durchfihrung bestimme in Fig. 102 zuerst die Normalebene
in B zu AB durch ihre beiden Hauptlinien / und . Diese Ebene
klappe man um % um, bis sie parallel ist zur GrundriBebene, und

&
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zeichne um B den Kreis mit dem Radius 4 B, dessen wahre GroBe
man aus dem Differenzendreieck der Strecke A B in bekannter
Weise bestimmt. Ist der Abstand der beiden Parallelen A’ B’ und
9 kleiner als die Seite A B, so trifft die projizierende Ebene durch
g’ den Kreis in zwei Punkten, welche die Umklappungen der ge-
suchten Ecke sind, so daB die Aufgabe zwei Losungen hat. Aus
dex Umklappung von C findet man den GrundriB €’ und kann
die beiden Projektionen des
Quadrates ergiinzen. Die Fi-
gur enthilt die Durchfithrung
nur fir die eine der Losun-
gen. —

Man kann auch geometri-
sche Orter von Geraden und
vonEbenen zu Konstruktions-

zwecken verwenden,

€2

2z wie aus den folgen-
den Aufgaben er-
sichtlich ist.

d) Durch einen Punkt A
einer Ebene E soll eine Ge-
rade in ihr gezogen werden,
die mit der GrundriBebene
einen vorgeschriebenen Nei-
gungswinkel B, bildet (Fig.
103). _

Der geometrische Ort aller
Geraden, die durch den Pnnkt A4 gehen und mit der GrundriB-
ebene einen vorgeschriebenen Neigungswinkel 8, bilden, ist ein
gerader Kreiskegel, dessen Spitze der Punkt 4 ist, dessen Achse 4 4”
zur Grundrifebene normal ist und dessen Mantellinien mit der
GrundriBebene den Winkel 3, bilden, so daB der Offnungswinkel
des Kegels 90° — f, ist. Dieser Kegel wird von der durch seine
Spitze gehenden Ebene E in zwel Mantellinien geschnitten, sofern
der Neigungswinkel o; der Ebene groBer ist als der Neigungs-
winkel g, der fiir die gesuchte Gerade vorgeschrieben ist.

In Fig. 103 ist der Kegel im Aufri und im GrundriB darge-
stellt. Die Schnittpunkte seines Grundkreises mit der ersten Spur
der Ebene E sind die ersten Spurpunkte der gesuchten Geraden g
und .

e) Man bestimme eine Gerade, die mit den beiden Projektions-
ebenen vorgeschriebene Neigungswinkel §; und B, bildet und durch
einen gegebenen Punkt A geht (Fig. 104). -

Die gesuchie Gerade mufl zwei geometrischen Ortern angehéren:
den geraden Kreiskegeln mit A als Spitze, den Geraden 44" und
A A" als Achsen und den Offnungswinkeln 90°— g, bzw. 90° — §,.
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Die gemeinsamen Mantellinien dieser Kegel stellen die gesuchten
Geraden dar.

In Fig. 104 zeichne man zuerst die Projektionen der beiden
Kegel. Zur Bestimmung ihrer gemeinsamen Mantellinien lege man
eine Hilfskugel um die Spitze 4. Diese schueidet aus den Kegeln
Je einen Kreis, der sich in der einen Projektion in wahrer GroSe,

Ps

in der anderen als gerade Strecke darstellt. Sind die Winkel §,
und 3, so gewihlt, daB B, + B, << 90° ist, so schneiden sich die
Kreise in zwei Punkten B und C, nach denen die gemeinsamen
Mantellinien AB und 4C der beiden Kegel gehen und welche die
gesuchten Geraden b und ¢ sind.

f) Durch eine Gerade g, die zur GrundriBebene geneigt ist, lege
man eine Ebene, die mit der Grundrifebene einen vorgeschriebenen
Winkel o; bildet (Fig. 105).

Alle Ebenen, die durch einen Punkt 4 der Geraden g gehen
und mit der Grundrifiebene den Winkel ¢, bilden, umbhiillen als
Tangentialebenen einen geraden Kreiskegel, dessen Spitze 4 ist,
dessen Achse A A’ ist und dessen Offnungswinkel 90° — o, ist.
Die gesuchten Ebenen miissen daher durch die Gerade g gehen und
diesen Kegel beriihren. Ermittelt man den in der GrundriBebene
liegenden Grundkreis dieses Kegels, so miissen die ersten Spuren
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¢, f; der gesuchten Ebenen Tangenten an denselben sein und durch
den ersten Spurpunkt &, der Geraden gehen. Die zweiten Spuren
€y, fa gehen durch Gy oder ergeben sich sonst in bekannter Weise.
Die Aufgabe hat zwei Losungen, wenn G, auBerhalb des Grund-
kreises des Kegels liegt, wenn also der gegebene Winkel o, gmBer
ist als der erste Neigungswinkel B, der Geraden g.

Aufgaben: 67. Welches ist der geometrische Ort aller Punkte
einer Ebene, die von den heiden Projektionsebenen gleich weit ent-
fernt sind?

68. Welche Punkte der x- Achse
sind von zwei gegebenen Ebenen
gleich weit entfernt?

69. Man konstruiere die Kugeln,
die einem gegebenen auf der Grund-
riBebene stehenden uniegelmiBigen
Tetraeder ein- bzw. umschrieben sind.

70. Durch einen gegebenen Punkt
lege man die Ebenen, die von einer
gegebenen Geraden einen vorgeschrie-
% Fig. 105. “ benen Abstand haben.

71. Man bestimme eine Gerade,
die mit zwel gegebenen windschiefen Geraden vorgeschriebene Win-
kel « bzw. § bildet.

72. Man bestimme eine Ebene, die mit den Projektionsebenen
Winkel von vorgeschriebener GréBe bildet.

73. Man bestimme diejenigen Punkte einer Geraden, von denen
aus eine Strecke 4B des Raumes, die nicht auf der Geraden liegt,
unter einem rechten Winkel gesehen wird.

§ 19. Schattenkonstruktionen.

Die Methoden der darstellenden Geometrie dienen auch zur Lo-
sung der Aufgaben aus der Schattenlehre. Zur Erhéhung der An-
schaulichkeit der Abbildung von Korpern denkt man sich diese
beleuchiet; dadurch treten ihre Formen deutlicher hervor, indem
sich die belenchteten Teile von den im Schatten liegenden abheben.
Zur Vereinfachung der Konstruktionen wird in der elementaren
Schattenlehre angenommen, daB die Lichiquelle punktformig sei,
alle Lichtstrahlen also durch einen Punkt gehen. Diese Annahme
findet sich in unserer Umwelt nie genau verwirklicht; die kiinst-
lichen Lichtquellen sind vielmehr leuchtende Linien oder, noch all-
gemeiner, leuchtende Flichen (Glithkorper, Flammen usw.) Am
ehesten entspricht unserer vereinfachenden Annahme das natiir-
liche Sonnenlicht, dessen Strahlen man ohne groBeren Fehler als
parallel betrachten kann, wegen der Kleinheit der beleuchteten
irdischen Gegenstinde im Verhiiltnis zu ihrer Entfernung von der
Sonne.
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Ist die punktfmrmge Llchtquelle gegeben, so geht durch Jeden
Punkt des Raumes ein und nur ein Lichtstrahl; trifft dieser in
seinem weiteren Verlauf eine Fliche, die fiir das Licht undurch-
lissig ist, so ist der Schnittpunkt der Schatten des Punktes auf
die Flﬁ,che.

Der geometrische Ort der Lichtstrahlen, welche durch die Punkte
-eimer Geraden gehen, ist eine Ebcene, die sog. Lichtcbene der Geraden.

Die Lichtebene ist die Verbindungsebene der Geraden mit dem
leuchtenden Punkt. Sind die Lichtstrahlen parallel, ist also die
Lichtquelle ein un-
endlich-ferner Punkt,
so ist die Lichtebene
parallel zur Licht-

richtung. / 0 3\\6\
Der Schatten ciner =
Geraden auf eine Fig. 106. Fig. 107.

Fldche ist der geometrische Ort der Schatten aller ihrer Punkte auf
die Itldche, also der Schnitt der Lichtebene mit der Fldche.

Hieraus folgt:

Der Schatten einer Geraden auf eine Ebene ist eine Gerade,
ndmlich der Schnitt der Lichtebene mit der den Schatten awffangen-
den Ebene. Der Schatten geht
durch den Spurpunkt der Geraden L
mit der Ebene (Fig. 106).

Ist die Gerade zur Ebene pa- D B
rallel, so hat ihr Schatlen die

gleiche Richtung. (Fig. 107). AL B, z
Parallele Geraden werfen auf = o A
eine Ebene parallele Schatten, da »

die Lichtebenen durch solche Ge-

raden bei Parallelbeleuchtung
parallel sind, bei Zentralbeleuch-
tung aber die beiden Lichtebenen
und die Schattenebene parallele
Schnittgeraden haben.

Im folgenden lassen einige
Beispiele die Durchfiihrung von
Schattenkonstruktionen erken-
nen.

a) In Fig. 708 ist der Schat-
ten zu konstruieren, den eine
Strecke A B auf die Fliche eines Parallelogramms CDEF wirft,
wenn L die Lichtquelle ist.

Die Schatten der Punkte A4 und B auf die Fliche C D EF sind
die Schnittpunkte 4, und B, der Lichtstrahlen L4 bzw. LB mit
dieser Flache. Dann ist die Strecke A,B, der gesuchte Schatten.

Tig. 108.
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. b) In Fig. 109 ist der Schatten des Schutzdaches ABCDLF
auf die vertikale Wand zu konstruieren, an der es lings der Seite
A B befestigt ist. Die Lichtstrahlen seien parallel.

Die Schatten der Ecken C, D, I und F sind die zweiten Durch-
stoBpunkte C,, D,, E, und Fy der Lichtstrahlen durch diese Ecken.
Der Schatten des Sechs-
ecks auf die Aufrifiebene
ist also der gebrochene Li-
nienzug B"Cy Dy Ey Fy A”.
Dabei miissen die Sch atten
der parallelen Kanten CD
: : und A F' parallel sein, der

Z‘I Schatten der zur Projek-
F _ C2 tionsachse parallelen Kan-
E, D, te DE eben diese Rich-
tung haben.

¢) In Fig. 110 steht ein
regelmifiger Pyramiden-
A B stumpf aufder Grund-

F// .D "
. 4

Fl

¥ riBebene und wird
beleuchtet durch pa-
rallel einfallende Licht-
strahlen, deren Richtung
durch die Gerade ! gegeben
sei; man konstruiere den
Schatten, den der Korper
auf die Projektionsebenen
Fig. 109. wirft.
£ Y% Bevor man an die kon-
struktive Durchfithrung
einer solchen Schattenaufgabe geht, tut man gut, sich klar zu machen,
welche Flidchen des Korpers beleuchtet, Welche im Schatten hegend
sind, welche Kanten und Ecken Schatten werfen, indem man sich
die Lage der Lichtrichtung in bezug auf den Korper vorstellt. Im
vorliegenden Beispiel wird' man unschwer erkennen, daB die drei
Flichen mit den Grundkanten A, B,, 4,F, und E,F, beleuchtet,
die drei anderen beschattet sind; die Deckfliche ist beleuchtet.
Der Kantenzug ByBCDEE, wird demnach den beleuchteten Teil
des Korpers von dem im Schatten liegenden Teil abgrenzen. Der
Schatten, den der Kérper auf die Projektionsebenen wirft, ist der
Schatten dieses Kantenzuges, kann also gefunden werden, indem
man die Schatten der einzelnen Ecken desselben ermittelt.

Es ist aber vorteilbaft, wenn man bei der Durchfiihrung einer
Schattenkonstruktion das Augenmerk nicht nur auf die Ecken,
sondern auch auf die Kanten richtet, also in dem vorliegenden
Beispiel etwa folgendermaflen vorgeht:

Cl
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Ist S die Spitze der Ergénzungspyramide, so bestimme man
ihren Schatten S; anf die GrundriBebene als den ersten Spurpunkt
des durch § gehenden Lichtstrahles. Verbindet man diesen Punkt
mit B, und F,, so sind diese Geraden unmittelbar die Schatten
der Seitenkanten B,S bzw. E,S. Der Schatten B; von B auf T,
liegt auf B,S und auf dem GrundnB des durch B gehenden L1cht-
strahles. Es ist dann By B, der Schatten der Kante ByB des

Fig. 110.

4y B,

Stumpfes. Alsniichste schattenwerfende Kante trittnun die Kante BC
der Deckfliiche auf; da sie parallel ist zu TT;, so ist ihr Schatten
die Parallele aus B, und enthilt den Schatten C; von C auf dem
GrundriB des Lichtstrahles durch diesen Punkt. Allein in dem hier
verwirklichten Falle wiirde dieser Schatten hinter die 2-Achse zu
liegen kommen, also hinter die Aufrifiebene fallen. Wenn man
smh die AufriBebene als undurchsichtig denkt, so wird der von C
ausgehende Lichtstrahl von ihr aufoehalten, so daB C auf die
AufriBebene Schatten wir{t und zwar auf den zweiten Spurpunkt C,
des Lichtstrahls. Der Schatten der Kante BC erscheint demnach
gebrochen; ein Teil fillt auf die Grundrifebene, der andere auf
die AufriBebene, wobei sich die beiden Teile auf der z-Achse
treffen, denn sie smd die beiden Spuren der Lichtebene der Kante BC.
Da auch der Schatten von D auf die AufriBebene fillt, so wirft
die ganze Kante CD ihren Schatten auf diese Projektionsebene.
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Die Kante D E ist parallel zur AufriBiebene, so dafl ihr Schatten D, I,
zu ihr parallel ist. Zum Schlufl kann man denSchatten der Kante E,E
zeichnen; ein Teil fillt auf die GrundriBiebene in die Gerade E,S, ,
der andere auf die AufriBebene und geht durch E,.

Man bezeiclinet solche Flichen eines Korpers, auf die kein Licht
fallt, als im Selbst- oder Figenschatten liegend. Schlagschaiten nennt
man im Gegensatz dazu den Schatten, den-ein Kérper auf seine
Umgebung wirft. In der zeichnerischen Darstellung werden die
im Schatten liegenden Flichen schraffiert oder getént angegeben,
und zwar pflegt man die Schlagschatten dunkler zu halten als die
Selbstschatten, um anzudeuten, daf reflektiertes oder diffuses Licht
die unbeleuchteten Teile des Korpers zu erhellen pflegt.

Der Schlagschatten der Pyramide, d. h. der Kantenzug B,15,
0y D, E, E, ist der Schatten des Kantenzuges B,BCDEE,, d. h.
der Grenze des beleuchteten und unbeleuchteten Teiles des Korpers,
d. h. der Selbstschattengrenze.

Aufgaben: 74. Man konstruiere den Schatten, den eine gegebene
Gerade auf die Projektionsachse wirft, wenn die Lichtrichtung
gegeben ist.

75. Man zeichne die Projektionen eines rechteckigen Tisches
mit vier Beinen, der auf der GrundriBiebene steht, und konstruiere
seinen Schatten auf die Standebene bei gegebener Lichtrichtung.

76. Man konstruiere den- Schatten, den eine gegebene Strecke
auf ein schiefes Prisma wirft, das auf der GrundriBebene steht,
bei gegebener Lichtrichtung.

77. Eine sechsseitige, regelmiflige, vertikale Séiule trigt eine
quadratische Deckplatte, deren Schatten auf die Siule bei ge-
gebener Lichtrichtung gefunden werden soll.

III. Korper mit ebenen Flichen.

Wird ein Raumteil von Ebenen begrenzt, so bestimmen diese
Begrenzungsflichen ein Vielfach oder Polyeder. Die Kanten des
Korpers entstehen durch den Schnitt benachbarter Fldchen. In
jeder Fliche liegen mindestens drei Kanten, also auch mindestens
drei Ecken. Duwh jede Ecke gehen mindestens drei Flichen, also
auch mindestens drei Kantesn.

Die Dayrstellung eines Vielflachs erfordert die Projektion seiner
Ecken; die Kanten ergeben sich im Bild als die Verbindungs-
strecken der Ecken, wodmch dann auch die Flichen abgebﬂdet
erscheinen. Im Fig. 111 sind die beiden PlOJekthDen eines Poly-
eders gezeichnet. Betrachtet man die eine dieser Projektionen,
z. B. die erste, so erkennt man-, daB der Projektionsstrahl durch
eine Kcke verschiedenes Verhalten beziiglick des Vielflachs zeigen
kann. Entweder hat der Projektionsstrahl mit dem Vielflach nur
die Ecke gemein, durch die er geht, wie z. B. fiir den Punkt E;
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dann gehort diese Ecke zum Umrif des Vielflachs (fiir die erste
Projektion). Die UmriBecken bilden einen gebrochenen Linienzug,
ein im allgemeines windschiefes Vieleck, in unserem Beispiel das
Vieleck BCDHEF. Die Ecken und Kanten
dieses Umrisses sind sichthar, auch wenn man
die Fldchen des Vielflachs als undurchsichtig
betrachtet Oder aber der Projektionsstrahl
durch eine der Ecken durchdringt das Vielflach,
so daB die Projektion der Ecke in das Innere
des Umrisses fillt. Denkt man sich das Viel-
flach in Richtung der Projektionsstrahlen von
oben betrachtet, so ist eine Ecke sichibar oder

unsichtbar, je nachdem sie tiber oder unter
dem zweiten Schnittpunkte ihres Projektions- £ B
strahls mit der Oberfliche des Korpers liegt.

gegen unsichtbar. Der Umrif teilt den Kor-
per in einen sichtbaren, oberen und in einen
unsichtbaren, unteren Teil. Eine Kante ist sicht-
bar, wenn die beiden Ecken, die sie verbindet,
sichtbar sind. Fig. 111.

§ 20. Prismen.

Man erhilt die einfachste Darstellung eines Prismas, wenn man
annimmt, daB seine Grundfliche in einer der beiden Projektions-
ebenen liegt (Fig. 112). Die kongruente Deckfliche liegt dann in
einer parallelen Ebene. Durch die Angabe dieser beiden Flichen
sind auch die Seitenkanten und die Seitenflichen bestimmt.

Will man das Prisma, das durch seine beiden Projektionen be-
stimmt ist, modellieren, so hat man sein Nefz zu konstruieren (vgl.
§ 6). Dazu bestimme man den Normalschnitt des Prismas, d. i.
das Vieleck, das eine Ebene normal zu den Seitenkanten aus dem
Korper schneidet. Zur Durchfiihrung dieser Konstruktion fiihrt
man am besten eine neue Projektionsebene ein, die zur Normal-
ebene rechtwinklig ist, z. B. eine neue Aufrifebene. Den neuen
AufriB des Prismas findet man nach den Gesetzen der Transfor-
mation (§ 17). In dieser neuen Projektion erscheint der Normal-
schnitt als gerade Strecke. Aus den dritten Projektionen seiner
Ecken ergeben sich die ersten und zweiten. Die wahre Gestalt
und Grofle des Normalschnittes findet man durch Umklappung in
die GrundriBebene oder auch durch Einfiihrung einer vierten Pro-
jektionsebene, die mit der Normalschnittebene zusammenfillt.

Denkt man sich zur Netzbildung das Prisma lings einer Seiten-
kante aufgeschnitten und den Zusammenhang der Seitenflichen
mit der Grund- und Deckfliche soweit als ndtig gelost, so kann
die Awusbreitung aller Flichen in eine Ebene folgendermaflen ge-
zeichnet werden.

Teubners Leiifdiden: GroBmann, Elements. 2. Aufl. 5

So ist die Ecke A sichtbar, die Ecke G da- ,,..;,4 s
\\ ‘
\
H

¥ L]I
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Der Normalschnitt wird in eine gerade Strecke verwandelt.
Die Lingen der einzelnen Seiten AB, BC, CD,... sind bekannt
als die Strecken (4)(B), (B)(C), (C)(D),... Da die dritte Pro-
- jektionsebene parallel

ist zu den Seitenkanten

des Prismas, so erschei-
nen diese, wie auch ihre

Teile, in der dritten

Projektion in wahrer
¢ Linge, so daf sie im

Netz auf den Normalen
aus 4, B, C, ... zum
ausgestreckten =~ Nor-
malschnitt abgetragen
werden konnen. Da-
durchentsteht die Aus-
breitung des aus den
Seitenflichen bestehen-
den Mantels. Grund-
und Deckfliche kénnen
an irgend eine Grund-
bzw. Deckkante ange-
kniipft werden.

Ein beliebiger ebener
Schnitt des Prismas
kann konstruiert wer-
den wie der Normal-
schnitt in Fig. 112,
d.h. durch Einfithrung
einer dritten Projek-
tionsebene normal zur
Schnittebene. Vorzu-
ziehen, weil im allge-
meinen genauer durch-

Fig. 113. fithrbar, ist ein anderes
Konstruktionsverfahren, das sich des Zusammenhanges zwischen
der Grundfigur und jeder Schnittfigur bedient.

In Flig. 113 ist der Schnitt eines schiefen, auf der Grundrifi-
ebene stehenden Prismas mit der Ebene E zu konstruieren. Man
bestimme den Schnittpunkt A einer Seitenkante, z. B. der Kante
Ay A, mit der Ebene E. Dann kénnen die iibrigen Hcken der
Schnittfigur aus dieser Ecke abgeleitet werden. Die Seitenfliche
A,B, B, A, schneidet nimlich die Grundrifebene in der Grund-
kante 4,B,, die Schnittebene in der Seite 4B der Schnittfigur,
so daB diese beiden Geraden sich auf der ersten Spur der Ebene E
treffen miissen, weil die Schnittgeraden dreier Ebenen durch einen
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Punkt gehen. Verbindet man also den Schnittpunkt der Grund-
kante 4;B, mit dem Punkt 4, so schneidet diese Gerade die
Seitenkante BB, in der Ecke B der Schuittfigur. Ebenso findet
man die iibrigen Ecken der Schnittfigur.

Gestiitzt auf die Definition affiner Figuren in § 8 kann man
daher schlieBen:

Die Grundfigur eines Prismas wund die Projektion einer ebenen
Schnittfigur auf die
Grundebene sind af-
fin. Affinititsachse
ist die Spur der
Schnittebene mit der
Grundcebene, Affini-
tatsrichtung ist die
Richtung der Seiten-
kanten.

Aus diesem Zu-
sammenhang der
beiden Vielecke
folgt, daB sich auch
entsprechende Dia-
gonalen, wie 4,C,
und A'C’, auf der

Affinitétsachse
schneiden miissen,
was als Genauig-
keitsprobe oder als
Konstruktionsmit-
tel beniitzt werden
kann.

Der AufriB der Schnittfigur ergibt sich am besten mit Hilfe der
ersten Spurpunkte der einzelnen Seiten. '

Aufgaben: 78. Man bestimme die Schnittpunkte einer Geraden
mit einem Prisma, dessen Grundfliche in der AufriBebene liegt.
(Man lege eine Hilfsebene durch die Gerade parallel zu den Seiten-
kanten des Prismas und bringe sie zum Schnitt mit dem Prisma.)

79. Man kennt die beiden Projektionen eines schiefen Prismas, .
wobei die Grundfliche in der GrundriBebene liegt; man stelle das
Prisma in einer neuen Lage dar, indem man eine Seitenfliche in
die GrundriBebene legt, und bestimme seinen Schnitt mit einer
beliebigen Ebene.

80. Man bestimme den ebenen Schnitt eines Prismas, wenn
dessen Grundfliche in einer zu den Projektionsebenen schiefen
Ebene liegt.

5*
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§ 21. Pyramiden.

Die einfachste Darstellung einer Pyramide setzt voraus, daf
die Grundfiiche in einer der beiden Projektionsebenen liegt; die
Pyramide ist dann
bestimmt,wennman
auler der Grund-
fliche noch die Spit-
z6 8 gibt (Flig. 114).
Die Figur ent-
hilt die Konstruk-
z tion des Schnitt-
punktes einer Ge-
. raden ¢ mit dem
Mantel der Pyra-
mide; man legt eine
Hilfsebene durchdie
~Geradeund die Spit-
ze, welche aus dem
Mantel zwei durch die Spitze gehende Geraden schneidet, deren
Schnittpunkte mit g die gesuchten Punkte 4 und B sind.

&o
2
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Eine Konstruktion des Netzes der Pyramide ist schon in Fig. 22
durchgefiihrt worden. '

Soll der ebene Schnitt einer Pyramide, deren Grundfliche in der
Grundrifiebene liegt,
bestimmt werden, .so
fithrt man am besten
eine neue, dritte Pro-
jektionsebene ein, die
zur Schnittebene und
zur Grundrifiebene nor-
mal steht (Fig. 115).

Da die Schnittfigur
sich in dieser dritten
Projektion als gerade
Strecke darstellt, kon-
nen ihre Ecken un-
mittelbar angegeben
werden, und aus den
dritten Projektionen
dieser Punkte findet
man die ersten und
die zweiten.

Ebenso einfach und hiufig genauer durchfithrbar ist die folgende
Konstruktion, die in Flig. 116 dargestellt ist. Man bestimme den
Schnittpunkt A einer Seitenkante S 4, mit der gegebenen Ebene E.
Dann ergeben sich die tibrigen Ecken der Schnittfigur aus dieser
ersten. Denn da die Ebenen E, TI; und §4,5, sich in einem
Punkte schneiden miissen, geht die Gerade 4 B durch den Schnitt-
punkt der Grundkante 4B, mit der ersten Spur e¢,, so daB B’
auf der Geraden A'S liegt. Entsprechende Seiten 4, B, und 4B
der beiden Figuren treffen sich also auf der Spur ¢, der Schnitt-
ebene. Aus diesem geometrischen Zusammenhang konstruiert man
die Schnittfigur.

Aufgaben: 81. Man konstruiere das Netz der abgestumpften
Pyramide, die in Fig. 115 zwischen den Ebenen E und TT, liegt.

82. Eine vierseitige, unregelmillige Pyramide, deren Grund-
fliche in der GrundriBebene liegt, ist mit einer Ebene so zu schnei-
den, daB die Schnittfigur ein Parallelogramm ist.

83. Man stelle eine regelmiBige, achtseitige Pyramide dar, deren
Grundfliche zu den beiden Projektionsebenen schief liegt, und be-
stimme ihren Schnitt mit einer beliebigen Ebene.

§ 22. Durchdringungen von Vielflachen.

Sind zwei Vielflache so angeordnet, daf die von ihnen um-
schlossenen Raumteile teilweise zusammenfallen, so dusrchdringen
sich ihre Begrenzungsflichen. Die Durchdringung ist im allgemeinen
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ein rdumliches oder windschiefes Vieleck, da nicht alle Ecken des-
selben in einer Ebene zu liegen pflegen. Die Ecken des Durch-
dringungspolygons sind die Schnittpunkte der Kanten des einen
Vielflachs mit den Seitenflichen des anderen; die Seiten sind die
Verbindungsgeraden der Ecken oder also dle Schnittgeraden der
Seitenflichen beider Vielflache. v

In Fig. 117 ist die Durchdringung eines Vierflichners 4 B C'D
mit einem Sechsflichner 1 2 3 4 5 6 7 8 dargestellt (in einer Pro-

D

B

Fig. 117.

jektion, Kap. I). Zur Bestimmung der Durchdringungsfigur (von
der nur die sichtbaren Kanten eingezeichnet sind), kann man ent-
weder deren Kanfen ermitteln, z. B. die Schnittgerade I, II der
beiden Flichen ABD und 1 2 3 4 oder aber deren Ecken, z. B.
den Schnittpunkt III der Kante 2, 6 mit der Fliche ABD. Da-
bei bedient man sich am vorteilhaftesten der Konstruktionsme-
thoden ohne Spuren (Fig. 62—64). Auch wird man von der Tat-
sache Gebrauch machen, daB jeweilen die Schnittgeraden dreier
Ebenen zu je zweien, durch einern Punkt, den Schnittpunkt der
drei Ebenen, gehen. So gehen in der Fig. 117 die Kanten I, II
und III, IV der Durchdringung durch einen Punkt S der (ver-
lingerten) Kante 1, 2. Wenn man also die Kante I, II kennt und
den Punkt III, so kann man IV unmittelbar angeben

Sind die Ecken der Durchdringungsfigur konstruiert, so sind sie
richtig zu verbinden. Zwei dieser Ecken geben dann und nur dann
eine Kante des Durchdringungspolygons, wenn sie auf beiden Viel-
flachen der niimlichen Fliche angehoren, wenn also ihre:Verbin-
dungsgerade die Schnittgerade dieser beiden Flichen ist.
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Werden die Flichen beider Korper als undurchsichtig betrachtet,
so ist noch die Sichtbarkeit der einzelnen Ecken und Kanten der
Durchdringung zu bestimmen. Eine Ecke ist in einer Projektion
sichtbar, wenn sie einer sichtbaren Kante des einen und einer sich-
baren Fliche des anderen Vielflachs angehort. Eine Kante der
Durchdringung ist
sichtbar, wenn die
beiden Ecken sicht-
bar sind, welche sie
verbindet. —

Die Konstruk-
tion der Ecken der
Durchdringung liflt
sich einfach und
planmiBig gestal-

ten, wenn die Viel-
flache Prismen oder
Pyramiden sind. In
diesem Falle lassen
sich besonders ge-
eignete Hilfsebenen
zur Bestimmungder
Ecken angeben.

a) Durchdringung
zweier Prismen.Man
legt  Hilfsebenen
durch die Seiten-
kanten des einen Prismas parallel zu den Seitenkanten des ande-
ren. Sollen z B.in Fig. 118 die Schnittpunkte der Seitenkante 4
des einen Prismas mit dem anderen bestimmt werden, so be-
stimme man zunichst die Stellung der beiden Hilfsebenen, in-
dem man durch einen Punkt P des Raumes die Parallelen 7 und
k zu den Seitenkanten beider Prismen legt; liegen die Grund-
flichen beider Prismen in der n#mlichen Projektionsebene, hier
in der Grundrifebene, so ermittle man die entsprechende Spur ¢,
der Hilfsebene. Die durch die Seitenkante A des Prismas gehende
Hilfsebene hat dann eine erste Spur von dieser Richtung. Trifft
diese Spur die Grundfigur des anderen in zwei Punkten U und V,
so schneidet die Hilfsebene dieses Prisma in zwei Geraden durch
diese Punkte und parallel zu den Seitenkanten, deren Schnitt-
punkte 1 und 2 mit der Seitenkante 4 die gesuchten Punkte sind.
Solche Hilfsebenen legt man durch alle weiteren in Frage kom-
menden Seitenkanten.

b) Durchdringung sweier Pyramiden. Man legt Hilfsebenen
durch die Seitenkanten der einen Pyramide und durch die Spitze
der anderen. Soll in Fig. 719 der Schnittpunkt der Seitenkante

Fig '118.
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M, A der einen Pyramide mit der anderen bestimmt werden, so
beachte man, daf alle Hilfsebenen durch die Verbmdungsoeraden
beider Spltzen M, und M, gehen, so daf} die ersten Spuren aller
durch den ersten Spurpunkt dieser Geraden gehen. Trifft die durch
A gehende Spur die Grundfigur in zwei Punkten U und V, so
schneidet die Hilfsebene die Pyramide in den Geraden M, U und
M, V, deren Schnittpunkte 1 und 2 mit M, 4 die gesuchten Punkte
sind. (In Fig. 119 ist die Gerade M, M, zur Projektionsebene
parallel, d. h. die beiden Pyramiden smd glelch hoeh)
Besteht die Durchdringungsfigur aus einem einzigen geschlosse—
nen Linienzug, so redet man von einer Eindringung, besteht sie
B q aus zwel geschlos-
J senen Linienziigen,
;o so liegt eine eigent-
. v liche  Durchdrin-
4
7 gung vor.
e Aufgaben:
C/ X - o~ 84. Man vervoll-
~~ae stindige die Durch-
> dringung der beiden
Vielflache in Fig.
117, indem man
zwei Projektionen
Fig. 119. zeichnet und die
unsichtbaren Kan-

Ve e e m———

ten des Durchdringungspolygons konstruiert.
85. Man bestimme die Durchdrmgung zweier Prismen oder Pyra-
"~ miden, wenn ihre Grurdflichen in verschiedenen Projektionsebenen
liegen. :

86. Man konstruiere die Netze von zwei sich durchdringenden
Prismen oder Pyramiden und schneide das eine derselben so aus,
dafl die Modelle beider Kérper in die richtige gegenseitige Lage
gebracht werden kdnnen.

I'V. Einfache Korper mit krummen Flichen.

Die einfachsten Korper, an denen krumme Begrenzungsflichen
auftreten, sind der gerade und der schiefe Kreiszylinder (Fig. 120
a und b) der gerade und der schicfe Kreiskegel (Fig. 121a und b)
und die Kugcl.

§ 23. Der gerade Kreiszylinder.

Wenn eine Gerade um eine zu ihr parallele Achse gedreht wird,
so beschreibt sie eine Drehzylinderfliche, die sich nach be1den
Seiten ins Unendliche erstreckt. Die verschiedenen Lagen der er-
zeugenden Geraden sind die Mantcellinien dieser Fliche. Jeder zur
Achse rechtwinklige Normalschnilt ist ein Kreis, jeder andcre zur
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Achse geneigte ebene Schnitt eine Ellipse (§ 5). Zwei zur Achse
normale Ebenen begrenzen einen Kérper, einen geraden Kreiszylinder -
oder eine Walze.

In Flig. 122 ist ein gerader Kreiszylinder dargestellt, der mit
einer Mantellinie auf der GrurndriBebene liegt. Der Grundrifl der
Achse a = 00, fillt dann mit dieser Mantellinie zusammen, der

S” S”

Fig. 120 a. Fig. 121 a. b.

AufriB ist parallel zur z-Achse in einem Abstand, der gleich ist
dem Radius des Zylindexs.

Die beiden Normalschnitte durch O; und O stellen sich im
Grundri8 als gerade Strecken dar, im Aufrif alskongruente Ellipsen.
Man konstruiert die eine derselben, indem man den Normalschnitt
umlegt in die Grundrifiebene. Die grolie Achse der Ellipse ist dann_
der Aufri3 des zu TT, normalen Durchmessers CD, die kleine Achse
der Aufrif des zu TT, parallelen Durchmessers 4B. Ist [P] die
Umlegung eines beliebigen Kreispunktes, so liegt der Grundrif P
als FuBpunkt der Normalen aus [P] in der Drehachse, der Aufrif
in der Ordnungslinie durch diesen Punkt und hat die Kote P[Pl
Aus der umgelegten Tangente [¢] dieses Punktes findet man deren
Aufrif ¢’ mit Beniitzung ihres ersten Spurpunktes T7.

Jede zur Achse des Zylinders parallele Ebene, deren Abstand
von der Achse kleiner ist als der Radius des Zylinders, schneidet
dessen Mantel in zwei Erzeugenden, da sie den Normalschnitt in
zwei Punkten trifft.

Jede zur Achse parallele Ebene, deren Abstand von der Achse
gleich ist dem Radius des Zylinders, hat nur eine Erzeugende mit
ihm gemein, da sie auch mit dem Normalschnitt nur einen Punkt
gemein hat. Denkt man sich eine solche Ebene um einen sehr
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kleinen Betrag verschoben gegen die Achse hin, so schneidet sie
den Zylinder in zwei Erzeugenden, die sehr nahe aneinander ver-
laufen. Man kann daher jede Ebene, die mit dem Zylinder nur
eine Mantellinie gemein hat, auffassen als die Grenzlage einer
Ebene, die mit dem
Zylinder zwei sehr
naheaneinanderlie-
gende Erzeugende
gemein hat. = Eine
solche Ebene heifit
Beriihrungs- oder
Tangentialebene des
Zylinders; sie be-

rilbrt den Zylinder
lings einer Mantel-
linie.

Ist @ ein beliebi-
ger Punktder Zylin-

derfliche, so findet
man seine Tangen-

. tialebene, indem

' man die Mantellinie

O/P] m des Punktes in P

zum Schnitt bringt

(4] mit dem einen der

/¢] Normalschnitte.Die

Fig. 195, [ Spur der Tangen

(-2
4] tialebene mit der
Ebene des Normal-
schnittes ist dann die Tangente ¢ in P an den Kreis und kann in
der Umlegung angegeben werden. Die erste Spur der Tangential-
ebene T geht dann durch den ersten Spurpunkt 7} dieser Tangente
und ist parallel zu den Mantellinien. Da die Tangentialebene durch
die Mantellinie m geht, muB ihre zweite Spur durch den zweiten
- Spurpunkt 21, dieser Geraden gehen.

In Fig. 123 ist der Schnitt eines Zylinders mit einer zu seiner
Achse schiefen Ebene dargestellt. Zur Konstruktion der beiden Pro-
jektionen der Schnittellipse fithre man eine zur Schnittebene nor-
male neue Aufrifiebene ein, bediene sich also des niimlichen Ver-
fahrens, das in den §§ 19 und 20 fiir die ebenen Schnitte der
Prismen und Pyramiden auseinandergesetzt worden ist. Der ebene
Schnitt erscheint in dieser dritten Projektion als gerade Strecke,
so daB sich die Schnittpunkte der einzelnen Erzeugenden mit der
Ebene in dieser Projektion unmittelbar ergeben und damit auch
im Grundrif und im AufriB finden lassen, da die Koten beziiglich
der GrundriBebene in der dritten Projektion in wahrer GroBe er-
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scheinen. Man findet die Tangente an die Schnittkurve in einem
ihrer Punkte P, indem man die Tangentialebene, die den Zylinder
in diesem Punkte beriihrt, zum Schnitt bringt mit der Ebene des
Schnittes, in Fig. 123 am besten, indem man den ersten Spur-

b2

e
7 L 1\ Oas

U’ A’

Fig. 124.

punkt 7" derselben beniitzt. Denn diese Gerade liegt in der Schnitt-
ebene und trifft den Zylinder in zwei unendlich-benachbarten Punk-
ten, da sie in einer Tangentialebene liegt; sie hat also auch mit
der Schnittkurve zwei unendlich benachbarte Punkte gemein, ist
also eine Tangente derselben.

Fig. 124 enthilt die Abwickelung des Zylinderstiickes zwischen
dem Grundkreis und der Schnittfigur. Denkt man sich nimlich den
Mantel durch unendlich viele Erzeugenden in unendlich viele, un-
endlich schmale Streifen zerlegt, so kann man diese I'ldchenelemente
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als eben betrachten und alle in dieselbe Ebene ausgebreitet denken.
Dabei bleiben die Erzeugenden zueinander parallel und auch der
rechte Winkel, den sie mit dem Grundkreis bilden, bleibt in seiner
Grofle erhalten, so daB der Grundkreis sich in eine zu den abge-
wickelten Mantellinien rechtwinklige gerade Strecke von der Linge
2mr ausbreitet, wenn » der Radius des Zylinders ist. Man findet
diese Lénge durch Berechnung oder aber durch eine Néherungs-

v konstruktion, etwa dadurch, daB

1

a
¥ T‘— . — ¥e man den Grundkreis in eine An-
i !
A

zahl gleicher Teile einteilt und
B ' die Sehne statt des Bogens nimmt.
& Nimg  mpj &7, Je groBer die Zahl dieser Teile
0 D ) ., ist, um so geringer wird der Feh-
; ' ler sein, den man dabei begeht.
Man findet die Abwickelung der
A\ Schnittellipse, indem man die
|

‘
¢ v
'

S
S

DY wahre Linge der Mantellinien

“ dem AufriB entnimmt. Zur Be-

AN stimmung der Tangente an die

.7 Fig. 125 abgewickelte Kurve beachte man,
57 . 125,

daB sich bei der Abwickelung der
Winkel nicht #ndert, den die Kurve an jeder Stelle P mit der
Mantellinie des Zylinders bildet; denn dieser Winkel liegt in der
Tangentialebene des Punktes, also in der Ebene, die das Flichen-
element enthilt. Da nun aber dieser Winkel im rechtwinkligen
Dreieck T'PP’ bei der Ecke P vorkommt, so hat man die Strecke
P'T im GrundriB zu messen und in der Abwickelung von P’ aus
auf den abgewickelten Grundkreis anzutragen; es ist dann P7 die
Tangente an die Abwickelung der Kurve in P,

Durch jeden Punkt A des Raumes, dessen Entfernung von der
Achse einer geraden Kreiszylinderfiiche groBerist als deren Radius,
gehen zwei Tangentialebenen der Fliche. Weil nimlich jede Tan-
gentialebene lings einer Mantellinie den Zylinder berithrt, so muB
die Gerade d durch 4 in Richtung der Mantellinien in jeder Tan-
gentialebene enthalten sein, die durch den Punkt A geht; trifft
diese Gerade in I'ig. 125 die Ebene des Grundkreises in D, so
muf die Spur jeder durch 4 gehenden Tangentialebene durch diesen
Punkt gehen und Tangente an den Grundkreis sein, so daB zwei
solche Ebenen erhalten werden, wenn der Punkt 4, also auch der
Punkt D, von der Achse eine Entfernung haben, die groBer ist als
der Radius des Zylinders.

Betrachtet man 4 als leuchtenden Punkt, so beriihrt jeder durch
A gehende Lichtstrahl, der in einer der beiden Tangentialebenen
liegt, die Zylinderfliche. Die beiden Tangentialebenen sind die Licki-
ebenen, die man von A4 aus an die Fliiche legen kann; ihre beiden
Bertihrungserzeugenden sind die Grenzen des Eigenschattens auf der
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Fliche, die den beleuchteten Teil derselben von dem im Schatten
liegenden trennen.

Aufgaben: 87. Man konsiruiere den Schatlen, den ein auf der
GrundriBebene liegender gerader Kreiszylinder auf die Projektions-
ebenen wirft, wenn die punktférmige Lichtquelle gegeben ist.

88. Man konstruiere den Schatten eines auf der GrundriBebene
stehenden geraden Kreiszylinders, wenn die Richtung der Licht-
strahlen gegeben ist.

89. Man bestimme diejenigen Punkte einer gegebenen Geraden g,
die von einer anderen, zur ersten windschiefen Geraden ! doppelt
so weit entfernt sind, als der kiirzeste Abstand der beiden Geraden
betrigt.

§ 24. Der gerade Kreiskegel,

Wenn eine Gerade um eine Achse, mit der sie einen spitzen
Winkel bildet, gedreht wird, so beschreibt sie eine Drehkegelfldche,
die aus zwei sich ins Unendliche ausbreitenden Mdnlelr besteht,
die in der Spilze zusammenhingen. Die verschiedenen Lagen der
erzeugenden Geraden oder Maniellinie bilden mit der Achse einen
Winkel von unverinderlicher GroBe. Jeder zur Achse rechtwinklige
Normalschniit der Fliche ist ein Kreis. Der Korper zwischen einem
Normalschnitt und der Spitze ist ein gerader Kreiskegel.

" Man erhilt die einfachste Darstellung eines geraden Kreiskegels,
wenn man seine Leitlinie, d. h. einen Normalschnitt, in eine der
Projektionsebenen legt (Fig. 126). Ist P’ der GrundriB eines Punk-
tes der Mantelfliche, so findet man den zugehorigen AufriB P”,
indem man die Mantellinie 7 durch P und die Spitze S beniitat.
Trifft diese den Leit- '
kreisin P, so ergibt
sich m” aus P,” und
P” liegt auf m”.

Eine  beliebige
Ebene durch m
schneidet die Kegel-
fliche noch 1in einer

zweiten Mantellinie
n,daihre erste Spur
den Leitkreis noch
in einem zweiten
Punkt @, schneiden
wird. Denkt man
sich diese Ebene um
m gedreht, indem
man den Punki @,
dem Punkte P, nihert, so wird sich die Mantellinie # der Mantel-
linie s n&hern. Fillt schlieBlich @, mit P, zusammen, so fiillt auch

Fig. 126.
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% mit m zusammen und die Ebene, die man so erhilt, berii/irt die
Kegelfliche lings der Erzeugenden #, ist also eine sog. Tangential-
cbenc derselben. Man bestimmt daher die Tangentialebene T in
einem Punkte P einer Kegelfliche, indem man die Mantellinie des
Punktes schneidet mit dem Leitkreis und in diesem Punkte die
Tangente an ihn zieht.

In Fig. 127 ist ein gerader Kreiskegel dargestellt, dessen Spitze S
in der ersten Projektionsebene liegt, wihrend sein Leitkreis in einer
Parallelebene zu dieser Projektionsebene liegt. Man soll durch einen
Punkt 4 des Raumes Tangentialebenen an die Kegelfliche legen.
o Da jede Tangentialebene der

4" Kegelfliche durch die Spitze geht,

AN ' \; muB jede durch 4 gehende Tangen-
—?—.—D U B)// B

2 tialebene die Gerade d= AS ent-
; i halten. Die Spuren der gesuchten
Tangentialebenen mit der Ebene
des Leitkreises miissen also durch
&7, den DurchstoBpunkt D dieser Ge-
\ raden mit der genannten
Ebene gehen, Fillt dieser,
% wie in Fig. 127, anBerhalb des
Leitkreises, ist also der Winkel
der Geraden d mit der Achse der
Kegelfliche groBer als der Winkel
der Mantellinien mit der Achse,
so hat die Aufgabe zwel Lsungen,
weil dann zwei Tangenten von D
aus an den Leitkreis gezogen wer-
den kdnnen. Die Berithrungspunkte dieser Tangenten liefern Punkte
der Beriihrungsmantellinien 7, und m,, lings welchen der Kegel
von den beiden Tangentialebenen bertihrt wird. Die von D aus-
gehenden Tangenten sind erste Spurparallelen der Tangential-
ebenen, woraus sich die Spuren-dieser Ebenen T, und T, ergeben.
Befindet sich an der Stelle A eine punktformige Lichtquelle, so
enthalten die beiden durch 4 gehenden Tangentialebenen alle Licht-
strahlen, welche die Kegelfiiche beriihren; denn jeder dieser Strah-
len schneidet die Fliche in zwei Punkten, die einander unendlich
nahe liegen. Die Mantellinien m; und m, sind daher die Schatten-
grenzen auf dem IKegel.
Aufgabern: 90. Man konstruiere in Tig. 127 den Schlagschatten,
den der Kegel auf die Projektionsebenen wirft.

91. Man stelle einen geraden Kreiskegel dar, der auf der Grund-
riBebene liegt, die er lings einer Mantellinie bertihrt.

92. Man konstruiere die Tangentialebenen einer geraden Kreis-
kegelfliiche, die zu einer gegebenen Geraden parallel sind.
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93. Man konstruiere die Schnittpunkte einer gegebenen Geraden
mit einem gegebenen Kreiskegel. -

94. Man bestimme den Schatten eines Punktes auf eine gerade
Kreiskegelfliche.

§ 25. Ebene Schnitte der geraden Kreiskegelfliche.

Eine Ebene kann in bezug auf eine Kegelfliiche Lagen haben,
die im folgenden unterschieden werden.

1. Die Ebene gelt durch die Spitze. Es gilt dann der Satz:

Eine Ebene, die durch die Spitze einer geraden Kreiskegelfldiche
geht, schneidet diese in zwei Mantellinien, oder berihrt sie lings

13

&

Fig. 128, I 1 Fig. 129.

einer Mantellinie, oder hat nur die Spitze mit ihr gemein, je nach-
dem ihr Winkel mit der Achse klciner, gleich oder grifer ist als
der Winkel der Mantcllinien mit der Achse.

Denn im ersten Fall wird die Ebene den Leitkreis in zwei Punk-
ten schneiden, im zweiten wird sie den Leitkreis berithren und im
dritten keinen Punkt mit ihm gemein haben.

2. Die FEbene geht nicht durch die Spitze. Dann ist der Schnitt
der Ebene mit der Kegelfliche eine Kurve. Diese ist ein Kreis,
wenn die Ebene zur Achse normal ist, dagegen ein allgemciner
Kegelschnitt, wenn dies nicht der Fall ist. Es gilt dann der Satz:

Der Schnitt ciner Ebene mit einer geraden Kreiskegelfliiche ist
ecine Ellipse, cine Parabel oder cine Hyperbel, je nachdem
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die Parallelebene zu ihr durch die Spitze keine, eine oder zwei Man-.
lellinien mit der Kegclfliche gemein hat (Fig. 128, 129 und 130).

Im ersten Fall muB die Schnittkurve eine im Endlichen geschlos-
sene, ovalférmige Kurve sein, da alle Erzeugenden des einen Man-
tels von der Ebene geschnitten werden. Im zweiten Fall ist eine
Mantellinie zur Schnittebene parallel, so daB die Schnittkurve einen
unendlich-fernen Punkt, besitzt,
sich also ins Unendliche erstreckt.
Im dritten Fall sind zwei Mantel-
linien zur Schnittebene parallel,
so daB die Kurve zwei unendlich-
ferne Punkte aufweist; sie besteht
aus zwei Asten, die auf den zwei
verschiedenen Minteln der Fliche
liegen. Daf die Schnittkurven die
aus der Elementargeometrie be-

kannten , Kegelschnitte sind, wie

der Satz behauptet, wird sich in
der Folge ergeben.

Man konstruiert die Schnitt-
kurve einer Ebene mit einer Kegel-
fliche, indem man die Mantel-
linien derselben mit der Ebene zum
Schnitt bringt. Zur bequemen Aus-
fithrung dieser Konstruktion ist in
Fig. 128 die Aufriebene normal
zur Schnittebene gelegt worden,
eine Disposition, die sich ja durch
Transformation stets erreichen
168t. Dann erscheint der AufriB der
Schnittkurve als gerade Strecke,
und aus den Aufrissen 4", B”
P” ... der Schnittpunkte einzelner Mantellinien mit der Ebene E
ergeben sich die zugehorigen Grundrisse 4, B', P’... Die Tangente
in P an die Schnittkurve ist die Schnittgerade der Tangentialebene
dieses Punktes mit der Ebene der Kurve. Denn weil diese Schnitt-
gerade in der Tangentialebene des Punktes P liegt, so schneidet
sie die Kegelfliche, also auch die Schnittkurve, in zwei zusammen-
fallenden Punkten, ist also eine Tangente derselben. Da die Spur
dieser Tangentialebene die Tangente in Py an den Grundkreis des
Kegels ist, so geht die Tangente ¢ durch den Schnittpunkt 7' die-
ser Spur mit der Spur ¢;, da sich in diesem Punkte Schnittebene,
Tangentialebene und GrundriBebene schneiden.

Zum Nachweis der behaupteten Natur der Schnittkurve denke
man sich die beiden Kugeln gelegt, die der Kegelfliche eingeschrie-
ben sind und die Schnittebene beriihren. Die Mittelpunkte O, und
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0, dieser Kugeln liegen auf der Achse und werden gefunden wenn
man in A” und B” die Halbierenden A” 0,” bzw. B 0,” der Win-
kel zieht, die von der Schnittebene mit den iulersten Mantelhmen
SA4, bzw, S B, des Kegels gebildet werden. Fillt man aus diesen
Punkten O, und 0, die Normalen O, F; bzw. 0, F, auf die Schnitt-
ebene, so erhilt man die Radien der beiden Kugeln und kann ihre
Umrisse in der zweiten Projektion zeichnen. Diese Bertihrungs-
punkte F, und F, der Kugeln mit der Schnittebene sind nun die
Brennpunkte der Schnittellipse. Denn schneidet die Mantellinie
eines beliebigen Punktes P der Schnittkurve die Kreise, liings wel-
chen die Kugeln den Kegel bertihren, in @, bzw. @,, so ist, ohne
daB .dies in I'ig. 128, die eine Projektion ist, unmittelbar ersicht-

lich \Vﬁl’e, -PQl — PFl, PQ_)‘ — PF2

als Tangenten von P aus an die eine bzw. andere Kugel. Da nun
aber fiir alle Punkte P der Schnittkurve die Summe

PQ1+PQ2=Q1Q2

eine konstante Linge hat, nimlich gleich ist der Linge der Kegel-
mantellinie zwischen den beiden Beriihrungskreisen, so ist auch.

PF, + PF,

konstant fiir alle Punkte der Schnittkurve, so daB diese eine Ellipse
mit den Brennpunkten I, und F, bilden. Es ist

PF, + PF, = AB,
d. h. gleich der grofen Achse der Ellipse; denn es ist
AV, = AT, AV, = AT,,

ferner BU,='BF,, BU=BT,,
also BI', + BT, = U,U,,

so daf} durch Addition dieser Gleichungen entsteht:

ViVeo+ UUy,=2-UU, = AF, 4+ AF, + BF, + BF,
= (AF, 4+ BF,) + (AI', + BF,) =2 - AB,

so daff U,U,=A4AB  ist.

Auf #hnliche Weise beweist man in den Fig. 129 und 130, da8
die Schnittkurve eine Parabel bzw. eine Hyperbel ist.

In Fig. 129 gibt die Mantellinie m, die zur Schnittebene E
parallel ist, die Richtung der Achse der Parabel.

In Fig. 130 kann man auch die Asymptoien der Hyperbel be-
_ stxmmen Die Parallelebene E* zu E durch die Spitze des Kegels
schneidet aus diesem zwei Mantellinien 7 und n, die von der Schmtt-

Teubners Leitfiiden: GroBmann, Flemente. 2. Aufl. 6



78 1V. Einfache Kérper mit krummen Flichen

ebene im Unendlichen getroffen werden, da sie zu ihr parallel sind.
Mithin geben diese beiden Geraden die Ricliung der Asymptoten
der Hyperbel. Um die Asymptoten selbst zu finden, beachte man,
daB sie die Tangenten in den unendlich-fernen Punkten U und V'
der Hyperbel smd also die Schmttgeraden der Kurvenebene mit
5 7 den Tangential-

ebenen lings der

Mantellinie 72 und
T n. Zieht man da-

her in den ersten

Spurpunkten U,

und ¥, dieser Man-

tellinien die Spu-
ren dieser Tan-
gentialebenen als

Tangenten an den
Grundkreis des Kegels, so lie-
fern diese auf der ersten Spur
¢, der Schnittebene die ersten
Spurpunkte X, und ¥Y; der
beiden Asymptoten, deren
Grundrisse zum' bzw.n  par-
allel sind.

Fig. 131 enthilt die Ab-
wickelung des Kegels, der in
Fig. 128 dargestellt ist, unter Mitnahme des elliptischen Schnittes.
DerMantel breitet sich aus in Form eines Kreissektors, dessen Radius
gleich ist der wahren Liinge der Mantellinien des Kegels; der Bo-
gen des Sektors ist gleich dem Umfang des Grundkreises des Ke-
gels, kann also durch Rechnung oder durch Niherungskonstruktion

gefunden werden. Man ermittelt die Abwickelung Peines beliebigen
Punktes P der Schnittkurve, indem man in Fig. 128 durch Dre-
hung ‘die wahre Liinge seiner Entfernung von der Kegelspitze be-
stimmt und in Fig. 181 antrigt auf der abgewickelten Mantellinie.

Zur Bestimmung der Tangente in P an die abgewickelte Kurve
beachte man, daf der Winkel, unter dem eine auf der Kegelfliche
verlaufende Kurve an jeder Stelle die Mantellinie trifft, sich bei
der Abwickelung nicht #ndert, weil dieser Winkel in der Tangen-
tialebene des Punktes liegt. Man hat also den Winkel in wahrer
GroBe zu ermitteln, den die Tangente in P an die Ellipse mit der
Mantellinie von P bildet. Dieser Winkel ¢ kommt vor in einem
rechtwinkligen Dreieck, dessen eine Kathete das Stick P, P der
Mantellinien ist und dessen andere Kathete das Stiick Py7' zwi-
schen den ersten Spurpunkten der Tangente und der Mantellinie
ist. Da beide Stiicke bekannt sind, kann der Winkel angetragen
werden.

o@@

Fig. 181.



Die Kugel 79

Aufgaben: 95. Man bestimme den Schatten einer Strecke auf
eine Kegelfliche. '

96. Eine gerade Kreiskegelfliche, deren Mantellinien mit der
Achse einen Winkel von 60° bilden, ist mit einer Ebene so zu
schneiden, daB die Schnittkurve
eine gleichseitige Hyperbel ist,
der Winkel der Asymptoten also
909 ist.

§ 26. Die Kugel.

Eine Kugel ist bestimmt durch
ithren Mittelpunkt und ihren Ra-
dius. TIst in Fig. 132 der Mittel-
punkt M gegeben durch seine Pro-
jektionen, so sind die Kreise um
diese Punkte mit dem gegebenen
Kugelradius die Umrisse in den
beiden Projektionen. Der erste
UmriB %, ist der GroBkreis, dessen Ebene zu TT, parallel ist, dex
zweite %, liegt in der GroBkreisebene parallel zu TT,.

Kennt man die eine der beiden Projektionen eines Kugelpunktes,
so kann die andere bestimmt
werden. Ist z. B. P’ gegeben,
so lege man durch P den zu
TT, parallelen Kleinkreis der
Kugel, der sich im Grundrif
in wahrer GroBe darstellt, wiih-
rend der AufriBeine zurx-Achse
parallele Strecke ist, deren Kote
man findet, indem man den
Schnittpunkt @ von p mit dem
zweiten UmriB %, beniitzt. P”

Fig. 132.

liegt auf p”.

Denkt man sich durch P die
Ebene gelegt, deren Abstand
vom Mittelpunkt gleich ist
.dem Kugelradius, so hat diese
mit der Kugel keine weiteren
Punkte auBer P gemein, sie ist
eine T'angentialebene der Kugel.
Diese wird in Fig. 132 darge-
stellt als die Normalebene durch
P zum Radius I P. (P)

Man bestimme in Fig. 133 die sphérische Entfernung der ‘beiden
Kugelpunkte P und @, also die wahre Lénge des GroBkreisbogens,
der die Punkte verbindet. Dazu lege man die Ebene durch P, @

6*

Fig. 133.
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und 2, deren erste Hauptlinie 2 durch 3 man findet, indem mar
etwa ihren Schnittpunkt § mit P@Q beniitzt. Klappt man den GroB-
kreis um die Achse 7 um in die durch JI gehende Hauptebene, so
fillt er zusammen mit dem ersten UmriB, so daB (P) und (Q) auf
den ersten UmriB und in die Normalen aus P’ baw. Q" zu %’ fal-
len. Der Bogen (P)(Q)
ist die gesuchte Liin-
ge. Durch Affinitiit er-
geben sich die Projek-
tionen des GroBkreis-

bogens.
r Jeder cbene Schnitl
%2 einer Kugel ist ein

- Kreis. Man konstruiert
e, inI%g.134 Punkte der
Schnittkurve der Ebene
E mit der Kugel, in-
demmanParallelkreise
4, der Kugel, die zur
Grundrifiebene paral-
lel sind, mit der Ebene
schneidet. Ist p ein sol-
cherKreis, so bestimme
man die Schnittgerade
seiner Ebene mit der
Ebene E; die Schnitt-
punkte P und @ dieser
Geraden mit dem Kreis
p gehdren der Schnitt-
kurve an. Die Tangente ¢ an den Schnittkreis im Punkte @ ist die
Schnittgerade der Ebene E mit der Tangentialebene in @ an die
Kugel; diese geht durch die Tangente ¢ in @ an den Kleinkreis p,
so daB} ihre zweite Spur s, T durch @, geht und zu M{”Q" normal
ist. Der AufriB ¢” der Schnittgeraden beider Ebenen verbindet da-
her den Schnittpunkt T, ibrer beiden zweiten Spuren mit Q".
Die Schnittkurve der Ebene mit der Kugel ist normal-symme-
trisch -zur Schnittgeraden s von E mit der Normalebene durch 27
zu E. P’ und @’ liegen also normal-symmetrisch zu s, P” und @”
schief-symmetrisch zu s”. Daher treffen sich die Tangenten in P
und @ an den Kreis auf der Symmetrieachse s in 7}, und man fin-
det dle Grundrisse der beiden Tangenten am besten gleichzeitig
durch den Grundrif von 7. Zur vollstandmen Darstellung des
Kreises wird man seine ausgezeichneten Punkte aufsuchen. Sein
Mittelpunkt O ist der FuBpunkt der Normalen, die man von A/
aus auf die Ebene fillt; er liegt auf s, so daB 0" unmittelbar
bekannt ist. Die groBe Achse A'B' der GrundriBprojektion liegt

77
RJ

Tig. 134.
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in der durch O gehenden Parallelebene zur GrundriBebene, ihre
kleine Achse C'D’ liegh in der Symmetrieachse s und wird erhal-
ten, indem man s dreht um den zu TT, normalen Durchmesser der
Kugel. Die ersten Umripunkte U, und U, liegen auf dem ersten
UmriBkreis, dessen Ebene man also mit E schneiden muf}; die
zweiten UmriBpunkte ¥, und ¥, sind die Schnittpunkte des zwei-
ten UmriBkreises mit der Geraden #, die von der Ebene E aus
seiner Ebene geschnitten wird. Die Geraden s und # treffen -sich
im Schnittpunkt S der Ebene E mit dem vertikalen Durchmesser
der Kugel.

Aufgaben: 97. Man bestimme die Schnittpunkte einer Geraden
mit einer Kugel. '

98. Man bestimme die Tangentialebenen durch eine Gerade an
eine Kugel.

99. Man konstruiere den Schatten, den eine Kugel auf die Pro-
jektionsebenen wirft, wenn die Lichtstrahlen durch einen gegebenen
Punkt gehen oder eine gegebene Richtung haben.

100. Drei gleich groBe Kugeln liegen auf der GrundriBebene
und beriihren einander. Eine vierte Kugel, deren Radius halb so
grofB-ist, liegt auf den drei Kugeln; man stelle die Figur in beiden
Projektionen dar.



Als Band II des vorliegenden Buches erschien von demselben Verfasser:

Darstellende Geometrie. 2., erw. Auflage. Mit 144 Fig. [VI u. 1548]
8. 192I1. (TL3) Kart. M. 38.—.

AnschlieBend an den in der 1. Auflage uuter dem Titel ,,Elemente der darstellenden
Geometrie* bereits auch in 2. Auflage crschienenen 1. Teil bietet der vorliegende II. Teil eine
knappe, leichtfaBliche Darstellung der ,Darstellungs- und Konstruktionsmethoden* in steter
Verbindung mit ihren Anwendungen in der Technik.

Elemente der darstellend. Geometrie. Vor Geh.Reg.-Rat Dr. R.S¢ur:,
weil, Prof. a. d. Univ. Breslau. 2., umg. und erw. Aufl. Mit 61 Fig. u. 7 lith.
Tafeln. [V u.157S.] gr. 8. 1goo. Geb. M. 44.80

Das Buch, dessen 2. Aufl. in erster Linie fiir die Studierenden an den Universititen bestinmt
ist,behandeltinsbes.dicGegenstiinde, dic fiirdas weitere geometrische Studium von Bedeutung sind.
Einfihrung in die darstellende Geometrie. Von Prof. 2. B. Fiscker,
Berlin-Lichterfelde. Mit 59 Fig,i. T. [91 S.] 8. 1921. (ANuG Bd. 541.)
Kart. M. 20.—, geb. M. 24.—

Als Anleitung fiir den Selbstunterricht bietet der Band die Grundlebhren an der Hand
der wichtigsten Aufgaben, die sich auf alle Gebiete der darstellenden Geometrie erstrecken.
Vorlesungen Uber darstellende Geometrie. Von Dr. F. v. Dalwigk,
Prof. a. d. Univ. Marburg. In 2 Binden. I. Bd.: Die Methoden der Parallel-
projektion. Mit 184 Fig. [XVIu.364S.] gr. 8. 1911. Geb. M. 104.— II Bd.:
Perspektive, Zentralkollineation und Grundziige der Photogrammetrie. Mit
iber 130 Fig. [XIu.322S.] gr.8. 1914. Geh. M. 80.—, geb. . . M. 88.—

Das Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die Verf. in Marburg seit uber zehn Jahren
hielt und umfaBt ungefihr den Stoff, der im Unterricht an Technischen Hochschulen geboten
wird, in manchen Punkten geht es dariiber hinaus.

Lehrbuch der darstellenden Geometrie fiir Technische Hochschulen.
Von Hofrat Dr. £, Miiller, Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien. 1. Bd. 3. Aufl.
Mit 289 Fig. u. 3 Taf. [XIVu. 37085.] gr. 8. 1920, Geh.M.125.—, geb. M. 1 50.—
II. Bd. Mit 328 Fig. [X u. 361 S.] 1919. Geh. M. 125.—, geb. M. 150.— II. Bd.
auch in 2 Heften erhiltlich: 1.Heft. 2. Aufl. Mit 140 Fxg [VIIu. 129 S.7 1919.
Geh. M. 42.50 2. Heft. 2. Aufl. Mit 188 Fig. [VIIu.233S.] 1920. Geh. M. 85.—

w... Das ausgezeichnete, meisterhaft geschriebene Werk hat dem Referenten das ganze
letzte Jahr hindurch wertvolle Dienste geleistet. Es ist als cins unserer besten Lehrbiicher zu
bezeichnen und den Studierenden der Technischen Hochschulen aufs angelegentlichste zu
cmpfehlen. . . .« (Archiv der Mathematik und Physik.)

Lehrbuchder elementaren praktischen Geometrie (Vermessungs-
kunde). Feldmessen u. Nivellieren. Band I d. Lehrbuchs f. Vermessungs-
kunde bes. f. Bauingenieure. VonDr.E.v. Hammer, Prof.and.Techn. Hochsch.
zu Stuttgart, Mit soo Figuren. [XXu, 766S.] gr.8. 1911.M.176.—, geb.M.192.—

»Bei der leicht verstindlichen Weise, mit der der Verf. die einschligigen Lehren vorzutragen
versteht, ist ¢s selbst dem nur mit ganz clementaren mathematischen Kenntnissen ausgeriisteten
Leser moglich, den Stoff vollkommen zu verarbeiten. (Dtsch, Vermess.-Techn.-Ztschr.)

Feldmessen und Nivellieren. Anleit. f. d. Priifung u. d. Gebrauch d.
Mefgerite bei einf. Langen- u. Hshenmessen f. Hochbau- u. Tiefbautechniker,
bearb. von Prof. G. Volguardts, Dir. d. staatl. Baugewerksch. in Magdeburg.
4, verb, u. verm. Aufl. Mit 56 Abb.i.T. [IV u. 31 S.] gr.8. 1920. Geb. M. 15.—

Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser u, seine Verbindung
mit einem Theodolit. (D. R. P. Nr. 277000.) Einrichtung und Gebrauch
des Instrumentes f. d. verschiedenen Zwecke d. Tachymetrie; mit Zahlenbeisp.
sowie Genauigkeitsversuchen. Von Dr.-Ing. . Holenner, Prof. an der Techn.
Hochsch., Darmstadt. Mit7 Abb,i.T.u. 1 Taf. [Vu. 598] 8. 1919. (Abhandl.
u. Vortrage a. d. Gebiete d. Math., Naturw. u. Techn. H. 4.) Geh. M. 25.60

Erortert die theoretischen Grundlagen dieses neuen optischen Entfernungsnlxesse{s, seine
Wirkungsweise und seine Vorziige gegeniiber den bisherigen Instrumenten sowie seine viel-
seitige Verwendbarkeit bei gréBtmoglicher Genauigkeit.
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Geodisie. EineAnleitung zugeodit. Messungen fiir Anfinger mit Grundziigen
der direkten Zeit- und Ortsbestimmung.. Von Dr. /. Hokenner, Prof.a.d.Techn.
Hochschule Darmstadt. Mit216Abb. [XIIu.347S.] gr.8. 1910. Geb.M. 96.—

»Die praktische Auswahl des reichen Lehrstoffes und seine musterhafte Behandlung ver-
raten iiberall den erfahrenen Fachmann und Hochschullebrer.* (Ztschr. f. prakt. Geologie.)

Uber die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbes. iib.
die Photogrammetrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Sckilling, Prof. a. d Techn.
Hochschule Danzxg Mit 353 F1g u. 5 Doppeltaf [VIu 196 S.] gr. 8. 1904.
Geh. M. 54.40, geb. . . . . . . . . « . .M 60.80

Vorlesungen liber projektive Geometrie. Von Dr. F. Enrigues, Prof.
an der Univ. Bologna. Autorisierte deutsche Ausgabe von Realschulprof,
Dr. H. Fleiscker in Konigsberg. 2. Aufl. Mit Einfihrungswort von Geh.
Reg.-Rat Dr. F. Klein, Prof. an der Universitit Géttingen, und 186 Fig.
[XIV u. 374 S.] gr.8. 1915. Geh. M. 112.50, geb. M. 137.50

Es werden in diesen Vorlesungen die Elemente der projektiven Geometrie im Sinne der

v. Staudtschen Richtung unter. Zugrundelegung eines Systems von visuellen (graphischen-
deskriptiven) Axiomen entwickelt. Metnsche Anwendungen werden getrennt behandelt.

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. L. Hefter, Prof.a.d.
Univ. Frelburgx Br., und Dr. C.-Koehler, Prof. a. d. Univ. Heidelberg. I.Bd.
Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 136 Fig.
(XVIu. 5268S.] gr.8. 1905. Geb. M. 112.— [Il. Bd. unter der Presse 1922.]

,»Das Charakteristische an diesem Buche ist die friihzeitige Einfilhrung des Begriffé der
Transformationsgruppen und eine Abweichung von der iiblichen Reihenfolge insofern, als zuerst
die projektive Gruppe, dann erst ihre Untergruppen behandelt werden* (Math.-naturw. Bl.)

Vorlesungen liber algebraische Geometrie. Geometrie auf einer

Kurve. Riemannsche Fldchen. Abelsche Integrale. Von Dr. 7, Sewvesi, Prof. an
der Univ. Padua. Berecht. dtsche. Ubersetzung v. Dr. £. Ljffler, Oberreg.-Rat
im wiirtt. Kultusminist., Stuttg. [XVIu. 408 S.] gr.8. 1921. M. 280.—, geb. M. 304.-

Die in méglichst einfacher Darstellung wiedergegebenen Vorlesungen behandeln die
»,Geometrie auf einer algebraischen Kurve‘ nach zwei sich ergiinzenden Gesichtspunkten:
einmal nach der von Brill und Noelter begriindeten algebraisch-geometrischen Methode
und dann von dem durch Abel und Riemann begriindeten transzendenten Standpunkt aus.
Dadurch werden sehr wertvolle Vergleiche und Vereinfachungen erzielt.

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes. Unter Mit-
wirkung von Dr. 4.v. Brill, Prof. a. d. Univ. Tiibingen, neu herausgegeben
von Dr. K. Kommerell, Prof. a. d. Techn. Hochschule, Stuttgart. gr. 8.
L. Teil: Die Elemente u.die Theorie der Flachen zweiter Ordnunor 1. Lieferung,
5. Aufl. Mit 48 Figuren. [X u. 366 S.] gr. 8. 1922, Geb. M. 160.— . [2.Liefrg.
u. d. Pr. 22]. I Teil: Analyt. Geometrie d. Kurven im Raume d. Strahlen-
systeme u. d. algebraischen Flichen. 4. Aufl. Mit Holzschn. [U. d. Pr. 1922.]

Die 5. auflage der ,,Analyt. Geometrie des Raumes*, I, Teil, erscheint in einer tiefgreifen-
den und umfassenden Neubearbeitung, worin dennoch der alte ,,Salmon-Fiedler* zu erkennen
ist. Die breitere Form der Darstellung, die strengere und klarere Fassung der Beweise, die
erhebliche Vermehrung der Figuren werden die Einfiihrung in die Probleme fiir den Stu-
dierenden wesentlich erleichtern, zumal die Gliederung des umfangreichen Stoffes nach der
Schwierigkeit des Beweismittels erfolgt. Durch Neuaufnahme cinzelner Abschnitte wie z, B,
der Weierstrass'schen Elementarteilertheorie und durch griindlick erginzte Literaturangaben
ermdglicht das Buch genaueste Orientierung iiber das weitverzweigte Gebiet nach dem
neuesten Stande der Forschung und bietet die Grundlage zu eignem geometr. Forschen. —
Der zweite Teil wird in aller Kiirze folgen.
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Grundlehren der Mathematik. Fiir Studierende u. Lehrer. In 2 Teilen
Mit vielen Fig. gr. 8, 1. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik u. Algebra.
Bearb, von Geh. Hofrat Dr. E. NVetfo, weil. Prof, an der Univ. Giefien, und Dr.
C. Farber, weil. Oberrealschulprof. in Berlin. 2 Bénde. 1. Band: Arithmetik.
Von C. Farber. Mit 9 Fig. [XV u. 140 S.] 1911, Geb. M. 176.— Il Band.
Algebra. Von E. Netfo. (X1l u.232 S.] 1915, Geb, M. 144.—. II. Teil: Die
Grundlehren der Geometrie, Bearb. von Geh. Reg.-Rat Dr. W, Frz. Meyer,
Prof, an der Univ, Kénigsberg, und Realgymnasialdir. Prof. Dr. A. Zhieme.
2 Binde. I. Band: Die Elemente der Geometrie, Bearb. von /. Z%ieme,
Mit 323 Fig. [XII u, 394 S.] 1909. Geb. M. 176,.—. IL Band. [In Vorb.]

Repertorium der htheren Mathematik. 2., vollig umgearbeitete
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker
hrsg. von Dr, P. Epstein, Prof, an der Universitit Frankfurt a. M., und Dr,
H. E. Timerding, Prof, an der Techn. Hochschule Braunschweig. 2 Binde
in 4 Teilen. 8. I, Band: Analysis. Hrsg.von P. Epstein und R. Rothe.
I. Hilfte: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XV u. 527 S.] 1910,
GebM.128,—. [II.Hilfte in Vorb.]I1.Band : Geometrie. Hrsg.v. /. £. Timerding.
L. Hilfte: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. [XVIu.524 S.] 1910,
Geb.M. 128.—. II. Hilfte: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. [XII u. S.537
bis S. 1165.] 1922. Geh. M. 95.—, geb. M. 120.—

Lehrbuch der Physik. Von Prof. £. Grimsek/, weil. Dir. an der Oberreal-
schule a. d.Uhlenhorst in Hamburg. Zum Gebrauch beim Unterr., bei akad.
Vorles. u. z. Selbststudium. 2 Bde. Bearb. v. Prof. Dr. W. Hillers u. Prof. Dr.
H. Starke. Mit etwa 1600 Eig. 1.Bd.: Mechanik, Warmelehre, Akustik
u. Optik. 6. Aufl. [U. d. Pr. 22]. 11.Bd.: Magnetismus u.Elektrizitit.
Hrsg. v. Prof. Dr. WW. Hillers in Hamburg u. Prof. Dr. A. Starke 1. Aachen.
5. Aufl. [Unter der Presse 1922].

»Jede Seite des Werkes legt Zeugnis ab fiir die wunderbar klare und eindringliche Ge-
staltungskraft des Verfassers. Ausgezcichnete Abbildungen und treffend gewihlte Beispiele
erleichtern iiberall das Verstindnis. Wer das Werk einmal in die Hand genommen hat,

wird es nicht mehr missen wollen. In keiner naturwissenschaftlichen Biicherei sollte dieses
ausgezeichnete Lehrbuch fehlen.* (Deutsche opt. Wochenschrift.)

Physikalisches Wdérterbuch. Von Prof. Dr. G. Berndt, Berlin. Mit
81Fig imText.[IVu.20085.]8.1920. (Teubn.kl.Fachworterb. Bd.5.) Geb.M.45.—

Maschinenbau. Von Ing. 0. Stvlzenberg, Dir, der Gewerbeschule und

der gewerblichen Fach- und Fortbildungsschulen zu Charlottenburg. Band I:
Werkstoffe des Maschinenbaues und ihre Bearbeitung auf warmem Wege.
Mit 225 Abb. im Text. [IV u. 177 S.] gr. 8. Geb. M. 56.— Bandll: Arbeits-
verfahren. Mit 750 Abb. im Text. {IV u. 315 S.] gr. 8. 1921. Geb. M. 96.—.
Band 11I: Methodik der Fachkunde und Fachrechnen. Mit 35 Abbildungen
im Text. [IV u.99S.] gr.8 1921. Kart. M. 38—.

»Das Bestreben, die ursichlichen Zusammenhinge in aoschaulicher Art bei allen behan-
delten Hauptstiicken klar hervorzukehren, bildet ein wesentliches Merkmal der Schrift. Zahl-
reiche Abbildungen unterstiitzen diese Absicht in bemerkenswerter Weise. Dem Buch ist
eine weite Verbreitung zu wiinschen, um die darin enthaltenen Friichte erfolgreicher arbeit
gleichsam als ,Norm*“ dem Unterricht in den Fachgewerbe- und Werkschulen zugrunde zu
legea.« (Stahl und Eisen.)

Zeitgemife Betriebswirtschaft. Von Dir. Dr.-Ing. G. Peiseler, Leipzig.
I. Teil: Grundlagen. M. 30 Abb. | VI, 182 S.] gr. 8. 1921. M. 60.—, geb. 68.—

Das Werk entwickelt ein umfassendes System der deutschen Betriebswirtschaft, indem
es, von dem wirtschaftlichen Aufbau des Einzelunternehmens ausgehend, alle grundlegenden
Fragen, die unsere heutige Wirtschaft beherrschen, in ihrem inneren Zusammenhange behandelt.
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TEUBNERS TECHNISCHE LEITFADEN

Hochbau in Stein. Von Geh.Baurat H. Walbe, Prof. an der Tech. Hochsch.
zu Darmstadt, Mit302 Fig. i.Text. [Vl u.110 S.] 1920. Kart. M. 32.—, (Bd.10)

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizei, Heimatschutzgesetze.
Von Stadtbaurat Fr.Schultz, Bielefeld. Mit 3 Taf. [IV u. 150 S.] 1921,
Kart. M. 40.--. (Bd. 12.)

Leitiaden der Baustoffkunde. Von Geh. Hofrat Dr. M. Foerster, Professor
an der Technischen Hochschule Dresden. (Bd. 15)

Mechanische Technologie. Von Dr. R. Esclier, weil. Professor a. d. Eid-
genossischen Technischen Hochschule zu Zarich. 2. Aufl. Mit418 Abb,
VI u. 164 S} 1921. Kart. M. 42.—. (Bd. 6.)

Grundrifl der Hydraulik. Von Hofrat Dr. Ph. Forchheimer, Professor an
der Technischen Hochschule in Wien. Mit 114 Fig.i. Text. [V u. 118§]]
1920. Kart. M. 32.—. (Bd. 8.)

In Vorbereitung befinden sich:
Hohere Mathematik. 2 Bande. Von Dr. R. Rothe, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Berlin.
Maschinenelemente.2Bde.V.K.Kutzbach,Prof.a.d.Techn.Hochsch.Dresden.

Thermodynamik. 2 Binde. Von Geh. Hofrat Dr.R. Mollier, Professor an
der Technischen Hochschule Dresden.

Kolbenkraftmaschinen. V.Dr.-Ing.A.N&gel, Prof.a.d.Techn.Hochsch.Dresden.

Dampfturbinen und Turbokompressoren. Von Dr.-Ing. H. Baer, Professor
an der Technischen Hochschule zu Breslau.

Wasserkraftmaschinen und Kreiselpumpen. Von Oberingenieur Dr.-Ing.
F. Lawaczeck, Halle.

Grundlagen der Elektrotechnlk. 2 Bande. Von Dr. E. Orlich, Professor
an der Technischen Hochschule Berlin.

ElektrischeMaschinen.4Bd.V.Dr.-Ing.M.K108,Prof.a.d.Techn.Hochsch.Berlin.
I: Transformatoren und asynchrone Motoren.
II: Drehstrom-Maschinen (Synchronmaschinen).
IlI: Gleichstrommaschinen.
IV: Wechselstrom-Kommotaturmaschinen.

Mechanische Technologie der Textilindustrie, V. Dr.-Ing.W.Frenzel-Delit,
Eisenbau. Von Dr. A. Hertwig, Prof. an der Techn. Hochschule Aachen.
Hydrographie. Von Dr.H.Gravelius, Prof. a. d. Techn.Hochschule Dresden,
Hochbau in Holz. Von Geh. Baurat H. Walbe, Professor an der Tech- “

nischen Hochschule Darmstadt.
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